Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 
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autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 
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ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
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LiET  Ouyrage  se  composera  d'une  suite  d'articles  sur  les  différentes  parties  des 
sciences  mathématiques.  Il  paraîtra  par  livraisons  qui  se  succéderont  à  des 
époques  peu  éloignées  Tune  de  l'autre.  Dans  ces  articles,  on  se  propose  de  passer  * 
en  revue  les  diverses  branches  d'analjse  »  d'éclaircir  les  difficultés  qu'elles  pré- 
sentent, et  d'offrir  de  nouvelles  méthodes^  à  l'aide  desquelles  on  puisse  traiter 
plus  facilement  des  questions  déjà  résolues,  ou  résoudre  celles  qui  ne  l'étaient 
pas  encore.  Les  principales  applications  de  ces  méthodes  seront  relatives  à  la 
physique,  à  la  mécanique  et  à  la  théorie  des  nombres.  Parmi  les  objets  qui 
seront  traités  dans  les  Exercices ,  on  peut  dès  à  présent  indiquer  : 

Une  formule  qui  fournit  immédiatement  une  limite  de  la  plus  petite  différence' 
entre  les  racines  d'une  équation  numérique,  sans  que  l'on  soit  obligé  de  recourir 
à  l'équation  aux  carrés  des  différences  ; 

La  théorie  des  moments  linéaires  j  servant  à  simplifier  l'enseignement  de  la 
mécanique  rationnelle  ; 

Une  méthode  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  intégrer  par  approximation  des 
équations  différentielles  de  forme  quelconque ,  en  déterminant  les  limites  des 
erreurs  commises  ; 

Une  nouvelle  théorie  du  contact  des  courbes  et  des  surfaces; 

La  théorie  des  intégrales  définies ,  et  la  recherche  de  formules  générales  qui 
fournissent  les  valeurs  des  intégrales  définies  déjà  connues  et  d'un  grand  nombre 
d'autres  ; 


(  n  ) 
La  résolution  des  équations  numériques  par  les  intégrales  définies  ; 

L'intégration  des  équations  aux  différences  partielles  linéaires  ou  non  linéaires; 

Enfin  9  un  nouveau  calcul ,  désigné  sous  le  nom  de  calcul  des  résidus ,  et  qui 
sert  à  sommer  la  série  de  Lagrange  avec  d'autres  séries  du  même  genre ,  ainsi 
qu'à  établir  des  formules  noùrelles^  relatives  soit  à  la  détermination  des  inté- 
grales définies,  soit  à  la  sommation  des  suites  ou  à  l'évaluation  des  produits 
composés  d'un  nombre  infini  de  facteurs. 

Â  la  dernière  livraison  de  chaque  année  sera  jointe  une  table  des  matières. 
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SUR  L'ANALYSE 

DES   SECTIONS   ANGULAIRES. 


Depuis  quelques  temps ,  les  géomètres  se  soat  proposé  de  résoudre  les  difficultés  que 
peuvent  oifirir  plusieurs  formules  relatives  aux  sections  angulaires.  Ces  mêmes  difficultés 
se  trouvant  aussi  résolues  par  les  méthodes  que  j'ai  données  dans  le  Traité  d'analyse  pu- 
blié en  iSai  9  j'ai  pensé  qu'on  ne  verrait  pas  sans  intérêt  une  indication  sommaire  de  ces 
méthodes ,  et  des  avantages  qu'on  peut  en  retirer. 

Les  expressions  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  sections  angulaires  sont  do  deux 
espèces.  Les  unes  admettent  des  valeurs  multiples  :  tels  sont  les  logarithmes  et  les  puis- 
sances fractionnaires  des  quantités  négatives  et  des  expressions  imaginaires.  D'autres 
n'admettent  qu'une  seule  valeur  :  tels  sont  le  plus  ordinairement  les  développements  «n 
séries.  Quelquefois ,  parmi  les  valeurs  multiples  qu'une  expression  présente ,  on  rencontre 
une  valeur  particulière  qui  mérite  d'être  remarquée.  Il  m'a  paru  nécessaire  de  distinguer 
dans  la  notation  cette  valeur  particulière  de  toutes  les  autres  «  afin  d'éviter  la  confusion 
que  pourrait  introduire  dans  le  calcul  l'emploi  de  la  même  notation  pour  des  us^ge»*-.  :  ;  \/  **V*'f 
divers.  C'est  pour  cette  raison  que  j'aiprpposé  d'entourer  de  doubles  traits  ou  de  dou]i&sl.  '*  v      *    ••' •  • 
parenthèses  les  quantités  comprises  dans  des  fonctions  qui  admettent  des  valeurs  mul-:*:':  ;*:••:•    **,  . 
tiples;  d'indiquer 9  par  exemple 9  par  .••••••* 


(i)  /((«+^v^^)),  ou   ((«+^i/~or 

l'an  quelconque  des  logarithmes  de  l'expression  imaginaire   a-(«&  f/^»  ou  l'une  de 
ses  pmssances  fractionnaires  du  degré  ac  =s  dz  ^  ;  et  de  réserver  les  notations 

pour  indiquer  un  seul  de  ces  logarithmes,  ou  une  seule  de  ces  puissances.  Bntrons ,  h  ce 
sujet  »  dans  quelques  détails. 
Si  Ton  désigne  par  r  la  racine  carrée  positive  de  a'  +  ^*  ^  et  par  G  celui  des  arcs 

compris  entre  les  limites  —  j  »  +  a  *  W  *^  po'V  langente  le  rapport  -  ,  on  aura  gé- 
néralement ,  pour  des  valeurs  positives  de  a  , 


•••••••     V 

•    *  •     •    • 


À 


I      (C«  +  *V-0)f  =r",(co8>.6  +  l/:Zl8in>e  )((!))'*; 
tandis  qu'on  aura ,  pour  des  râleurs  négatives  de  a , 

a)  I '{(«  +  *  v/^))  = '(O  +  fl|/=r  4- /(C-O), 


Or,  parmi  les  valeurs  multiples  de  l  ((i)) ,  il  en  est  une  qui  mérite  d'être  remarquée  , 
savoir,  la  valeur  réelle 

qu'il  est  naturel  d'iadiquer  h  l'aide  de  parenthèses  simples.  De  même,  parmi  les  valeurs 
multiples  de  ((i))  ^'t  il  ci)  existe  une  qu^îl  est  également  naturel  d'îndiqoer  à  Taide  de 
parenthèses  .sipaples,  sayôir,  la  valeur  réelle 

Cela  posé  5  si  Ton  convient  de  réduire'  ii  la  fois ,  dans  les  deux  membres  de  chacune  des 
formule^  ,(^),  les  parenthèses  douLles  à  des  parenthèses  simples,  on  ohliendra  les  for- 
mules 

tjtA  «ertiront  à  définir  les  expressions  {â') ,  mais  seulement  >pottr  des  valeurs  positives  de 
la  con^t£fnte  a.  Tl  est  in^ortaiït  de  i^emarqner  qne  ehatiMra  dès  ëqusftions  (5)  conti* 
\  .:  /  *  't^2^a  de  slibâiigter,  sj  l^on  chan]^ ,  dans  les  deux  membres  »  la  signe  de  V*--^  • 

, .    .^....  .,.'***  Dans  le  cas  où  a  est  négatif,  les  valeurs  des  expressions  /  {{ — i))  et  (( — i))^  com- 

'••  :  ••;'..:%.:  '•  prises  dans  les  seconds  membres  des  formules  (4)  >  sont  toutes  imaginaires,  ei  Ton  ne 

iroi^  aucune  raison  pour  appliquer  la  notation  l  ( — i)  ou  ( — i)^  à  l'une  de  ces  valeurs 
*  •  •  •    * 
* '•  ••"^ïlutôt  qu'à  l'autre.   On  doit  donc  ijlors  ^abandonner  les  notations    t{a  +^V^^^)> 

{  ^"h  f  V/"-^  )^  9  ainsi  que  les  notations  /  ( — i)  et  ( — i)^  .  Il  y  a  plus  :  l'emploi  de  ces 

notations 'of&rfsrit  tfn  grave  ihconvénient.  En  effet,  admettons,  pour  «b  instant,  la 

notation  ( — i^'^cotnine  répréseirtant  ta  ptûs  simple  des  valeurs  de  (( — i))^, savoir  , 

l'expression    imaginaire    cos  jn  v\^  \/^  sln /ul  ir ',    et    supposons    que   la    définition    de 

(  fl-f"^  V^  )  ^   «®  déduise  des  formules  (4) ,  quand    n   devient  négatif,  comme  elle  se 

déduisait  des  fonzMiles  (5) ,  quand  a  était  positif.  Oa  4Mira 

et  cette  dernière  équation  devra  subsister  en  même  temps  qae  la  seconde  des  formules  (5), 
quand  on  supposera  a=o^  6=  —  i.  Par  suite  on  sera  forcé  d'admettre  à  la  fois  les  deux 
équations  ... 


• .  •  . 
•  •  ••• 


•  ••  ••  •  • . 


••  •-.  . .  • 


<5) 

(  — t/^)  '^  =  (  C08  ^  4-  \/~  Au  ^)  (cos  /<»  +  i/rr  sin  >«») , 

dont  la  première  exclut  évidemment  b  seconde. 
Les  notations 

restreintes  5  comme  on  vient  de  le  dire,  au  cas  où  a  est  positif,  joubseoft  d'ime  pffopiriélé 
très-remarquable  [Voyez  l'Analyse  algébrique,  chapitre  IX  »  et  les  57.*  et  38.'  Levons 
de  calcd  ^infinitéainiak  }  Celle  propriété  consiste  en  œ  que  lea  séries  convergentes ,  qui 

fournissent  les  développements  de    /(a4-6)  ot  de  (a-f*^)^  #  quand  fr'  est  inférieut  à  a% 

représentent  ei\core  les  développements  de  /  (  a  4-  ^  \/^ )  et  de  (  a  +  ^  \/^)  ^  »  ^^^ 
le  cas  où  Ton  remplace  b  par  b  v^HT*  Les  deux  expressions  imaginaires 

sont,  parmi  les  di  verser  valeurs  de  l  {{a  4-  A  vdT)) ,  et  de  ((»+ A  l/^})  ^  .  les  seules 
qui  jouissent  de  cette  propriété*  De  plus ,  comme  on  a  généralement,  en  posant    —=:  B , 

(6)  J  Z(«+.6  4/=7)    ^/(a)+f(i4-iîV:=r). 

n  est  clair  qa^on  peut  se  contenler  d'éttbUr  k'  propriété  en  quesitioa,  pour  le  'eàs'oir 
Ton  suppose  la  constante  a  réduite  à  Tunité,  ainsi  que  îe  Tai  fait  dans  l'Analyse  algé<- 
brique. 

r 

Je  vais  maintenant  rappeler  en  peu  de  mots  quelques  applications  des  principes  ci«- 
dessus  exposés,  et  quelques-unes  des  formules  auxquelles  ils  conduisent. 

Les  équations  que  Ton  rencontre  dans  l'analyse  des  sections  angulaires,  sont  de 
deax  espèces.  Dans  quelques- unes  cj^nlre  elles  ,  chaqu^  membre  a  des  valeurs  mul- 
tiples. Ce  sont  les  équations  les  moips  précises.  Car  ch^ue  équation  de  cette  espèce 
indique  seulement  que  Tune  des  valeurs  du  premier  membre  est  égale  à  Tune  des  va- 
leurs du  second.  On  peut -citer  comme  exemples  les  fi>rmules  (3)  et  (4)'  Dans  d'autres 
équations  «  le  second  membre  à  une  valeur  déterminée.  Alors  il  n'yeeurait  nul  avantage 
à  placer  dans  le  pren^iior  meuibre  une  expression  dont  les  valeurs  seraient  multiples. 
Car  ce  seraîl  indAquer  en  quelque  sorte  qu'on  ne  sait  pas  quelle  est  celle  des  valeurs 
do  preoMer  membre  qui  doit  être  égalée  au  second.  On  sent  donc  alors  la  nécessité  d'em- 
ployer dans  le  prensier  membre  une  notation  qui  ne  puisse  s'interpréter  que  d'une  seule 
numière.  On  remplira  aisément  celte  condition ,  en  adoptant  les  notations  ci-dessus 


(4) 

mentionnées.  Ainsi ,  par  exenaple,  en  désignant  par  t  un  arc  quelconque»  par  >u  une 
quantité  quelconque^  par  :;  une  autre  quantité  comprise  entre  les  limites  —  i ,  +  i , 
enfin  par 

z  mn  t 


s  =  arclang 


I  -4-  «  cor^ 


un  arc  renfermé  entre  leslimites— -— ,4-— »  on  Irouvéra  [voye^  l'Analyse  algébrique» 
pages  395  et  996V } 

,s    }       1+ -  s(co8t4-V^>iP^)  +  ^     ■  "^*    g*  (co0 a l+|/!rr^'°^^ )"+***> 
t       =  [1+  5 (  cos«  +  V~^  8În« )]^ , 

ou  ,■  ce  qui  revient  au  même , 

1  +~  «  ( cos  t  +  j/ilT  sin  I  ) 4- ^^-^^— — ^  «"(cosat+^/!Zrsîn  a<)4-*** 

(8)  ^  ■  "•* 

i* 

=(i  +  2«cosl+»')    (cosyu«+i/irr  8În;«^) 

«  • 

On  conclut  aisément  de  l'équation  (8)  ou  (9)  que  la  formule  connue  du  binôme,  sayoîr, 

(9)  (*4-j)     =»    4-/««        J""^        1.  a       ^  •''    "♦"•••=*    (*+^j 

subsiste  pour  des  valeors  quelconques  de  fi ,  non-seulement  dans  le  cas  où  x  et  jr  sont 
des  quantités  réelles  dont  la  première  est  positive ,  mais  encore  dans  le  cas  où  a;  et  jr 
sont  des  expressions  imaginaires»  dont  la  première  a  pour  partie  réelle  une  quantité  po- 
sitive.  On  établirait  avec  la  mfime  facilité  les  formules 

(10)  /[  1  +«(cost4-|/T  sîn«)]  —  « (cos«+  v/T  sin t)— •  — (cos  at+t/T  sînfr)+ctc. 
(n)  /(i4-a«cos<  +  «»)  +  rarctang  ^2^i5 — r  JV/^  =:«(cosr4-4/7  sînO-^-otc 

qui  subsistent  dans  les  mêmes  hypothèses  que  les  équations  (7),  (8)  et  (9) ,  et  dont  la 
seconde  est  la  formuiie  (37)  [g  a.*]  du  chapitre  IX  de  l'Analyse  algébrique. 

Parmi  les  formules  relatives  aux  sections  angulaires  t  les  géomètres  ont  remarqué  celles 
qui  fournissent  les  développements  de  cos  f^z  et  de  sin  fiz,  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes ou  descendantes  de  sînz,  cos  s    ou  tang^,  ainsi  que  les  développements  des 


('5) 
paissânces  de  sinus  et  de  cosinus  »  en  fonctions  des  sinus  eu  cosinus  d'arcs  multiples.  Nous 
nous  bornerons  à  présenter  ici  quelques  réflexions  sur  chacune  de  ces  formules. 

Soient  f*  une  quantité  quelconque  »  et  s  un  afc  compris  entre  les  limites ,  H — . 

Les  valeurs  de     cosp^  et  de   sin  y^z    se  développeront  en  fonctions  des  puissances  as- 
ceodantes  de    sIn  z    par  les  formules 

(i5)  cos.fi£=  1—  -^■—sm^g-f*  »       sm»g-^etc> 


,  i.a  i.a.3.4 


04)  ,ta^z=^»ta,-!ik^,in»,+JlCl=2iiÇzilrii,5.--etc. 

I.  a.  3  1.  a.  0.4*  9 

=oos « [ fAsinz  —  ^     "v^  MP ^«4"0*c-] » 

i.a.3 

(voyez  rÂAfilyse  algébrique» .pages  548  et  &49)-  ^»  dans  les  formules  (i5)  et  (i4) ,  on 
remplace  z  par  ~— g,  on  obtiendra  celles  qui  fiouraissent  les  développements  de  cosyiZ 

et  ie  m  ftz   en  séries  ordonnées  'Sumnt  les  puissaMes  oseeuteites  de-  cos  s. 

Si  Ton  voulait  développer,  suivant  les  ptrissances  ascendantes  de   sin  z  ,    non  plus 
siofts    etcosfig,    mai^ 

siOfA  (gdinTr),    et    coSfi(zdin)r} , 

n   étant  un  nombre  entier  quelconque»  il  suffirait  fie  joindre  aux  formules  (i3)  et  (i4) 
les  deux  équations  connues 

sin  fA(zd2nir)  =  eo8  finir.  siofAS±  siOfAiiir.  coSfAS^ 
cûê^^zdLnv)  sscospinir.  cesfi^^aiofin**  siof^a;. 

Il  importe  d'aiUeurs  d'observer  que  »  l'arc    z    étant  supposé  compris  entre  les  limites 
—  -,4-— ,  ^rhair   représente  un  arc  dont  la  valeur  est  entièrement  arbitraire. 

Si  Ton  désigne  par  f  «ne  quantité  quelconque  »  ol  par    •    «b  arc  compéis  entre  les 

limites  —  -s  4-  t  >  1^  valeurs  de    cos  f^a    et  de   sin  pa   se  développeront^  suivant  les 
4         4 

puissances  ascendantes  de  la  tangente^  par  les  formules 


1.9 

i.a  " 

(i6)  sinpi*=  -  cos*^      «. gin«— Jl-^j:^ — i-iil i  cos*^       «.sin    *+clc- 

1  i.a.3 

=  f*  cos  *^  *  [  tang  ê ii — i-—: — ^  tang  «+.••]. 

[voyez  l'Analyse  algébrique ,  page  2197].  SI  la  Valeur  numérique  de    ê    était  renfermée 
entre  les  limites    7»-»  les  séries  comprises  dans  les  seconds  membres  des  équations 

(i5)  et  (16)  deviendraient  divergentes,  et  n'auraient  plus  de  sommes. 

Les  développements  connus  de  cositz  et  de  sinfxz  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  sins  ou  cos  s  ne  peuvent  s'obtenir  que  dans  le  cas  où  u  est  un 
nombre  entier.  Ils  se  déduisent  immédiatement  des  formules.  (1 3),  (i4)»  etc.»  lorsque»  dans 
les  séries  que  renferment  les  seconds  membres»  on  renverse  l'ordre  des  termes»  en  écri- 
vant les  premiers  ceux  qui  étaient  les  derniers  »  et  réciproquement. .  On  tirerait  avec  la 
même  facilité  des  formules  (i5)  el  (16)  les  déveleppements  de  cosfAj  et  de  sin^s 
suivant  les  puissances  descendantes  do  tang«»  en  supposant  la  quantité  fA  réduite 
à  un  nombre  entier. 

Il  me  reste  à  parler  des  formules  qui  fournissent  les  développements  des  puissances 
de  coss  et  de  sinz  suivant  les  cosinus  ou  sinus  des  arcs  multiples  de  z.  Dans 
le  cas  le  plus  général»  ces  formules  peuvent  être  déduites  de  la  sommation  des  séries 

a=cospi«-+"f*cos(fA— s)5-|-  ^^ cos(fA— 4)«+®tc-  * 

1.9 

(17) 

ufa— *l) 

t;=sinfi«4-f*^^  (f* — 2)  «4-  ^-■^- — '  sin(fA— 4)*+  etc., 

1.3 

qui  sont  elles-mêmes  comprises  dans  les  suivantes 

{/ =cospi 2 +f* jcos  (fx— s )  2 4. -îtifl^  j> cos  f^— 4 )  « -4-etc. , 

1*3 

f =8111  ca+f^sin  (f«— 9 ) «4- -iii^i-— i  jr'sin  (j*— 4)«4-etc. 


(7) 
Obserrons  d'ailleurs  qae ,  poor  rendre  celles-ci  coaTergeptes  »  on  doit  toujours  renfer- 
mer   j    ejdjtre  tes  limites    -«  i ,  -f- 1  •   Cela  posé  »  si  Ton  ajoute  la  première  des  for- 
maies  (18)  à  la  seconde  multipliée  par     i/TT  >    on  trouvera 

(19)  (7+f'v/n'=e       [i+i^r^  +nL^y  e         +.../ 

Par  conséquent  la  question  se  réduit  à  trouver  la  somme  de  la  série 

Or,  il  résulte  immédiatement  de  la  formule  (7)  que  cette  somme  est  équivalente  «  pour 
des  valeurs  quelconques  des  quantités  fi  et  z ,    à 

On  aura  donc  général^nent 
et  par  suite 


Les  formules  (as)  et  (aS)  suffisent  pour  déterminer  les  quatre  quantités    V^  y»  u,v  , 
Coocevons»  par  exemple,  qu'on  demande  les  valeurs  de    tt    et  de    1; .    On  posera 

s  =  Odbiifr^ 

6  désignant  un  arc  compris  entre  les  limites  -^  -  ,  -^  -  »  éï  n  un  nombre  entier  quel- 
conque. On  anra  par  suite 

e  =ze  9        c        •  =:  6       •      a  , 

et  la  formufe  (s3)  donnera 


(.8.) 

=(aco8ô)f*  (co8fAn9r±:^/!78iofAnir)  , 
On  en  conclura 


(94)  tt=(2CO80)^COg  finir 


t;=(aco8©)     8infin9r 


Le8  deux  équations  précédentes  peuvent  remplacer  des  formules  équivalentes  données 
par  M.  Poinsot ,  dans  ses  Recherches  sur  l'analyse  des  sections  angulaires  »  ainsi  que  les 
quatre  formules  données  par.M.  Poisson ,  sous  les  numéros  (10)  ei'(i  1) ,  dans  le  Bulletin 
des  sciences  de  septembre  i8a5. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  séries  comprises  dans  lescformules  (17)  ne  peuvent' être 
sommées  que  dans  le  cas  où  elles  sont  convergentes.  Or»  c'est  ce  qui  arrivera  toujours, 
si  la  quantité  fx  est  positive.  En  effet ,  on  a  gàiéralement ,  en  supposant  z*  inférieur 
h  Tonité,  et  l'exposant    p    positif  ou  négatif, 

'  1  i.a  i.a.5 

Or,  il  est  facile  de  s'assurer  i.^que  lea  termes  de  la  série  précédenle,  qui  renfermeront 
des  puissances  de  z  d'un  degré  supérieur  à  la  valeur  numérique  de  Fexposant  /a  , 
seront  tous  affectés  du  même  signe;  s.*"  que,  si  Ton  fait  converger  z  vers  la  limite  1  , 
la  série  ne  cessera  pas  d'être  eonyergehte ,  quelque  petite-q^e  soit  la  différence  de   s    à 

l'unité.  Ujest  aisé  d'en  conclure  que,  pour    2  =  1   ,  la  série  sera  convergente  ou  diver- 

génie  suivant  que  i»iimfite  de  la  semnie  (  1  -^r)  sera  fmie  on  infinie.  Le  premier  cas 
aura  évideaunent  lieu,  si     /a    est' positif,  puisqu'on  trouvera ,  dans  cette  hypothèse, 

(  1— -1  )    =:o  .  On  aura  donc ,  pour  des  valeurs  positives  de    fx  , 


(a6) 


,— ,  —  **  —  >"('-(*)         ft(i-(»)  (a-ft)     _^^^   ^ 

'  '  1  i^^    —  tm&m     I  *  ■  i.       ^B^i     m         ■    I   ii>i>>É         — *^*e»C»'     , 

i.a.3 


i.a 


et ,  puisqu'alors  la  série 


(»7) 


,,±.  SLllUl,    -c('-c)  (",->:,)  ,  etc. 

*     1  i.a  i.a.3 


sera  convergente ,  on  pourra  en  dire  autant  à  fortiori  des  séries  comprises  dans  les  for 


(9X 
mules  (17).  Si  l'on  supposait  au  contraire    9*,    négatif,  et  égal  à    —  y  ,  on  trouverait , 
en  posant    2=1, 

(i— a)    '=  ; — -.  =  -  =  00  , 
^  '  (1-1)"       o 

et  par  suite  »  la  série  (97)  >  ou 

^   '  1  r.a-  1.2.3 

serait*  diVë^ëiAé:  AjoUtèris  qne1e*lèrm'e  géiiSFald^  cette  sékè;  savoir 

^  ''  i.a.3...ii 

croiM  oudétiiolfrabMfiniÉkMÀvpoiirdékvklèilfS^tfdk  n' ,  sûivakif'qiiel'bn 

supposera    y>'t     on    r<.i  3    eld*abcM^  il  ebt^dall^^qiK^.^i^   ^    dAslgtiê  utf  nobibre 
entier  sùpériear^à  l*uèilé,  l^èiipraisba-  (39)  pottfrârétéeptrésetfléeûéous  laibl'm^ 

d  oh  il  résulte  q«*elle  devieikdra  infinie  pîtnir  des  'valeurs  infilies  de    n  .  De  pTu's ,  si  l'on 
fait  avec  M*  Legebdre 


/oo 
X 


r-i     -a; 

X       t      dx  f 


Texpression  (29)  deviendra  généralement 


r(«+0 


r(0r(n4.i)    • 


et ,  comme ,  en  désignant  par    §    une  quantité  dont  la  valeur  numérique  décroisse  in- 
définiment avec  —  ,  on  aura ,  pour  de  grandes  valeurs  de    r  , 


r(r)  =  (i+i)r  e    ^{^n). 


on  trouvera  par  suite 


i"    devant  converger  eo  môme  temps  que  -  vers  la  limite    o  .    Or  «  il  est  clair  que  le 

second  membre  de  l'équation  (Si)  se  réduira ,  pour  des  valeurs  infinies  de-  n  ,  h  o , 
à  Tanité,  ou  à  Tinfini  positif,  Sfiivapt  que  Ton  supposera  y<;i,r=iy  ou  r^i* 
On  po^rra  donc  en  dire  autant  de  l'expression  (sg)  ;  d*où  il  est  aisé  de  conclure  que  les 
séries  comprises  dans  les  formules  (17)  seront  divergentes  pour  de$  valeurs  négatives 
de  II  renfermées  entre  les  limites  fA=s— 1  ,  pr:^-— 00  .  Quant  aux  valeurs  de  p 
renfermées  entre  les  limites  fi=:o  ,  fA=i  ,  on  démontrerait  facilement  »  par  des  pro- 
cédés semblables  à  ceux  que  nous  avons  employés  dans  le  chapitre  6.*  de  TAnalyse  algé- 
brique ,  qu'elles  rendent  ordinairement  convergentes  les  séries  comprises  dans  les  for- 
mules (17).  On  doit  toutefois  excepter  le  cas  où  Ton  supposerait     a  2=:?r . 

Des  remarques  diverses,  que.nous  venons.de  fiûre»  il  résulte  que  les  formules  (s3)  et 
(a4)  doivent  être  restreinte  an  ca^  où  la  qaUntité  fA  se  trouve  renfermée  entre  les 
limites    (&=— -i  ,  f«.^=oo  ,    c'est-à-dire  au  cas  ou  la  quantité  .  fi-H  1     est  posttÎTe. 

Nous  nous  sommes  contentés ,  dans  cet  article ,  de  montrer  comment  les  principes  que 
nous' avons  établis  s'appliquent  à  la  sommation  des  séries.  Mais  c'est  surtout  dans  le 
calcul  intégral ,  et  particulièrement  dans  la  théorie  des  intégrales  définies  que  les  mêmes 
principes  reçoivent  de  nombreuses  et  d'utiles  applications.  On  peut  consulter,  à  ce  sujet, 
le  19.*  cahier  du  Journal  de  l'École  royale  polytechnique ,  ainsi  qu'un  mémoire  publié 
sous  U  date  d'août  18a  4»  et  relatif  aux  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  ima^ 
ginaires. 


SX 


SUR  UN  NOUVEAU  GENRE  DE  CALCUL 


ANALOGUE  AD  CALCDL  INnNITÉSINAL. 


Oa  sait  que  le  calcul  différentiel  qui  a  tant  contribué  aux  progrès  dé  l'analyse  »  est 
fondé  sur  la  considération  des  coeiBcients  différentiels  ou  fonctions  dérivées.  Lorsqu'on 
attribue  à  une  variable  indépendante  x  un  accroissement  infiniment  petit  f  ,  une 
fonction  f{x)  de  cette  variable  reçoit  elle-même  en  général  un  accroissement  infini- 
ffleut  petit  dont  le  premier  terme  est  proportionnel  à  f  ,  et  le  coefl(icieut  fini  de  f 
dans  faccroissement  de  la  fonction  est  ce  qu*on  nomme  le  coefficient  différentiel.  Ce 
coeiBcient'  subsiste  »  quelque  soit  as  ,  et  ne  peut  s'évanouir  constanunent  que  dans  le 
cas  où  la  fonction  proposée  se  réduit  à  une  quantité  constante.  Il  n'en  est  pas  de  même 
d'un  autre  coefficient  dont  nous  allons  parler,  et  qui  est  généralement  nuU  excepté 
pour  des  valeurs  particulières  de  la  variable  0  •  Si  »  après  avoir  cherché  les  valeurs 
de  X  qui  rendent  la  fonction  f{so)  infinie,  on  ajoute  à  l'une  de  ces  valeurs,  dé- 
signée par  sr,  ,  la  quantité  infiniment  petite  f  ,  puis,  que  l'on  développe  /"(cr,  4*') 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  même  quantité,  les  premiers  termes  du  déve- 
loppement renfermeront  des  puissances  négatives  de    i  ,  et  l'un  d'eux  sera  le  produit 

de  -  par  un  coefficient  fini ,  que  nous  appellerons  le  résidu  de  la  fonction  y  (x)  re- 
latif à  la  valeur  particulière  «,  de  la  variable  x  •  Lea  résidus  de  cett«  espèce  se 
présentent  naturellement  dans  plusieurs  branches  de  l'analyse  algébrique  et  de  l'analyse 
infinitésimale.  Leur  considération  fournit  des  méthodes  simples  et  d'un  usage  facile ,  qui 
s'appliquent  à  un  grand  nombre  de  questions  diverses ,  et  des  formules  nouvelles  qui 
paraissent  mériter  Tattention  des  géomètres.  Ainsi ,  par  exemple ,  on  déduit  immédiate- 
ment du  calcul  des  résidus  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange ,  fa  décomposition 
des  fractions  rationnelles  dans  le  cas  des  racines  égales  ou  inégales,  des  formules  géné^ 
raies  propres  à  déterminer  les  valeurs  des  intégrales  définies ,  la  sommation  d'une  mul- 
titude de  séries  et  particulièrement  de  sérieS'  périodiques ,  l'intégaation  des  équations  li- 
néaires aux  différences  finies  ou  infiniment  petites  et  à  coefficients  constants,  avec  ou 
sans  dernier  terme  variable,  la  série  de  Lagrange  et  d'autres  séries  du  même  genre ^Is' 
résolution  des  équations  algébriques  ou  transcendantes»  etc.  ••• 


(»•)      . 

La  recherche  des  résidus  d'une  fonction  f(x)  s'effectue  d'ordinaire  avec  beaucoup 
de  facilité.  En  effet,  soit  toujours  x^  Tune  des  valeurs  de  x  qui  rendent  cette 
fonction  intfqie,  ç'Qg|t-|i-<lire  Pjipe  des  nÔDO^  .de  réqu^^qn 

1 

La* valeur  du  produit  (X'^Xi)f{x)  ,  correspondante  à  x=x,  ,  se  présentera  sous 
une  forme  indéterminée.  Mais  en  réalité  »  elle  sera  très-souvent  une  quantité  finie.  Adop- 
tons d'abord  cette  hypothèse ,  et  disons 

(a)  (»—»,)/{» )=f (a?)  . 

On  tirera  de  Féqnation  (s)  ' 

et  par  suite 

0    désigqant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Par  conséquent  le   résidu  de  la  fonction 
f[x)  ,    relatif  à  la  valeur     x=a;,  ,  sera  la  quantité  finie 

(5)  f(aîx)  , 
ou ,  en  d'autres  termes ,  la  valeur  du  produit 

(6)  «/(».+0 

correspondante  à  1=0.  îhËùs  le  cas  que  noos  venons  de  considérer ,  l'équation  (  1  ) 
est  censée  n'admettre  qu^une  seule  racine  égale  à    se,  . 

On  dit  que  l'équation  (1)  admet  m  racines  égales  à  œ.  ,  m  désignant  un  nombre 
entier  quelcQuqup ,  lorsque  le  produit  {x — a5,)"/(a5)  obtient,  pour  ar=»,  ,  une 
valeur  finie  différente  de  zéro.  ISoit ,  dans  cette  dernière  hypothèse , 

(7)  ix^X.)'^f{x)=:t{x)  . 

f  (  Xt  )    s^a  one  quantité  finie ,  é^  Ton  apra 


(8) 


•^^"'^^^I^' 


(  »?  ) 

puis  Ton  ea  conclara,  en  posant    âB=x<-4"^  « 

(9)  y(«i+t)= — -^ — 


-  ,-^U«0+,T:;— î 1 ^•Ti.a.3.,.(m.i)^"     i.a.5...in)    ' 

{  désignant  tonjoan  on  nombre  inférieur  h  l'ànité.  Donc  le  résida  de  la  fonction 
f(x)  ,  relatif  à  la  valeor    x=x,  ,  sera  la  quantité  finie 

OU ,  en  d'auirea  termes ,  ce  qae  devient  l'expression 

^    ^  i.a,5...(m.i)  rff-« 

loreqo'on  pose,  après  les  dilTérentiations ,    c  =0  . 

Pour  abréger  le  discours»  nous  appellerons  résidu  intégral  de  la  fonction  /{x)  la 
somme  des  résidus  de  cette  fonction  relatifs  aux  di?erses  racines  réelles  ou  imaginaires 
de  l'équation  (1)  ,  et  résidu  tniégral  pris  entre  deê  limites  données  la  somme  des  ré- 
sidus correspondants  à  des  racines  dans  lesquelles  les  parties  réelles  et  les  coeflicients 
de  |/rr  ne  devront  pas  dépasser  certaines  limites.  Vextractian  des  résidus  sera  Topé- 
ratioQ  par  laquelle  nous  les  déduirons  de  la  fonction  proposée.  Nous  indiquerons  cette 
extraction  à  l'aide  de  la  lettre  initiale    £      qui  sera  considérée  comme  une   nouvelle 

caractéristique,  et,  pour  exprimer  le  résidu  intégral  de  f{x)  ,  nous  placerons  la  lettre 
£  devant  la  fonction  entourée  de  doubles  parenthèses ,  ainsi  qu'il  suit 

Dans  la  notation  (19)  ,  les  doubles  parenthèses  ^  dont  nous  avons  précédemment  fait 
QMgepour  exprimer  les  valeurs  multiples  des  fonctions  [voyez  la  page  1],  serviront  à 
rappeler  la  multiplicité  des  valeurs  que  l'on  devra  en  général  attribuer  successivement, 
non  plus  h  la  fonction  donnée ,  mais  à  la  variable  elle-même.  Lorsque  la  fonction  f{  x) 
se  présentera  sous  la  forme. fractionnaire. 

5» 


(i3) 


et  que  nous  Yoadrons  iadiquer  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  racines  de  l'équation 


(»4) 

nous  écrirons 
(«5) 


F(*)=o, 


^((F{«)))' 


appliquaiit  aînti  les  doubles  parenthèses  à  la  seule  fonction    F  (»)  *  .    Au  contraire 
la  notation 


(16) 


Y{dff 


repréSisntera  la  somme  des  résidus  de  f{x)  ,  relatifs  aux  seules  racines  de  l'équation 


(>7) 


f(*) 


:=©.. 


De  même ,  si  l'on  suppose 

(18)  P(»ysï=>(«).x<«), 

les  deok  notations 


(>9) 


l 


f<«)    ' 


«»<*>)) X<«)  * 


l 


t(») 


t(«H(x(»)^ 


«iqpirimeroMjapNiBièr*,!» Manne  dM résidus  CMxMpondMito aux  racioM  ^{x)=o  , 
et  la  seconde,  la  somme  des  résidus  qui  correspondent  aux  racines  de  x(^)^^^  ' 
ensorte  qu'on  aqra  généralement 


(ao) 


L 


i{x) 


£(*) 


r        f(«)        .  r 

(( f (*) •  xC'^)  ))  ~  ^  ((?(«)  ))x(^)  "^ "^  f ('')  ((x(*)  ))  ' 


De  même  encore  »  si  l'on  suppose 


tai) 


f(a!)=:,ta5).xta!) 


«feMM*i 


*  Nous  «Tons  ki  profité,  pour  rendre  lef  DotRtionf  pla8lita{4«t>  de  quel^ui  obsvfUioBs  f|«  9oo>  oot  été 
ftlte^pllr  H.  Ostrogradiky. 


(i5) 
on  obtiendra  rëqoatioQ 

dans  laquelle  les  deux  termes  du  second  membre  représenteront ,  le  premier ,  la  somme 
des  résidus  de  fix)  ,  relatifs  aux  racines  de      .    .  =Oj    et  le  second  »  la  somme 


des  résidus  relatifs  aux  racmes  de  — r-r-  =  o  •  Si  l'on  ùii,  en  particulier,  x  (®)  =x— 'Sc. , 
la  seconde  des  notations  (19)  se  trouvera  réduite  à 


(•')  *^"P^f^(^T  ' 


•^■■MW 


et  représentera  le  résidu  partiel  rektif  k  une  seule  dos  racines  de  Téquation  (i).  I>e 
plas ,  comme  on  aura  dans  cette  hypothèse 

il  est  clair  que  le  résidu  correspondant  à  la  ▼alew  a;=a;,  pourra  ea9ore  être  exprimé 
par  la  notation 

"«  ■  .   -t^rS^' 

ce  que  Ton  pouvait  conclure  directement  des  conventions  adoptées.  Enfin»  si  nous 
voulons  indiquer  la  somme  des  résidus  de  f{x)  ,  relatifs  à  celles  des  racines  de  Té- 
quation  (1)  ,  dans  lesquelles  les  parties  réelles  demeurent  comprises  entre  deux  limites 
données  Xo  »  X  ,  et  les  coefficients  de  \/^  entre  deux  autres  limites  /«  >  Y  ,  nous 
emploierons  la  notation 

(«5)  l     /((x)). 

Xo      J^o 

Ainsi, par  exemple ,  si  Téquation  (1)  n'a  que  des  racines  imaginaires, 

00     00 

QD       O 


(»6) 
représentera  la  somme  des  résidas  relatifs  aux  racines  dans  lesquelles  le  coefficient  de 
*    V^    ^^^  positif. 

Ces  diverses  conventions  étani  admises,  on  aura  évidemment 

^    /  *^  (((«-«.)->)""  i.a.3...(m-ï)' 

a?,  désignant  une  valeur  particulière  de  x  ,  pour  laquelle  la  fonction  f(a?)  ou 
f  ^"'-')(a;)  conserve  une  valeur  finie.  On  trouvera  encore ,  si  l'équation  (i)  n'a  qu'une 
seule  racine  égale  h    Xi  , 

et ,  si  réquatioo  (i)  fournit    m    racines,  égales  à     x,  , 

^     '  *-'     ((«-«.))       1.1,3.. (m-i)  rfT^^^^  ' 

B    devant  être  réduit  à  zéro ,  lorsqu'on  aura  eflectué  les  différentiations.  Si  la  fonction 
f{x)    se  présente  sous  la  forme  fractionnaire      \  \  ,   et  que    x,     soit  une  racine  de 

l'équation     F(a;)  =  o  ,   on  aura 

« 

F(a!.  +  e)  =  ,F'(a;.  +  ei), 

9   désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Donc  alors  la  valeur  du  produit    «y  (iK> + *  )  > 
correspondante  à     «=^0  ,  sera 

f(x.) 
F'(«.)  ' 

et  la  formule  (2g)  donnera 


(  »7) 
Enfin ,  «i  Ton  nomme    a    une  quantité  comprise  entre  les  limites    a?»  >  X  »  et    b    une 
quantité  comprise  entre  les  limites    ^o  >  Y  ,  on  aura  généralement 

X     Y  a      T  X     Y 

(5»)  l     ((/(»)))  =  .    l     ((/(«)))+     l    ((/(«))). 

et 

(33)  <î:    ((/l«)))=    <r    '((/(«)))+   <r   ((/(«))). 

Pour  que  ces  dernières  formules  s'étendent  à  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire 
sur  les  valeurs  des  quantités  a  ,  b  ,  Xo  ,  X  9  jo  »  T^  »  il  suffis  de  conceToir  que ,  dans 
le  résidu  intégral  représenté  par  la  notation  (aS) ,  on  réduit  chaque  résidu  partiel  à 
la  moitié  de  sa  valeur ,  toutes  les  fois  qu'il  correspond  k  une  racine  dans  laquelle  la 
partie  réelle  coïncide  arec  une  des  limites  x^  ,  X  ,  ou  le  coefficient  de  \/7!  aTecTune 
des  limites  jo  ,  Y  ;  et  au  quart  de  cette  môme  valeur  »  toutes  les  fois  que  les  deux 
conditions  sont  remplies.  Gela  posé  »  si  l'équation  (  1  )  a  des  racines  réelles  et  des  racines 
imaginaires ,  la  notation  (96)  représentera  évidemment  la  demi-somme  des  résidus  re- 
((ktifs  au  racines  réelles ,  augmentée  de  la  somme  des  résidus  correspondants  aux  racines 
imajpnaires  dans  lesquelles  le  coefficient  de     i/TT   est  positif. 

Concevons  présentement  que  l'on  remplace  la  fonction  f{x)    par  la  somme  Je 
plusieurs  fonctions    9{x)  ,  x{^)  9  etc..  On  établira  sans  difficulté  les  formules 

(54)      l  ((  9  (aj)+x(^) +••))=  <î^((î(a^)))+     L  ((X(a5)))  +  etc., 


I 

On  trooTcra  de  même 

etc..» 

Soit  de  plus  /{x^z)    une  fonction  des  deux  variables  indépendantes    x^z  ;  et  sup^ 
posons  que  l'équation 


(57)  Tcàr^**" 

résolue  par  rapport  k    x  ,  foiifnUse  des  racines  iddépendantes  de  ia  variable    z  .  Si 

Ton  désigne  par  Xt  Tune  de  ces  racines  »  il  est  clair  que  te  résidu  de  la  fonction  dé- 
rivée 

dfjx.z)    ^ 
dx 

correspondant  à  a9=a:s  ,  ne  différera  pas  de  la  dérivée  relative  h  z  Atx  résidu  de 
la  fonction.  /*(«»$)  •  Car  cas  deux  quantités  se  réduiront  l'une  et  l'autre  au  coeffi- 
cient du  rapport 


É         • 


dant  le  développement  de  l'eipression 

suivant  las  puissances  ascendantes  des  accroissements    s  »  «\  Cette  remarque  pouvant 
s'étendre  aux  diverses  racines  de  l'équation  (57) ,  que  l'on  suppose  indépendantes  do  la 
'    variable    2;  ,  on  en  conclura 


(S,)  l  {{Mm.))  =  iM^ 


SoU  maintenant 


(59)     ^  /(«.«)=    /¥{x,z)dz, 

U    *o 

z.    désignant  une  valeur  particulière  de    z  .  On  aura,  par  suite  » 

(40)  Mflil=F(x,.). 

puis ,  en  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  (58)  à  partir  de-    s  =  2.  »  on  trouvera 


,(  »9  ) 
On  élaUirait  pareitlemepi  les  formules 


(4a) 


=X{(^))- 


et 


(45) 


/l  ((F(«,0))rf.=     ^    (f   A(x,s)d.)), 


les  deux  intégrales  relatives  as    étant  prises  entre  les  mêmes  limita.  Il  résulte  évi- 
demment de  ces  diverses  fi>rmales  qne  Yfin  peut  diffireacier  et  ini^;Mr  sons  le  signe  C, 


aussi  bien  que  sous  le  signe     P , 
Si,  dans  la  formule  (9),  on  remplace  i  par  s>^a?i  >.  et   ■      ■   '^  par   '^  {x)  , 


on  trouvera 


w^)  ^<*)=?S 


La  fonction     4(^)  >    compriM  dans  celte  dernière  formule  >  acquerra  généralement' 
poor    x=«,  ,  une  valeur  finie,  savoir 

(45)  f '(g.) 


De  plus  «  on  tirera  de  Téquation  (a8),  ep  7  remplaçant   m   par  m  +  i  ,  et  la  lettre  k 
par  b  lettre    z  » 

^^  ^  1.  a.5..ift  ~  ^{(  (r-jj,)--^'  )) 

Cela  posé  »  on  aura 


(   «0) 

r/   ^        f(''')      .    ■       f'(«-)       I      '       ^'(^')      .  I  1  r-"(^.) 

^^7;      (a;-af,)"  "'"  1   (»-»,)■•'"'' 1. a  («-»,)■■•"''***■''"  i.a.3... (m- 1)      «-«. 

r f(») (<r-a!.)'*-(g-a;,)'' 

_  f  f(») 1  r        («-».)-f(>) 


D'ailleurs  la  notation 


p        (t-x,)'{(t)       _r      («-a?.)f(») 


)) 

représente  le  résidu  de  la  fonction 

f(*) 

relatif  à    z=Xi  ;   et,  comme  ce  résida  est  évidemment  nai»  attendu  que  ia  fonction 
(48)  conserve  pour    x=x,    une  valeur  finie ,  savoir , 

f(«.) 
nous  pouvons  conclure  que  l'on  a  généralement 

f(^.)       I    r(x.)     '    1     t'(x,)      ■  »        f "■"  (^. ) 

(«-«,)■    '    I  (»-«,)■-'        »-a  («-»!)■•*       "•"f  i.a.5...(m-i)      «-«. 

—  r        ^(') 

-  <^  (*-.)((  (*-ir.)- ))  • 

On  peut  vérifier  directement  l'équation  (49)  >  en  observant  que  le  second  membre  de  cette 
équation  représente  la  valeur  de  Texpression 


(5o) 


{^) 


.i.s.3...(m-i)  dz 


(  "  ) 

correspondante  à    s  =»<  •    Comme  on  a  d'autre  part 
le  second  membre  de  l'équation  (49)  pourra  être  réduit  à 


on  même  à 


Ptr  suite ,  l'équation  (44)  donnera 


(5.)  /(«)-<r -li:fimil.=.+(a,) . 

U  résulte  de  cette  dernière  que,  pour  déduire  dç  la  fonction  y*(as)  ,  qui  devient 
infinie  lorsqu'on  suppose  x:=Xt  ,  une  autre  fonction  qui  conserve ,  dans  la  même 
hypothèse,  une  valeur  finie,  il  suffit  de  retrancher  de  f{x)  une  somme  de  fractions 
rationnelles  équivalente  è  l'expression 


(52)  l 


(2-a?t)/(2) 


ç'esl-à-dire ,  le  résidu  de  la  fonction 

relatif  à     2  =  a;. . 

Concevons  maintenant  que  l'on  veuille  déduire  de  la  fonction  f{x)  une  autre 
foDction  qiii  ne  devienne  jamais  infinie  pour  aucune  dos  valeurs  particulières  ca=îx,  , 
x=:x^  ,  etc.  u  suffira  évidemment  de  retrancher  de  /{x)  la  sopmie  des  résidus  de 
ia  fonction  (53)  correspondants  aux  valeurs  9=2b,  ,  2=:2b,...  ,  c'est-à-dire  le  résidu 
intégral  représenté  par  la  notation 

(54)  iMlûl. 

Donc,  si  Ton  pose 

(55)  /(a,)-<î:MM«,(x). 


(«) 

la  fonction  «(x)  con^enrera une Taleur £nie  pour  â)T=a9i  «  fls=fl9^  «  elc«..»etpar 
conséquent  pour  tontes  les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  de  la  Yariable     x  . 

Dans  le  cas  partiedmr  oii  /*(  s  )  Àéngne  une  fraction  rationnelle  ,  *  (  ^  )  ne 
peut  être  qu'une  fraction  de  même  espèce  ,  dont  le  dénominateur  ne  doit  jamai» 
s*évanonir ,  et  par  conséquent  une  Ihiction  dont  le  dénominateur  est  constant ,  ou  en 
d'autres  termes ,  une  fonction  entière  de    x  .    Cela  posé ,  soit 

i(x)  et  F  (ce)  désignant  deux  fonctions  entières»  Si  le  degré  de  la  seconde  sur- 
passe le  degré  de  la  première  »  la  fonction  f{x)  s'épanouira  pour  des  valeurs  infinies 
do  a;  ,  et  Ton  pourra  en  dire  autant  des  deux  membres  de  Téquation  (55)  »  d'où 
Ton  conclura  que  la  fonction  entière  «  (  x)  se  réduit  k  zéro.  On  aura  donc  »  dans  cette 
&7pothèse , 

La  formule  ($7)  fournit  le  moyen  de  décomposer  dans  tous  les  cas  possibles  la  fraction 
rationnelle   f{x)    en  fractions  simples. 

Concevons  >  pour  fixer  les  idées ^  que  Ton  veuille  décomposer  en  fractions  simples  la 

fraction  rationnelle 

1 

(x-i)*(a5+i) 
On  tirera  de  la  formule  (57) 


*  » 


» r  I  __  r  I        


(«-0.(«4-0(((^-«)'))* 


D'aUletm ,  si  Vnm  dé>i^  par    f    uae  quantité  tnfiaioMiit  petite ,  ea  aura ,  eo  vertu  de» 
formule*  {i^)  et  (3o) ,  ' 

L 


(^-i)(^.i)«((i4-i))         S^x^x 
et 


r 1 (a+i)(jp-i-g) 1  I         .        I 


+ 


(a;-z)(2-j-0((  (^"0*))  *     ^'  (a+f)»  a?-i-f        a4.«  (^i-f) 

111  I 

+  r 


4  «-1        a  («-!)• 


(t5) 
Oo  troofwa  iom 


Il      .1       i 


ce  <iai  est  exact. 
Si» dans  la  formule  (S;)  ^  on  remplace   f{x)    par    -j—^  ,  et  si  Ton  suppose 

m  étant  an  nombre  entier  qoelcon^e,  on  trouvera 

a 

(60       ÎM =/ f(0  ' 

r 

etpirsaile 

Cette  dernière  équation  eat  la  formule  d'mterpolatîon  de  Lagrange. 

Si,  après  «Toir  multiplié  par  «  lea  deux  nwmbras  de  l'équation  («7) ,  on  attribue 
ilafariable  s  une  valeur  infinie ,  et  ai  l'on  déaigM  p«r  g  Ja  wleur  «eweapondante 
du  produit    xf{x)  ,  on  obtiendra  successivement  les  deu:(  formules 


X 

1-    - 


el 

« 

Si  la  quantité    g    s'évanouit ,  on  aura  simplement 
t«^)  X  ((/(*)  ))  =  o. 

Celle  dernière  formule  subsiste  toutes  les  fois  que ,  dans  la  fraction  rationnelle  désigné* 
P>r  f{x)  ,  la  différence  entre  le  degré  du  dénominateur  et  celui  du  numérateur  de- 


(  *4  ) 

vient  supérieure  k  l'unilé.  Elle  coïncide  aTec-une  équatinn  établie  dans  le  Journal  de 
rÉcoIe  polytechniqoe  [voyez  la  page  5oo  du  18.*  cahier].  Si  l'on  y  remplace   y*(x) 

par     :i-L-i.  ,   elle  subsistera^  dans  le  cas  même  où  la  différence  ci-dessus  mentionnée 

se  réduirait  à  Tunité.  On  aura  donc  alors 

et  l'on  se  trouvera  ainsi  ramené  k  Téquation  (57). 
Si,  dans  les  formules  (63)  et  (64)  »  on  pose 


f{^)  = 


a'' 


(â;-â;i)  (â;-^;, ) ...  («-âPn) 


on  en  conclura  que  la  somme 


n  />•  n  /«>    n 


est  équivalente  k  zéro,  lorsqu'on  a     n<m-i   ,    et  k  l'unité  lorsqu'on  a     n  =  m-i  ; 
ce  que  l'on  savait  déjk. 

Les  équations  (57) ,  (63)  et  (64)  >  que  nous. avons  établies,  en  supposant  la  fonction 
flx)     réduite  k  une  fraction  rationnelle,  subsistent  encore  dans  beaucoup  d'autres 
hypothèses.  C'est  ce  que  nous  ferons  voir  dans  de  nouveaux  articles ,  dans  lesquels  nous 
exposerons  successivement  les  principales' applicatioos  du  calcul  des  résidus. 


^W» 


SUR  LES  FORMULES 

DE  TAYLOR  ET  DE  MACLAURIN. 


Oq  prouve  facilement  que ,  dans  le  cas  où  la  fraction 


(t) 


^(A) 


b'évanouîi  pour     A  =  o  ,  l'on  a 

^  désignant  un  nombre  inconnu  «  mais  tnfôrieur  à  l'unité  (*).  Or,  l'équation  (2),  h 
Taide  de  laquelle  on  peut  établir  directement  la  théorie  des  maxima  ou  tntnima  et 

fixer  les  valeurs  des  fractions  qui  se  présentent  sous  la  forme  -  »  conduit  aussi  très- 
simplement  à  la  série  de  Taylor  et  à  la  détermination  du  reste  qui  doit  compléter  cette 
^érîp.   En  effet»  on  tirera  successivement  de  l'équation   (s) , 

!.•  en  posant     <^(^)  =y(a;-f-A) — f{x)  ,  et     n=i  , 

1  ^ 

puis  ,  en  posant   y'(x+A):^y*'(a5)-f-£^,  , 

«1=  '     ^  ■       '  f 

h 

a.«  en  posant    /(A)=/(a;4-A)— /(as)— A/'(aj)  ,  «t    d  =  *  , 
(4)  /(x  +  A)-/(»)_A/'(»)=  Jl/'(x  +  9A)  ; 

A  •  3 

puis  ,  en  posant    f''{x  +  Bh)=/'{x)'^U»  , 

h* 


,  f{x^l^)-f{x)-hf'{m)-.rTf'{<^) 


i.a 


ir.= 


(*)  Voyez  »  dtni  le  Bétumé  dn  Utom»  donnéêê  à  i' École  t^alê  pofyiêehni^uê  êur  le  calcul  infiniiiêimal  ^  la  for- 
mule (7)  de  l'addition ,  page  i64«  Cette  formiile  comprend ,  comme  cas  particnlier ,  l'équation  (a). 

5 


(«G) 
3.»  en  posant  ^{h)=,f{xr^k)-,-f{v)^h/'{x)~  X^f^cg)  ,  et  n  =  3  , 

(5)  /(»4.A)-/(^)^>/'(«)_  Jil./'(a,)=:.^^'"^a,^Oft)    , 

puis ,  en  posant   f"'\x  +  0  A )  =/'"  (  a?)  +  ^j  , 

,.2.3    ^'  = A3 

En  continuant  de  la  même  manière ,  et  obaeryant  que  les  quantités 

//.  ,  -^H,  ,— i^  iïj  ,  etc 

i.a  i.a.  5 


s'évanonissenl  toutes  avec     h  ,    on  établira  généralement  l'équation 

(6)  /(*+A)-/(^)-A/'(*)--^/'(^)- -7TT^/'""(*)=7^/'"  C^+e'^)  ' 

■  •a  li9.a...  (0-1)  1.3,.. Q 

OU 

1  1.3  1 .3.U...  ^n-ly  l.S..,ll 

Si  Ton  y  remplace    x    par    o  ,    et    A    par    a;  ,    on  trouvera 

(8)  /(.)=/(o)+f /'(o)4-^/«(o)4-...+^:;£;s:;5/'"-^^      r£7'/'"'C«-)  • 

Il  suit  de  la  formule   (7)  (^e  la  fonction    jf(^-4*'^)     P^^^  ^^>*c  considérée. comme 
composée  d'une  fonction  entière  de     A  ,  savoir , 


n-i 


(9)  /(«»)  + V(«)4--^/»+...-t--    •/  .    .,/'-"(») . 

1  i«  a.  i.a.j...  (^0-1  j 

et  d'un  reste,  savoir, 
(10)  .  X    i,^f'^^-^<^li)   ' 

1  •  ^*  \J»  •  •  Il 

Lorsque  ce  reste  4eYifiJlt  infioiaent  petit  pour  des  valeurs  infiniment  gjrandes  du  nombre  n 
ou  peut  affirmer  que  la  série 

1  •  3 


•f  > 


(  «7  ) 
est  conTcrgeole ,  et  quelle  a  pour  sOnime    Six-^h)  .  Donc  alors  on  peut  ccrin-  IV' 
(juation 

(..)  f{x+h.)=f{x)  +  ^f'{a:)+-^f'{a>)+^lc....   .      - 

qui  est  précnifitent  la  formule  de  Taylor.  De  même,  si  le  reste 

<'''  ..Js'....,-^"'"'' 

demat  infiiMinent  petit  pour  des  raieun  iafiniet  de    n  .  l'équatioD  (8)  'entraînera  la 
tuivaDle 


(■« 


/(»)=/(0)  +  ^/'(<,)  +  ^/'(0)+«C.. 


qui  «t  précisément  la  formule  de  Haclauriu. 

11  est  souvent  utile  de  substituer  aux  expressions  (lo)  et  (lô)  d'autres  expressions 
éqaiTsleotes.  On  peut  j  parvenir  comme  tl  suit. 

D^iguoDs  pur  f  (s)  ce  que  devient  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  quand  on 
V  remplace  h  par  k — s  et  ai  pftr  x-^-z  ,  ou,  en  d'autres  termes,  le  reste 
qu'on  obtient  quand  on  développe  y(x+^)  suivant  les  puissances  ascendantes  et 
entrères  de  A  —  £  ,  et  que  l'on  s'arrête  i  la  puissance  du  degré  n — i  ;  en  sorte 
qu'on  ait 

(,i)  /■(.»-i-/i)=/(»+.)+±^/'(.+,)+,..+-J^-iir|_j/.-»(»+,)+,(=). 

•  (o)    repr^seatara  la  valear  commune  de  ohacon  des  membres  de  l'équation  (6).  De 
plui ,  en  dilTérenciant  par  rapport  Ii     s    la  formule  (  i  S) .  on  trouvera 

et  l'on  en  conclura 

DU,  parce  que     f  (A)     se  réduit  évidemment  à  xéro  , 


(,«1 


»(«)= 


1.3...  (K-l) 


*/»'(«+«/.) . 


Uvaluur  précédente  tic    9(0)     n'eit  aalra  choie  que  le  reste  dti  [a  série  de  Tajrlor, 


(  a8  ) 
présenté  sous  une  nouvelle  forme.  Si,  dans  ce  reste,  on  remplace    x    par    o  ,  et      h 
par    X  ,  on  obtiendra  le  reste  de  la  série  de  Maclaurin  sous  la  forme  suivante  : 

Il  suiBt ,  dans  plusieurs  cas ,  de  substituer  ce  dernier  produit  à  l'expression  (  1 3) ,  pour 
établir  la  formule  (i4)*  Supposons ,  par  exemple , 

(20)  /(^)  =  (i+a5)^ 

fA     désignant  une  constante  réeUe.  Les  expressions^  (i3)  et  (19^)  deviendront  respecti- 
vement 

(2.)  M(X-0...((.-H  +  .)^.^,^g^^^-. 

^     '  i.'2.3...a  ^  ' 

et 

(2.)  ^(p-.)...(f.-n  +  i)^    .^_g     .  ,„ 

^  1.  a.3...(n-j)  ^  /       V      I        / 

Gela  posé,  on  prouvera  facilement,  1.^  à  Taide  de  Texpression  (si),  que  Téquationc 
(23)  (,  4.aî)f*=i4-i^aî4-iîii^a3'  +  etc.... 

subsiste  quand  la  valeur  numérique  du  rapport 

(^4) 


i-\^9x 


est  inférieure  à  l'unité;  2^.*  à  l'aide  de  Texpression  (ss)  ,  que  l'équatiofi  («3)  subsiste 
quand  le  produit 


(25)  X 


1+^^ 


est  compris  entre  les  limites  — 1  et  1.  Par  suite,  il  suffira  d'employer  l'expression 
(21)  pour  établir  la  formule  (23)  entre  les  limites  x==:o',  x=:i  .  Mais  il  faudra 
recourir  à  l'expression  (22) ,  si  l'on  veut  étendre  la  même  formule  à  toutes  les  valeurs 
do    X    comprises  entre  les  limites    x=— 1  ,  aî=+i  . 


u.  -    . 


SUR  LA  RÉSULTANTE 

ET  LES   PROJECTIONS  DE  PLUSIEURS  FORCES 

APPUQUÉES  A  UN  SEUL  POINT. 


Si  Ton  suppose  h  l'ordinaire  ano  force  représentée  par  une  longuenr  porlée  à  partir 
de  son  point  d'application  sur  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit ,  la  résultante  B  de 
deax forces  P,Q  simultanément  appliquées  à  un  point  matériel  [A)  ,  sera  repré 
senlée  en  grandeur  et  en  ^direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 
ces  deux  forces.  Celte  proposition  à  déjà  été  démontrée  de  plusieurs  manières.  Mais , 
parmi  les  démonstrations  qu'on  en  a  données ,  les  unes  exigent  que  l'on  considère  de 
nonfeaux  points  matériels  liés  au  point  {A)  par  des  droites  rigides  et  invariables. 
D'autres  sont  fondées  sur  l'emploi  du  calcul  différentiel  ou  des  fonctions  dérivées.  D'autres 
enfin  sont  déduites»  des  relations  qui  existent  entre  les  cosinus  de  certains  angles.  Je  vais 
ici  démontrer  la  même  proposition  ,  sans  recourir  à  ces  considérations  diverses;  et»  pour 
y  parvenir,  j'établirai  successivement  plusieurs  lemmes  que  l'on  peut  énoncer  comme 
il  suit 

Lemme  i.**  iSî  Con  désigne  par  B  la  réaultanU  des  deux  forces  P,Q  simulta- 
némtiU  appliquées  au  point  {A)  ,  et  par  x  un  nombre  quelconque ,  la  résultante 
de  deltas  forces  égales  aux  produits  Px  ,  Qx  ,  et  dirigées  suivant  les  mêmes  droites 
que  Us  forces  P,Qt  sera  représentée  par  le  produit  Bx  ,  et  dirigée  suivant  la 
Biénu  droite  quêta  force    B  • 

Démonstration.  Soit  d'abord  x^=^  —  ,  m  et  n  désignant  deux  nombres  entiers 
quelconques.  On  aura 

n  n 

P 

D*aiilenrs  on  pourra  considérer  la  composante    P  ,  ou     m  —  ,  comme   produite  par 

p  Q 

Taddition  de  plusieurs  forces  égales  à  —  ,  et  la  composante     ^  ,  ou    m —   ,   comme 

Q 
produite  par  l'addition  d'autant  de  forces  égales  à  — .  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  la 


(So  ) 

résultante  des  forces    PrQ    at  la  néMiIlnUe  du»  forces     Px^Qjr    seront  produites  Fune 

P  n 

et  l'autre  par  l'addition  de  plusieurs  forces  égales  à  la  résultante  de   —    et  de    ^  .      De 

•  *  "  n  n 

plus,  il  est  clair  que  Je«  deAXK  pr eiyiièp^s  ré^uUanlea  seroot  k  la  deraiàr&comoie  les  nomlires 
m  et  n  sont  à  l'unité.  Donc  la  seconde  résultante  sera  équivalente  h  la  première  multi- 
pliée par  le  rapport  —  =cc  «  c'est-à-dire  au  produii     Bx. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  nombre     x    soit  irrationnel.  Alors  on  pourra  faire 
varier  les  nombres  entiers    m  et  n     de  matitère  que  la  fraction   —    converge   vers    In 


limite    x  ;  el  il  est  clair  que  dans  ce  cas  la  résultante  des  forces  ,  — ^  »  toujours 

n  n 

T/lR 

dirigée  suivant  U  même  droite ,  et  toujours  égaie  à  »    tendra  de  pkjs  en  plus  à  se 

confondre ,  en  grandeur  et  en  direction ,  avec  la  résultante  des  forces     Px ,  Qx  .    Donc 
cette  dernière  résultante  sera  dirigée  suivant  la  même  droite  que  la  force    j?  ,  et  elle 

m  Jt 
aura  pour  mesure  la  limite  du  produit ,  c'est-à-dire  le  produit     Ux* 

Corollaire,  Si  l'on  désigne  par  la  notation  (P,Ç)  Tangle  compris  entre  les  direc- 
tions des  deux  forces  P  et  Ç  ,  (P,  /f  )  ,  (Ç,  fl)  seront  les  angles  compris  eûtre  le^ 
directions  des  composantes     P *Q    et  de  leur  résultante     J?.    Celé  poséb,  si  Ton  lait 

P  O 

successivement     Bx  =  P  ,  Rx  =  Q  ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même   a5=  — ,  a;= -rr- , 

on  conclura  du  lemme  précédente  i.""  que  la  force     P     peut  être  remplacée  par  deux 


composantes  —  et  -^— >  qui  forment  avec  elle  des  angles  égaux  à  {P^R)  et  à  {Q,H), 

n»       PQ 
2.**  que  la  force     Q    peut  être  remplacée  par  deux  composantes  -—  et  *-^  »  qnifenneni 

avec  elle  les  angles     (Ç,  Jî)  et  (  r , /î)  . 

Lemme  2.  La  résultante  B  de  deux  forces  P,  Q  qui  se  coupent  à  angles  droits  » 
est  représentée  en  grandeur  par  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les  deux  compo- 
santes ,  ensorte  qu'on  a 

(0  R^z=.P-  +  Q- 

Démonstration,  Concevons  c|ue  l'on  remplace  la  force     P    par  les  deux  composantes 

P»         PQ 

ci-dessus  mentionnées  ,  c'est-à-dire  par  deux  forces   -^   et  — —  ,  qui  forment  avec  elle 

le»  angles     [P ,  R\  et  (Ç,/?).    Concevons  de  même  que  l'on  remplace  la  force  Q  par 


(3i  ) 

O*         PO  ^^"^  -^^^ 

deux  composantes   —   el  -jp  ,  qui  forment  avec  elle  les  angles     {Q»H)   et  (P,/î). 

Oo  pourra  supposer  que  les  forces  -r-  ,   -^  seront  dirigées  suivant  la  nién)e  droite  que 

PQ 
la  résultante     R  ,  et  alors  les  deux  forces  équivalentes  à  — -—  formeront  chacune  avec 
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U  direction  de     R     un  angle  égal  h     {P  ^Q).    Donc  elles  formeront  entre  elles  un  angle 

fgal  au  double  de     {P,Q).  Donc ,  puisque  Tanglo     (P ,Q)     aX  dr pîi par hy pqthèsc . 

PO 

b forces  équivalentes  h   —^  seront  égales,  mais  directement  opposées.    Par  consé- 

JP'       O^ 
qaeoi  elles  se  feront  équilibre ,  et  les  ibrces   -h"  •  ^  >  dirigées  suivant'  la  mémo  droite, 

R        R 

pourront  remplacer  h  elles  seules  les  Ibrces     P,  Ç,     ou  leur  résultante     R.     On  aura 

dooc  l'ëquatico  x 

de  laquelle  on  déduit  immédiatement  la  formule  (i). 
Cette  démonstration  est  due  à  l'auteur  de  la  mécanique  céleste- 

Lemme  3»  f^a  résulta^U  R  de  deux  forec^  P ,  Q  qui  $e  eoupcfU  à  angles  droits 
eit  repréëentée,  nan^sçulsmsnt  en  grandeur,  ainsi  qu'on  Ca  prouvé  ci-dessus»  mais 
tneart  e»  direction  par  la  diagonale  du  reatangU  consiruil  sur  Us  dewB  composâmes* 

Démonstration*  Cette  proposition  est  évidente ,  dans  le  cas  où  les  forces     P*Q    sont 

égales  entre  elles«  Alors  \%  résultante    R     doit  nécessairement  ditisor  l'angle     {P»Q) 
en  deux  parties  égale* ,  et  l'on  a ,  en-  vertu  du  lemme  %»     fi*  =  aP»,ouiî  =  P  |/T  . 

N  est  encore  facile  do  démontrer  le  lemine  3 ,  d;ms  le  cas  où  l'on  suppose  Q*:=P* , 
ou  Q-=iP^'^.  En  effet ,  considérons  trois  forces  égales  à  P  ,  dirigées  mvant  trois 
droites  qui  «oieBt  perpendiculaires  l'une  ft  Tautro.  Ces  trois  forces  seront  représentées 
par  trois  arêtes  d'un  cube  qui  aSoutiront  à  un  même  sommet.  De  plus,  la  résultante 
de  deux  de  ces  forces  étant  égale  k  P  ^^  ,  et  dirigée  suivant  la  diagonale  d'une  .des 
faces  du  cube ,  la  résultante  R  des  trois  forces  sera  nécessairement  comprise  dans 
loQl  plan  qui  renfermera  Tune  dos  forces  P  et  la  diagonale  du  carré  CQnstruit  sur  lef 
deox  autres.  Or ,  il  existe  trois  plans  de  cette  espèce ,  et  ces  trois  plans  se  coupent 
suivant  la  diagonale  du  cube.  Donc  la  résultante  des  trois  forces  P  ,  ou ,  ce  qui  rc* 
vient  au  même,  la  ré^nUftate  des  forces  P  et  Pf/T  tpii  se  coupent  à  angles  droiU , 
!^era  dirigée  suixant  la  diagonale,  du  cube.  Laquelle  est  en  même  temps  la  diagonale  du 
rectangle  construit  sur  les  (ei»cea    P  et  P  (/T  • 

On  prouverait  absolument  de  le  même  manière  que,  si  l'on  désigne  par  m  un  nombre 


(5«  ) 
entier ,  et  si  Ton  suppose  le  lemme  5  démontré  dans  le  cas  ou  l'on  a     Q  =  P  \/m  »  la 
résultante  de  trois  forces  respectirement  équivalentes  à 

P,     P.      Px/m 

et  représentées  par  trois  droites  perpendiculaires  entro  elles ,  sera  dirigée  suivant  la  dia- 
gonale du  parallélipipède  rectangle  qui  aura  pour  côtés  ces  mêmes  droites.  On  en  con- 
clut que ,  dans  Thypothèse  admise ,  le  lemme  3  subsistera  encore  si  Ton  prend  pour  Q 
la  résultante  des  forces  P  et  P\/^  ,  c'est-à-dire  si  l'on  fait  Q=:^P\/m+ï.  D'ailleurs 
le  lemme  5  est  évident»  quand  on  a  Q=P  ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  f>i  =  i  . 
Donc  ce  lemme  subsistera  encore  ,  si  Ton  prend  Q  =  P y/i-f-i  =  P  v^ *  »  ®" 
Ç=  P  ^iTfTisrP  j/3",  etc.. . .  »  ou  en  général  Q  =  P  \/7^  ,  m  étant  un  nombre 
entier  quelconque. 

Concevons  à  présent  que  m  et  n  désignant  deux  nombres  entiers  »  on  construise 
un  parallélipipède  rectangle  qui  ait  pour  côtés  trois  droites  propres  à  représenter  les 
trois  forces 

P.      P\/m,      PV/T. 

La  résultante  de  ces  trois  forces  sera  évidemment  comprise ,  i.^  dans  le  plan  qui  renferme 
la  force  P\/T  et  la  diagonale  P^/m  +  i  du  rectangle  construit  sur  les  forces  P,P\/m  ,- 
a."  dans  le  plan  qui  renferme  la  force  P  \/m  et  la  diagonale  P  ^/n-f-»  d"  rectangle 
construit  sur  les  forces  P,  P\/H .  Donc  celte  résultante  sera  dirigée  suivant  la  dia- 
gonale du  parallélipipède;  et  le  plan,  qui  renferme  la  même  résultante  avec  la  force  P, 
coupera  le  plan  des  deux  forces  P^m  ^  P\/'n  suivant  la  diagonale  du  rectangle  construit 
sur  ces  deux  forces.  Donc  la  résultante  des  forces  P  \/7n  ,  P  v/T  i  qui  doit  être  évi- 
demment comprise  dans  le  plan  dont  il  s'agit»  sera  dirigée  suivant  cette  dernière  dia- 
gonale. Donc  le  lemme  5  subsistera»  quand  on  remplpcera  les  forces  P  et  Q  par  deux 
forces  égales  à  P  ^m  ,  P  \/li  »  c'est-à-dire  par  deux  forces  dont  les  carrés  soient 
entre  eux  dans  le  rapport  de    m  h  n.    Donc  le  lemme  3  subsistera  encore  entre  les 

forces     PetÇ,    si  l'on  suppose  57= —  »     ou  Q=:Py    ^  . 

m 

Soit  maintenant     Q=iPx  ,  x  désignant  un  nombre  quelconque.  On  pourra  faire 

varier  les  nombres  entiers     m  et  n     de  manière  que  le  rapport  —  converge  vers  la  li- 

n  

uiile  x^,  et  il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  la  résultante  des  fcnrces  P  et  P  r  ^  »  di- 
rigées suivant  deux  droites  perpendiculaireè  l'une  à  l'autre»  tendra  de  plus  en  plus  à  se 
confondre ,  en  grandeur  et  on  direction  «  d'une  part  avec  la  résultante  des  forces  P,  Px, 
et  d'autre  part  avec  la  diagonale  du  rectangle  construit  «ur  ces  deux  forces.  Donc  la 
résultante. des  forces    P,  Px    sera  représentée  par  la  diagoaale  dont  il  s'agit. 


(33)  

Corallatte  i  .'^  Si  la  force  B  est  feprésenlée  par  la  longueur  AB  portée  à  partir 
de  son  point  d'application  {A)  sur  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit ,  et  si  Ton  mène 
par  le  point  {A)  deux  axes  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  »  on  pourra  substituer  à  la 
force    B    les  deux  forces  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les  projections 

de  la  droite     A  B    sur  les  deux  axes* 

Corollaire  s.   Coocevoiis  maintenant  que  »  deux  forces    P,  Q    étant  appliquées  à  un 

même  point  {A)  ,  tt  représentées  par  deux  droites  AB ,  AC  qui  forment  entre 
elles  un  angle  quelconque ,  on  trace  dans  le  plan  de  ces  deux. forces  deux  axes  dont  l'un 
coïncide  avec  la  diagonale  du  parallélogramme  auquel  elles  servent  de  côtés ,  et  dont 
Tautre  soit  perpendiculaire  à  celte  diagonale.  On  pourra  substituer  aux  deux  forces  P,  Q 
les  quatre   forces  représentées  en  grandeur  et  «en   direction  par  les  projections  des 

droites  A  B ,  AC  sur  les  deux  axes.  Or,  de  ces  quatre  forces»  deux  étant  directe- 
ment opposées,  se  feront  équilibre.  Les  deux  autres  «  dirigées  suivant  la  diagonale  du 
parallélogramme ,  s'ajouteront  et  donneront  pour  somme  une  force  représentée  en  gran- 
deur et  en  direction  par  cette  même  diagonale.   On  peut  donc  énoncer  la  proposition 

suivante  : 

1.**  TH&oakiiB.  La  résultante  B  de  deux  forces  P^Q  simultanément  appliquées 
à  un  point  matériel  (/4)>  et  dirigées  fCune  manière  qufilconquep  est  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  par  la  diagonaU  du  parallélogramme  construit  sur  ces  deux 

forces. 

Corollaire  i."  Comme  la  diagonale  B  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux 
forces  P,  Q  est  en  môme  temps  le  troisième  côté  du  triangle  que  l'on  forme  en  me- 
nant par  Texirémité  de  la  première  force  une  droite  égale  et  parallèle  à  la  seconde ,  et 

que  l'angle  opposé  dans  ce  triangle  au  côté  B  est  le  supplément  de  l'angle  {P$Q)  p 
on  a  nécessairement  r en  vertu  d'une  formule  connue  de  trigonométrie. 


(2)  i?'=P'+Ç'  +  «POcos(P,<?) . 

Corollaire  s.  Dans  le  cas  où  les  forces  P,{^  doTiennent  égales  entre  elles  »  leur 
résultante  B  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  losange 
coostroit  sur  ces  mêmes  forces.  Alors  la  formule  (2)  se  réduit  à 

(5)  B^  =  ^P'  {i4-cos(P,"5)j- 


De  phis ,  si  l'on  suppose    ^P,B)=^9  ,  on  trouvera  dans  le  cas  présent     (  P ,  Q  )  =  a  9  , 
et,  comme  on  a  généralement 

(4)  cos-î9  =  acos*ô  — 1  , 


.(  54) 
réi|ualion  (3)  donnera  .  H  =  3Ptoa9  ,  ou,  c&qui  reviAnl  au  même 

(5)  R=iPcos{K^{)  ■ 

On  peut  ail  reste  s'assurer  directement  que  le  second  membre  de  la  formule  (5)   repré- 
sente ia  diagonale  du  losange  construit  sur  deu\  forces  égales  h     P . 

li  est  facile  de  démontrer  le  tfaéocème  i.*',  poar  le  tas  où-tes  fbrces  P,Q  ont  entre 
elles  un  rapport  quelconque ,  quand  une  fois  on  a  établi  ce  théorènie  pour  le  cas  où  l'on 
a  .Qzz=:P  ,  c'Q$i-à;4îrc  quand  on  a  établi  la  formule  (&).  Or,  on  peut  donner  de  cette 
fonnule  une  démonstr/ition  directe ,  qui  se  déduit  à  la  vérité  de  Téquation  (4)  »  mais  qui 
parait  uivriler  d'être  remarquée.  Je  vais  l'exposer  en  peu  de  mots. 

Admeitonsque  In  formule  (à)  soit  vérifiée  pour  le  cas  où  l'on  a  [P,R)z=zt  ,  t  dé- 
signant un  angle  droit  ou  un  anglç  aigu.  Je  dis  qu'elle  subsistera  encore  si  l'on  suppose 


iP,ll)=~     ou     (P./0  =  ^-^. 


£n  ellct,  dans  ces  deux  hypothèses,  l'angle  {P,Q)  compris  entre  les  directions  dt^ 
deux  forces  égales  P,  Q  sera  équivalent  à  l'un  des  angles  t,  n — t  ;  et  l'on  prouvera, 
en  raisonnant  comme  dans  le  lemnie  2  ,  que  l'on  peut  substituer  au  système  des  deux  forces 

P,Q     ou  à  leur  résultante     li .  quatFe  composantes  égales  à  -^  ,  parmi  lesquelles  deux 

seront  dirigées  suivant  la  même  droite  et  dans  le  même  sens  que  la  force     //  ,  Vendis 

que  les  deux  autres  formeront  chacun^  avec  la  résultante  It  un  angle  équivalent  à  {P,Q], 
c'estrà-dif'e,  à     ?    pu  à    n — t.     Or ,  puisiju'on  suppose  la  formule  (5)  vérifiée  dans  le 


cas  où  Ton  a  {P,  /{)=:•:,  le$  deux  dernières  composantes  pourront  évidemment  être 
remplacées  par  une  force  unique  égale  ^  s  —  cos  t  ,  el  dirigée  dans  le  sens  de  la  ré- 
sultante    It  ,  ou  dans  le  sens  opposé.  Par  conséquent  on  trouvera  définitivement 

p-i  p-i  p-x 

OU     '  »    ■ 

(6)  ^'  =  2P*(idtcosT)  , 

le  si^ne     ±     devant  être  réduit  au  signe     -[*  »  ^^^^  '^  cas  où  l'on  aura     (  P ,  iî  )  z=  —  , 

et  au  signe     —    dans  le  cas  où  l'on  aura     (P,  R)  =  ----.-  .   Comme  on  tirera  d'ail- 
*îours  de  la  formule  (4)  >  en  y. posant  successivement    0  =  —   et  9  = , 


(55  ) 


T 
1  4-C0St=2C05' -    ,     1 C0ST=2C0S 


a  3 

|\iqiialion  (6)  donnera  dans  le  premier  cas 


^  =  2  cos  -    , 

2 


et  dans  Id  second 


n-^r 


7î  =  2COS— ^ 
2 


Donc,  si  Téquation  (4)  subsiste  quand  on  attribue  h  l'angle     {PfU)     la  valeur     r  , 
elle  subsistera  encore  qnand  on  attribuera  au  même  angle  Tune  des  valeurs  -   ,   1  . 


Or,  celle  équation  se  vérîGe  quand  on  suppose     {P,B)  ti:=  -    ,   puisqu'on  a    ëviflcm- 


2 


rocnt  dans  celte  hypothèse     7î  =  o  ,  et     C05(P,-ff)=o.      Donc  elle  sera  cgalrmont 
vraie  si  l'on  suppose 


^  '         2   îî         4 


ot  par  suite ,  si  l'on  prend 


(^•^)=L-=i'-  (^)-îO-i)=x- 


Donc  elle  sera  encore  vraie ,  si  l'on  attribue  à  l'angle     {P,fi)     Tune  des  valeurs 


1  r 

Ole 


it  iStr  Oit  iX  3irX         Ht  \   ^  ^N         7" 

Te  '   2  T  =  7(r  '  ^Kj"      8"y~76"  '  'l\J'~'^ j~'^  ' 


En  continuant  de  même ,  on  prouvera  que  la  formule  (5)  a  généralement  lieu  lorsque 

l'angle  (P,^)  reçoit  une  valeur  de  la  forme  ^"  7*  ~  '  "  désignant  un  nombre  en- 
tier quelconque,  et  sm-|-i  un  nombre  impair  inférieur  ]x  2".  Si  maintenant  on 
représente  par  0  un  angle  aigu  pris  5  volonté,  on  pourra  faire  varier  les  nombres  en- 
tiers   m  et  n     dç  manière  que  le  rapport' ^ —  s'approclie  indéfiniment  de  la  li- 

mite  G  ;  et  la  résultante  K  tendra  de  plus  es  plus  îi  se  confondre  d'une  part  avec 
une  force  équivalente  à  sPoosO  ,  et  d'autre  part  avec  la  résultante  de  deux  forces 
<^gales  à  P  ,  qui  forlnerateftt  entre  elles  un  ang^e  double  de  0«  Donc  cette  dernière 
l'^suliantc  sera  représentée  en  grandeur  par     sPcos^  ,  et  vérifiera  rnoorc  la  formule  (o). 


(36) 
ta  construction  géométrique  qui  sert  à  déterminer  la  résultante  de  deux  forces  P,  O, 
appliquées  à  un  point  matériel  (/^)  t  peut  être  facilement  étendue  à  la  composition  de 
plusieurs  forces  P^  P\  P'.... •  appliquées  sulv&nt  des  directions  quelconques  à  ce 
point  matériel.  En  effet,  après  avoir  composé^  entre  elles  les  forces  P,  P^  ,  on  pourra 
composer  de  la  même  manière  la  résultante  des  forces     P,  P'     avec  la  force     P**,     puis 

la  résultante  des  forces    P,  P',  P" ,     avec  la  force    P'",     etc 

Pour  obtenir  la  dernière  de  toutes  les  résultantes,  ou,  ce  .qui  revient  au  même,  la  ré- 
sultante de  tontes  les  forces  données ,  il  suffira  évidemment  de  mener,  par  rextrémité  de 
la  droite  qui  représente  la  première  force  P  ,  une  seconde  droite  égale  et  parallèle  à  la 
force  P*  ;  par  Textrémité  de  cette  secondé  droite ,  une  troisième  droite  égale  et  parallèle 
-'1  la  force  P"  ;  par  Textrémité  de  la  troisième  di^oltc,  une  quatrième  égale  et  parallèle 
h  la  force  P^" ,  etc...  Si  Ton  joint  ensuite  le  point  matériel  donné  avec  Textrémité  de 
la  dernière  droite,  on  obtiendra  la  résultante  cherchée,  qui  se  réduira>dans  le  cas  de 
deux  ou.  de  trois  forces ,  à-  la  diagonale  f u  parallélogramme  ou  du  parallélipipède  cons- 
truit sur  ces  mêmes  forces ,  et  qui ,  dans  le  cas  général ,  formera  le  dernier  côté  d'un 
polygone  dont  les  autres  côtés  seront  les  forces  données.  La  construction  précédente 
subsiste  «  quelles  que  soient  les  directions  des  forces  P,P\P'....  Si  on  l'applique  au 
cas  où  ces  forces  sont  dirigées  suivant  une  même  droite ,  les  unes  dans  un  sens ,  les 
autres  en  sens  contraire  ^  elle  fournira  une  résultante  égale  à  la  somme  des  forces  qui 
agissent  dans  un  sens ,  moins  la  somme  des  forces  qui  agissent  dans  l'autre  sens,  et  dirigée 
dans  le  sens  des  forces  qui  composent  la  plus  grande  somme.  Ainsi,  par  exemple,  pour 
obtenir  la  résultante  de  deux  forces.  P,Q    appliquées  au  point    {A)    et  dirigées  suivant 

la  même  droite ,  il  suffira  de  porter  sur  cette  droite ,  à  partir  du  point  {A)  ^     AB  =  P, 

dans  le  sens  de  la  première  fbrce;  puis.,  à  partir  du  point  (B),     B D  =  Q  ,  dans  le  sens 

de  la  seconde  force.  La  force  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  droite  A  D , 
force  évidemment  /gale  h  la  valeur  numérique  de  P — Q  ,  et  dirigée  dans  le  sens  de  la 
pins  grande  des  forces  P,  Q  ,  sera  précisément  la  résultan  te  cherchée;  ce  qui  s'accorde 
avec  les  principes  relatifs  h  la  composition  des  forces  qui  agissent  suivant  une  même 
droite. 

Pour  ternfiner  cet  article  ^  je  vais  rappeler  ici  quelques  propriétés  de  la  résultante  de 
plusieurs  forces;  ce  qui  me  fournira  l'occasion  de  Axer  le  sens  de  certaines  expressions 
dont  je  ferai  dans  la  suite  un  fréquent  usage. 

Lorsqu'une  force  P  ,  appliquée  au  point  matériel  (/f)  ,  est  représentée  en  grandeur 
cl  en  direction ,  par  une  certaine  longueur     AB    comprise  entre  le  point     [A)     et  le 

point  [B)  ,  si  Ton  projette  la  longueur-  AB  sur  un  plan  ou  sur  une  droite,  la  pro-* 
jeclion  pourra  être  censée  représenter  en*  grandeur  et  en  direction  une  nouvelle  force 
dirigée  de  la  projection  du  point  {A)  vers  la  projection  du  point  (B).  Cette  dou- 
xAlc  force  est  ce  qu'on  appelle  la. projection  de  la  force  donnée     P    sur  le  plan  ou  sur 


(5;  ) 

la  droite  que  i*on  considère.  Cela  posé,  concevons  que,  tous  les  points  rlc  IVspace  élc'int 
rapportés  à  trois  axes  rectangulaires  des  x,y,z,  on  projette  successivement  la  force  P 
>ur  trois  parallèles  à  ces  trois  axes  menées  par  le  point  (A) .  Les  trois  projections 
seront  évidemment  les  côtés  d'un  parallélipipède  rectangle  qui  aura  la  force  P  pour 
diagonale;  par  conséquent,  la  force  P  sera  la  résultante  des  trois  forces  représentées 
par  les  projections  dont  il  s'agit.  €es  trois  forces  se  nomment ,  pour  cette  raison  ,  Tes 
camposanieê  rectangutaires  de  la  force  donnée ,  parallèles  aux  axes.  Comme  les  projcc- 
u'oos  d^une  longueur  sur  deux  droites  parallèle»  sont  néces:»airement  égales ,  il  est  clair 
que  les  projections  de  la  force  P  sur  les  ^xes  mêmes  des  coordonnées  doivent  être 
égales  en  intensité  à  ses  composantes  rectangulaires.  Lorsqxie  la  force  P  est  dirigée 
suivant  une  droite  comprise  dans  Tun  des  plans  coordoiNiéSj  ou  dans  un  plan  parallèle, 
par  exemple,,  dans  le  plan  des  x^y,  cette  force  a  seulement  deux  oomposantes  rec- 
tangulaires, parallèles.  Tune  à  l'axe  des  c&,  l'autre  à  l'axe  des  y,,  et  se  réduit  à  la. 
diagonale  du  rectangle  construit. sur  ces  deux  composantes. 

Les  définitions  précédentes  étant  admises ,  concevons  que  plusieurs  forces  P,  P\  P'\», , 
dirigées  dans  l'espace  d'une  manière  quelconque,  soient  appliquées  simultanément  au 
point  matériel  {A) ,  et  que  l'on  cherche,  i.®  la  résultante  de  ces  forces,  a.®  la  résul- 
tante de  leurs  projections  sur  un  plan  fixe ,  3.®  celle  de  leurs  projections  sur  un  axe  fixe 
Pour  obtenir  ces  trois  résultantes,  il  faudra,  d'après  la  règle  énoncée  plus  haut,  porter 
à  la  suite  les  unes  des  autres,  h  partir  du  point  {/i)  ou.  de-  ses  projections  ,  i.*^  des 
droites  égales  et  parallèles  aux  forces  P,P\P^,.,;  2.*  des  droites  égales  et  parallèles 
à  leurs  projections  sur  le  plan  fixe;  3.®  des  droites  égales  k  leurs  projections  sur  l'axe  fixe , 
et  dirigées  dans  les  mêmes  sens.  En  joignant  le  point  A ,  ou  sa  projection ,  avec  l'ex- 
trémité de  la  dernière  droite ,  on.  obtiendra. dans  chaque  cas  la  résultante  cherchée.  Or, 
les  droites  ainsi  construites  sur  le  plan  ou  sur  l'axe  fixe  étant  évidemmentJes  projections 
des  droites  construites  dans  l'espace ,  on  doit  conclure  que  la  résultante  des  projections 
des  forces  P,P\  /'^..  sur  ce  plan  ou  sur  cet  axe  est  précisément  la  projection  de  la 
résultante  de  ces  mômes  forces.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

2.'  Thêob^he.  Plusieurs  forces  P^P'^P" ...  étant  appliquées  à  un  même  point  y 
iuivant  des  directions  quelconques,  si  on  les  projette ,  ainsi  que  leur  résultante  B , 
sur  un  plan  ou  sur  un  axe  donné ,  ta  projection  de  cette  résultante,  ru  sera  autre  chose 
(fue  ta  résultant»  de  leurs  projections. 

Pour  montrer  une  application  de  ce  théorème,  supposons  que  l'on. projette  Ma-fois, 
^iur  l'un  des  plans  coordonnés ,  une  force  et  ses  trois  composantes  rectangulaires.  Comme,, 
parmi  les  projections  de  ces  trois  composantes,  l'une  s'évanouira,  les  deux  autres  pro- 
jections, respectivement  égales  aux  composantes  qui  leur  correspondent  j.  auront  néoesr 
.«airement  pour  résultante  la  projection  de  la  force  donnée. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  traduire  en  analyse  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir.  Qos 
T  parviendra  sans  peinn,  en  ayant  égard  aux  observations  suivantes. 


(  38) 

Pour  que  rcifet  d'ane  force  &^\i  cooiplèt^oieDt  détermioé ,  il  ne  suflU  pas  de  coaoafire- 
son  io(en$ilé>  son  poiut  d'appllcaliou,  et  la  droile  suivaat  laquelle  elle  agit.  Iliaul  encore 
sovoir  daus  quel  sens  elle  est  dirfgée  suivant  çeitp  droite,  ou,  en  d'autres  termes,  quelle 
est  sa  direction.  Car  deux  forces  qui  agissent  suivant  une  même  drolle,  peuvent  être 
dirigées  en  sens  contraires.  Ainsi ,  Ton  peut  dire  qu'une  senle  droite  comprend  deux  dî- 
rcclions  dliTéreiUes^  et  Ton  n'obtient  qu'une  seule  de  ces  deux  directions,  lorsqu'à  partir 
iWm  point  donnii  on  prolonge  indéfiniment  cette  droite  daoa  un  sens  déterminé. 

Sauvent  on  appelle  ax€  une  droite  men^  par  on  point  quelconque  de  Tespacc ,  ot 
prolongée  indéfioment  dans  les  deux  sens.  Nous  dirons  qu'un  axe  de  cette  espèce  se 
divise  en  deux  demi^axes,  aboutissans  au  point  que  Ton  considère,  et  dont  chacun  se 
prolonge  indéfiniment  dans  un  seul  sens.  Par  conséquent,  chacu^  de  ces  deux  demi-axes 
aura  toujours  une  direction  déterminée.  Si  l'on  considère  trois  axes  rectangulaires  des 
X,  y  ei  z,  chacun  d'eux  sera  diTi9é  à  rorigînc  en  deux  demi-axes ,  sur  Pup  desquels  se 
compteront  les  coordonnées  positives ,  tandis  que  l'on  comptera  sur  l'autre  les  ooordon- 
néc5  négatives. 

D'après  ces  définitions,  il  est  clair  que,  si  Ton  lient  compte  seulement  des  angles  qui 
renferment  au  plus  200  degrés  [notuvelte  division),  deux  axes  ou  deux  droites,  tracés 
de  manière  à  se  couper,  formeront  toujours  Pun  avec  Pautre  deux  angles,  Pun  aigu, 
l'autre  obtus,  tandis  que  deux  directions  ou  deux  demi-axes,  aboutissant  à  un  point 
donné ,  formeront  un  seul  angle,  tantôt  aigu ,  tantôt  obtus.  Lorsque  deux  directions  ou 
deux  demi-axes  aboutiront  h  deux  points  dilTérens  de  l'espace,  ils  seront  censés  former 
enti*c  eiYX  le  même  angle  que  formeraient  deux  demi-axes  parallèles  et  prolongés  dans  les 
mômes  sens ,  ù  partir  d'un  point  unique.  Gela  posé ,  Pangle  que  deux  forces  formeront 
entre  elles  sera  tonjours  complètement  déterminé,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  angles 
formés  par  une  force  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  Soient  «^  p ,  ^ ,  ces 
trois  angles  pour  une  certaine  force     P,     en  sorte  que 

a  désigne  Tangle  formé  par  |a  direction  de  cette  force  avec  le  demi-axe  des    io    positives  ; 

fj avec  le  demi-axe  des     y    positives  ; 

Y avec  le  demi-axe  des     z    positives. 

Il  est  clair  que  la  direction  do  If^  force  P  sera  complètement  déterminée  ,  si  l'on 
connaît  son  point  d'application  avec  les  trois  angles  «,^,7*  En  effet,  menez  par  Io 
point  d'application  trois  demi-axes  parallèles  k  ceux  des  coordonnées  positives ,  et  cons- 
truisez ensuite ,  autour  de  ces  demi-axes,  trois  cônes  droits  dont  les  génératrices  forment 
respectivement  avec  ces  mêmes  demi-axes  les  angles  et ,  ^  ^  7  •  La  direction  de  la  force  P 
devra  ôlre  celle  d'une  génératrice  commune  aux  trois  cônes.  Or,  il  est  bien  vrai  que  les 
surfaces  des  deux  premiers  cônes  se  cpnpent  suivant  deux  génératrices.  Mais  on  doit  obser- 
ver que ,  ces  deux  génératrices  formant  avec  le  troisième  demi-axe  deux  angles  difTérens , 
\\\u  aigu ,  l'autre  obtus  ,  une  seule  se  trouve  comprise  dans  la  surface  du  troisième  cônr. 


(39) 
Lorsque  les  angles  « ,  p ,  7 ,  sont  connus  avec  Tîntcnsilé  de  la  force  P,  on  en  dé- 
duit encore  les  Taleurs  des  composantes  rectangulaires  de  la  force ,  ou ,  en  d'autres 
termes ,  ses  projections  sur  les  axes,  et  même  le  sens  dans  lequel  chacune  de  ces  pro> 
jections  est  dirigée.  Considérons,  par  exemple,  la  projection  de  la  force  P  sur  Taxe 
des  X.  Elle  sera ,  d'après  un  théorème  de  trigonométrie,  égale  au  produit  de  celte 
force  par  le  cosinus  de  Tangle  aigu  qu'elle  forme  avec  Taxe  dont  il  s'agit.  Or ,  la  direc  - 
lioD  de  la  force  P  forme  avec  les  deux  demi-axes  des  x  positives  et  des  .œ  néga> 
tires  deux  angles  supplémens  l'un  de  Taulre,  dont  le  premier  est  représenté  par  <t,  ci 
le  second  par     n — « .     En  conséquence  ,  la  projection  de  la  force     P     sur  l'axe  des     x 

se  trouvera  représentée ,  si  l'angle     «     est  aigu  ,  par  le  produit jPcosa, 

et  si  l'angle     «     est  obtus,  par Pcos(7r— «)= — Pcos«, 

cest-à'dtre,  dans  les  deux  cas,  par  la  valeur  numérique  du  produit 

P cos  « . 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  celte  projectioiir  sera  dirigée  dans  le  sens  dos    x    positives, 

si  Fangle     «     est  aigd,  dans  le  sens  des     x     négatives  si  l'angle     a     est  oètus,  et  que 

le  produit     Pcosec     sera  positif  dans  le  premier  cas ,  négatif  dans  le  second.  En  résumé, 

le  produit     Pcos«     sera  équivalent  à  la  projection  de  la  force    P    sur  l'axe  des     x  , 

prise  a?ecle  signe  -4-  ou  avec  le  signe  — ,  suivant  que  cette  projection  sera  dirigée  dans 

le  sens  des     x    positives  ou  dans  le  «eas  des     x    négatives. 

De  même  les  produits     Pcosp ,  PC0S7,     seront  respectivement  égaux  aux  projections 

de  la  force    P    aur  les  axes  de»    y  ei  z,    prises  taftiM  avec  le  signe  -f- ,  tantôt  avec 

le  signe  —,  suivant  que  chacune  de  ces  projections  sera  dirigée  dans  le  sens  des  coor- 

données  positives  ou  négatives. 

Les  trois  produits 

-Peosi»,  Pcosp,  Peosv, 

àont  on  vient  de  montrer  la  signiflcalion ,  sont  ce  que  nous  appellerons  désormais  les 
projectianê  algébriques  de  la  force  P  sur  les  axes  des  x ,  des  y  et  des  z.  Gomme 
les  valeurs  numériques  de  ces  trois  produite  feprésentent  précisément  les  composantes 
rectangulaires  de  la  force  P ,  *  et  que  ces  trois  composantes  sont  les  arêtes  d'un  parai- 
léifpipède  rectangle  qui  a  h  foece  ell^mémc  pour  diagonale  «  il  est  clair  que  la  somme 
des  carrés  de  ces  produits  doit  être  égale  au  carré  de     P.     On  a  donc 

/>«=P»COS»«  +  P»C08'P  +  P»COS»7, 

On  en  conclul ,  en  divisant    P'  , 

(;)  i  =  cos»  «  +  cos*p+coà'7« 

Celte  dernière  équation  exprime ,  comme  l'on  sait,  que  cL,p,y,    sont  trois  angles  formés 
par  une  même  droite  avec  les  axes  des  coordonnées. 


(4o) 

Considérons  à  présent  plusieurs  forces    P^P\  P^...     simultanément  appli<{uées  à 
un  point  matériel     (^)  •  ;  Soit    R    leur  résultante ,  et  supposons  que  les  forces 

*  • 

P,P',P\..R 
forment  respeclirement ,  avec  le  demi-axe  des    x    ftositires ,  les  angles 

avec  le  demi-axe  des    y    |>08itiTes ,  les  angles 
avec  le  demi-axe  des     z    positives,  les  angles 


VfvSv""'  •  ^' 


Si  l'on  projette  ces  différentes  forces  sur  Taxe  des  x ,  la  projection  de  la  résultante 
R,  étant  la  résultante  des  projections  des  forces  P^P'^P",..,  sera  équivalente  à 
la  somme  de  ces  dernières  projections  prises  tantôt  avec  le  signe  -|-,  tantôt  avec  le 
signe  —  »  suivant  qu'elles  seront  dirigées  dans  le  même  sens  ou  dans  le  sens  opposé. 
D'ailleurs,  la  somme  ainsi  obtenue  sera  évidemment  égale,  au  signe  près«  à  la  somme 
des  projections  algébriques  des  forces     P,  P',  P^. . . ,   c'est-à-dire ,  à 

P^îos  «+P'  ces  «'+  P*  cos  »"+  etc. . . .  ^ 

puisque ,  dans  cette  seconde  somme ,  deux  forces  dont  les  projections  sont  dirigées  en 
sens  contraire ,  fournissent  toujours  deux  termes  de  signes  différens.  Ajoutons  ^e  les 
deux  sommes  seront  affectées  du  même  signe  ou  de  signes  contraires,  suivant  que  la 
projection  de  la  résultante  agira  dans  le  sens  des  x  positives  ou  dans  le  sens  des  x 
négatives.  Cette  projection  étant  elle-même  égale  au  produit 

A  cos  a 

pris  avec  le  signe  +  dans  le  premier  cas ,  et  avec  le  signe  — -  dans  le  second ,  on  doit 
conclure  que  les  deux  quantités 

Acosa,  Pcos«-|-P'cos«'  +  P*cos«''  +  etc. .. . 

auront  non-seulement  la  même  valeur  numérique,  mais  encore  le  même  signe.  On  trou*- 
vera  donc 

flcosa=Pcos«-|-P'cos«'+P"cosa"4-etc. . .. 
£n  d'autres  termes^  la  projection  algébrique  de  la  résultante  sur  Caxe  des    x    sera 


(4i) 

éfttmiiflAie  à  Im  $amm9  (kê  prtjfcetiânii  ttigUn^itiûêê  d$e  9amp0émU€9  mr  tel,  «b«.  Lu 
m^ne  t éblÎMi  écmol  ^friéenimeot  kibsi&ter  enlre  les  pl<0)Qolton»  algébrique»  dkfl  foree« 

sur  les  axe»  des  x  et  des  j  ,  it  est  dtS/Ê  qu'à  F^quatiou  précédente  o»  pourra  ^indre 
celles  qui  suiveni  : 

Jt  c6s6  3=  ^  eosl^-f*  P'cosp'  +  P'  cosp'  4-  ctc 

A  cose=  P  COS74"  P'cony'  -^  P"  cosy"  -^eXc.... 

•  « 

Lorsque  les  forces    P,  P\  P'*  •  • ,« .  sont  coouues  eo  frandeur  el  eu  direction ,  les 
trob  équations 

(B  cosa  =  Pcosa  -^  P'cùsa*  +  P^'cosgc'  +  fc , 
,.;                .  Aèeaé=sPMsp4'P'€os^'4.P'eoap''4- 

(  iî  €0s  c  =  P  cos  7  4-  ^'  cos  7'  4-  P""  cos  y*'  4-  • ., 

serrent  à  déienniner  immédiaienient  la  grandeur  et  ladirecti<Mi  delà  résultante.  En  effet, 
on  connaît  alors  les  seconds  membres  des  équations  dont  il  Vagit»  et  si ,  pour  abréger, 
on  I06  désigne  par 

00  aura  simplement 

(9)  Acosar^ji:»        JlcQsésrK,        Uexm4  =  Z . 

Or,  an  lire  do  ces  dernières  foraiules 

iï«(cos*a4-cos»64-cosV)  =J!:*+y'4'^'  i 

ou,  parce  que  les  angles  a,  é«  e,  sOnt  assujettis  I  Téquation  de  condition 
coi'a4coii'&4*cos'c:=si  , 

(10)  ji*=jr»4-i^+^'- 

On  aara  en  conséquence 

(n)  R=\/{X*+r^+Z')  . 

La  valeur  de  B  étant  ainsi  déterminée»  on  obtiendra  les  âhgles  a»  6,  e,  dont 
chacun  renferme  au  plus  soo  d^rés ,  par  te  moyen  des  formules 

(i«)  eM0i:3=  — ,    cesfr^^»    eoa^ss^. 


(4«  ) 

On  voH  par  ces  formiilos  que  les  cosinus  des  asgles  cherchés  seront  positifs  on  négatifs 
en  même  temps  que  les  quantités  X,  Y,  Z,  qui  leur  correspondent  respectÎTeiiient* 
Par  suite»  les  angles  a,  b,  e^  seront  aigus  ou  obtus  suivant  que  les  quantités 
X ,  Y,  Z ,    seront  positives  ou  négatives. 

Lorsque»  dans  la  formule  (lo)  »  on  substitue  pour    X^  Y\  Zt    leurs  valeurs,  en 
ayant  égard  aux  équations  de  condition 

(l5)  C0S"a  +  C0S'P-|-COS"7=:l,     C0S*a'4"C0S*P'-t-C0S'7'=  l.  OtC r 

on  trouve 

(i4)  iï»=P»  +  />"«+P'*4-etc 

4-aPP'  (COS«  COSa'+COSpcoSp'-f'COSy  COS7'') 
+  2PP*'(C0SaC0S«*  +  C0SPC0SP*-|-C0S7  COSV*^) 

+etc 

+  aP'P*(cos«'co*«'4-cosp'cosp'-|-cos7'cos7^) 

+et€ 

Dans  le  cas  particulier  oh  la  résultante  R  est  formée  seulement  par  la  composition 
de  deux  forces    P,  P\    l'équation  précédente  se  réduit  à 

(l5)  fl»  =  P*  +  P'^»+2PP'(C0SaC0Sa'4-C0SPC0Sp'  +  C0S7C0S7')- 

Mais  y  en  vertu  de  Téquation  (5) ,  on  doit  avoir  aussf 


(16)  J?*=P»4-/*'*  +  aP/''cos(P,P'). 


la  notation     {P,P')     désignant  Tangle  compris  entre  les  directions  des  deux  forces. 
Les  deux  valeurs  précédentes  de    A*     devant  être  égales,  on  en  conclut 


(17)  C0S(P,P')  =  COSaCOSa'-|-CO8pCOSp'4"0OS7COS7'  . 

Par  conséquent,  pour  obtenir  U  cosinus  de  CangU  compris  entre  deux  directions,  H 
suffit  de  multiplier  deux  à  deux  les  cosinus  des  angtes^  que  ces  mêmes  directions  forment 
avec  les  demiroxes  des  coordonnées  positives^  et  d'ajouter  tes  produits^  On  se  trouvera 
ainsi  ramené  à  un  théorème  connu  d'analyse  appliquée.  En  vertu  de  ce  théorème ,  on 
aura  encore,  dans  le  cas  général ,  et  quel  que  soit  le  nombre  des  forces    P,  P\  P'^...  » 


C0S(P,  P'')  =  C0Sa  C0Sa^4-C0SP  COsP*+C087  C0S7*  , 

etc.  •  •  • . 


COS  (P',P*')  =C0S«'C0Sa^-4-COSP'C0SP*'4-COS7'cOS7*  , 

etc 


(  45  ) 

Par  suite ,  l'équation  (i4)  deviendra  simplement 

(i8)iî'===P>+F>+P^>+..+aPi>'co8(P,FH-aPi>''co9(P,P^)+..+aFP*cos(P^ 

Aiasi ,  U  carré  de  ta  résultante  de  plusieurs  forées  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  corn- 
posantes,  plus  à  la  somme  de  leurs  doubles  produits  respectivement  multipliés  par  les 
emnus  des  angles  compris  entre  les  directions  de  ces  mêmes  forces  comparées  deux  à 

deux. 

Les  composantes  rectangulaires  de  la  résultante  R,  ou  ses  projections  sur  les  axes 
des  x,jr,z ,  étant  précisément  égales  aux  yaleurs  numériques  des  quantités  X^Y^Z, 
il  est  facile  d'en  conclure  que  les  projections  de  cette  résultante  sur  les  plans  coordonnés 
respectivement  perpendiculaires  aux  mêmes  axes ,  c*est-à*dire ,  sur  les  plans  des  7,2» 
Ae$   ZfX    et  des    x^y,    seront  représentées  par  les  expressions 

i/(F»+Z').   ^{Z'^X'),   x/iX'+y). 

Nous  Tenons  de  rappeler  celles  des  propriétés  des  résultantes  qui  sont  relatives  aux 
projections»  Dans  on  autre  article,  nous  examinerons  les  propriétés  relatives  aux  mo- 
ments, et  nous  développerons ,  à  ce  sujet ,  la  théorie  des  moments,  linéaires. 


APPLICATION  DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS 


A  LA  SOMMATION  BE  PLUSIEURS  SUITES^ 


Soient    t{XpZ)  ,V {x,z)    deux  foDCtîons  données  des  variables    ar,;,     et     n     un 
nombre  entier  quelconque.  Supposons  d'ailleurs  qu*aprës  avoir  développé  le  produit 

à  l'aide  de  la  formule' dit  biooam»  on  différenaie  n  fi>ts,  afancon  des  termes  du 
développement,  savoir  :  le  premier  terme  n  fois  par  rapport  à  x,  le  second 
terme    n  —  i     fois  par  rapport  k     as    et  tiue  fois  par  rapport  à     «  »     le  troirième  terme 

n — 2    fois  par  rapport  à    as    et  éettt  fois  par  rapport  à    z ,  etc »  eafkl  le  demf er 

terme    a    fois  par  rapport  à    z  .     Alors ,  e%  faisant ,  pour  abréger , 

(i)  f{x,z)=zu,        {{z,x)  =  v,        Y{x,z)=w , 


on  obtiendra  la  suite 


d*{u'xD)     a  d'^u'-'vw)     n(n-i)  rf'(a"«p'w)  rf"(»"tr) 

dont  on  ne  connaît  pas  la  somme.  Toutefois  le  calcul  des  résidus  fournit  le  moyen  de  dé- 
terminer Csicilement  cette  somme  »  dans  lo  cas  ofa  Ton  suppose  après  les  différenciationi 
z=x.     C'est  ce  que  nous  allons  expliquer  en  peu  de  mots. 

Soit    ê    une  valeur  commune  attribuée  aux  variables    x,z,     et    S    la  valeur  cor' 
respondante  de  la  somme  des  termes  qui  composent  la  suite  (9^)  ;  ensorte  qu'on  ait 

f31       c_</'(tf°tp)        n  rf"(a'-'pio)        n(n-i)   rf"(tf»"p»p)    ,  rf»(»»ir) 

dans  le  cas  où  l'on  suppose ,  après  les  différenciations  z=x=8.  La  formule  (28)  de 
la  page  (16)  entraînera  l'équation 

».d^...m.i^.3...(n-m)      dx'^dz''"^  ~  ^^  {(  («-*)-^'))  ((  (*-«)"-^'))  '' 


Juif  laquelle  les  dsDzsigaw    £    sont  relatifii ,  l'im  à  la  varUMe    Xt    l'autreàlava- 
rùlle    s;     e» par  conséquent  la  fomvfe  (5)  p«an<a4lrenBipUG4e  par  la  foÎTiate 


(4)  i=i.a.5...i 


+  llr. 


((«-■»(((«)"■■))) 
Comme  on  a  d'aiUeurs 

''         ■       ""''       I         f  *'  -,  '  «•*'fw)-*--»-*i(j>,)-*. 

w  tirera  de  la  fonnale  (4) 

Vutons  maintenant ,  penr  plat  de  commodité , 

(6)  _i_2=,(,..)  .       _L_J.=ï(.,,) .       . 

Si ,  iuu  l'ipitutua 


(7) 


_        [f(»,^)]-^T(»,t) 


«C'-')-»t«-*J      ('-')fC'=.0-(*-'Jff'i5«)  • 


en  considère  z  comme  seule  variable ,  cette  exprewion  représentera  une  fonctioa  die- 
i,  qui  deviendra  infinie  pour  s=(b,  et  dont  le  vésîdu,  relatifàla  valeur  as  de  k 
Tiriable    t ,    sera- 

l,)  [f(.,.)]--rfa.) 


Or,  Si,  aprës  avoir  divisé  ce  r^idu  par    t — m,    on  désigne  par    «[:è,s)    la  difi^- 
NDce  entre  l'expreiaîon  (7)  «t  le  «{uotlent  obtenu ,  on ,  en  d'antres  termes ,  si  l'on  pose 

,,,  "'"•■ [f(.,.)]->'F(,,.)  , 

™     .(«)-.(«-,)     t(»,.)-(.-.)£j(ft«)-ït»,»n  <-«'''^*'*'' 

iifonclion     w(a;,s),    en  vertu  desprinç^sélahlisdans  an  piiécédaBtaxtîele[&l^  ai' 


J 


(46) 

et  82  ] ,  conservera  une  râleur  finie  pour     z=:x,    quel  que  soit    x ,     et  par  conséquent 
pour    z=zx=:ê*     On  formera  de  même  l'équation 


wv 


■-♦•1 


[f(s,a;)]"^'F(x,«)  I 


^(x,z)     désigaantencoreuae  fonction  qatconserrera  une  Talearfioie  pour     z=x=*; 
pub  on  tirera  des  équations  (9)  et  (10)  réunies  à  la  formule  (5) 


■+•1 


4.i,a.5...n  d/<:x^(a5,«)  -—-p^^^ ^^_^^^^ 

(((«-*)'^0)(((^-«)"^')) 

On  aura  d'ailleurs  évidemment 

(1.)  i,.(«,,)__p^  =  o.  6 +(«.,)  -__^=^. 

J 

Par  suite,  la  formule  (ii)  donnera 


ou,  ce  qui  reyient  an  même, 


[f(a?,a?)]'^«F(a:,a?) 


{  f(a?,a?)-(a?-j)[y(a?,a?)--x(^>^)]i 
(i5)  5= • —^ , 

pourvu  que  Ton  suppose,  après  les  différenciations  ~  sb:=«.  Enfin,  si  Ton  remplace 
dans  la  formule  (i5)  la  lettre  ê  par  la  lettre  z,  et  la  lettre  S  par  le  second 
membie  de  Téquation  (3) ,  <m  obâendrà  la  formule  ' 


(47) 

SZ3  ■  Il  I  II 

qm  snbsiile  toujours  ,  quand  on  suppose ,  après  les  dilTérenciattofis ,    s  =:  œ  • 
Pour  montrer  une  application  de  la  formule  (i6) ,  désignons  par 

t/,  y.  p.  Q, 

«{Qstre  fondions  de  la  fariable    os  »    et  par 

« 

ce  que  deviennent  ces  mêmes  fonctions  »  quand  on  y  remplace  la  variable    x    par  la 
Tsrialile    s.     Aloré ,  en  poaattt 

(17)  fi  =  £7t?»         i;=:tDf^,         w=P^. 

et  substituant ,  après  les  difTérenciations  »  la  lettre    «    à  la  lettre    x ,     on  réduira  le 
premier  membre  de  la  formule  (i6) ,  d'abord  an  polynopie 


1 

qui  renferme  les  deux  variables    x    e^    z,    puis  au  polynôme 
ynQ    d-(U-P)         n   d(UV^^Q)   d-'^jV-'-FP) 


n  djUF^^P)   d-'^{V^-VQ)        y,p  d-{U-Q} 


qui  renferme  la  seule  variable    x.    Gonime  on  aura  d'ailleurs 

du         ^  dU  ^tt  ^^ 

et  par  inhe 


(  4*  ) 

le  second  tnemt>r«  de  la  formait  (i6)  le  réduira  évidemmeat  k 

/ •      V'V'PQ j 

(      ^        '  \U    d*  H     dt,  }  J 

Par  conséqueDl»  k  farwttlo  X%6!^  HmtMt9i 


(>8)  . 

VF'PQ 


j_djr\ 

F    dx) 


%«««*k«  ^^•«  •.».•  • 


^•l-t-)(T€- 

Cette  dernière  équation  aubaiste ,  qaellea  que  aoient  lea  fcnetfona  do  a;  ««préaentéei 
par  P»QmD  9  V,  pourvu  que ,  dans  le  second  membre  »  on  suppoae ,  aprèa  lea  diffé- 
renciations»    2=05.      ' 

Si ,  dans  l'équation  (|8) ,  on  prend     11^=^1*  f^^^  i ,    on  obtiendra  la  formule  connue 

Od-P  +  -rfQ.rf-^P+-^^rf*<?.tf'-P+ 

(•9)   {  hC»   i^  n. 

Si  Ton  supposait  dans  la  mémo  équation 

v=ff^,     v^w^,     p^w^.     Q=fr',   • 

fF  désignant  une  fonction  de  la  variable  x,  et  otfp^y,,/"  d^  exposants  quel- 
conques ,  alors ,  en  faisant  pour  abréger        '       '  ' 

a**-6^a.        n«4-v*=r,        na4-^  =  s>* 
on  trouverait 

•••'*"    i.a  dx»  «<«•—      "*"  1         rf«  dx'-'    *^  dx' 


irfhte 


1       rf»' 


I    ■»         Il      II    »   I  I  BJ  >É  '       I    • 


(49) 
Oq  peut  encore  établir  directement  la  formule  (20) ,  en  posant  dans  Téquation  (18] 

CoiioeYT>w  k  présent  ffae  J'ob  pteooe ,  dans  la  fonaole  ()o)  ,     JV=^t' .     Alors ,  en 
dimant  les  deux  membres  de  cette  formule  par  r^qpooentielle 


lCr4-t— ••)*  ^ 


00  trouvera 


r-+  t  (r-a)— [8-(n— i)a]  +  îiî^(r— aa)-»[.-(n-a)a]«  +  .... 

1  1*3 

...-t-°(°"'^(s  — 8a)*-'[r— (n— a)a]*4-  -  (s— a)— [r— (n  — i)a]  +  s' 

(,+.-«),   rf'{[i-a(a»^^)r'e<*»'— >'| 

t  , 

puis,  en  ayant  ^ard  à  Péquation  (19)»  et  posant»  après  les  difiSrenctations ,     s;=x, 
on  obtiendra  la  formule 

f+°  (r— a)— [s— (n  — i)a]+^^^^(r— aa)— [s— (n— s)a]»+.... 
^'')  <  ...+  Î^Çii^  (s-2a)--[r-(n— a)a]«  +  ^  (s_a)— [r-(n-i  )a]+s- 


=  (r+s — na)>4-na(r4-s — ^na)*-*4-n(n — i)a*(r4-8 — ^na)'-'*...4"i««*5»*na». 

Si  Ton  fait  dans  cette  dernière 

r  =  aaj,       s  =  aj^ 
elle  se  réduira  simplement  à 

X-+  "  (05—  1  )— '  (7— n  + 1  )  +  °^°"^^  <n^«  )"••  (j'— û4-  a  Y  -f  etc 


i  -H  — 

1.  3 


=:(x+^ — n)"4"'ï(®+J — n)"~*  +  n(n — i)(aj+j<— n)*^+...4"ï«*«5...n. 

L'équation  (as)  mérite  d*étre  remarquée.  Lorsqu'on  y  suppose    x  +  j=n»    elle  re- 
produit la  formule  connue 

(25)         ar» —  -(x — 1)"4-  ■°^'^V/  (ag— .a)"-i*,..gfc(a?-**n)'*=i>a.5..>n> 
Si  Ton  supposait  au  xontraire  .  0  -4"  7  =^i^  4~  ^  »     ^^  trourerait 


1 


(6o) 

(  «•-"  (aî-i)— (05— 8)  +  ^I;^(a:-«)-»(a;-3)'-...±(a:— n-O" 

(  =i+n-4-n(n — i)4-n(n — i)  (n — 2  )+•  •• +  1.2.  5 n. 

Concevons  encore  que ,  dans  la  formule  (so),  on  pose     ^=:as.     On  en  tirera,  en 
divisant  les  deux  membres  par    aj'**"*^^^***^  » 

r(r — 1)...  (r— n+i)  +  -(r — a)  (r — a — 1)...  (r — a— n4"^)[»— (>i— '0*]+®*c-*" 
...  +-  (s— a)  (s — a — 1)...  (s — a— n-f-9)[r — (n — i)a]-4-s(s — 1)...  (s — n  +  i) 

puis»  en  ayant  égard  à  Féquation  (19)»  et  posant»  après  les  différenciations     z  =  x, 
on  trouvera 

r(r-i) ...  (r^n-4-i)4--(r-a)  (r-a,-i) ...  (r-a-D4-a)[»-(n-i)a]  -|-  etc. 
,  ^,  j +  7  (s-a)  (»-a-0  •—  (s-a-n+a) [r-(n-i)a]+8(8-i) ....  (s-n+i) 

= (r+s-na4"ï)  (r+s-na) . .  (r4-»"na-n+a)4-n(a-i)  (r^-s-na+O  (H"S"D*)  •  •('^4"*" '**"'^+^ 
,4-D(n-i)(a*i)'(i4-s-na-4-i)(r-4-s-na)...(p4-8-na-n-f4)  +  "  ••••••  4"'«^'3*""(^"0°' 

Si»  dans  Téquation  (sa)»  on  prend 

a  =  i,         r— n-}-*=îc»         s  — n  +  *=JK» 

i 

on  obtiendra  la  formule  connue    : 

<d^-i)...(a>fn-i)4-"a?(a4-i)...(aH-n.a)j^4-^^^^ 

('^)  j .•.+-^'-^  <H-i):r(r+i)...(j+n-3)+ 7^ 

Si  Ton  fait  an  contraire 

T=x,         a  =  A4"*»       ®^       s4-r=nû  —  *> 
on  trouvera  - 

a:{x-î) (a?-n4-ï)  —  («-A)(j?-^-i) (a?-A-n+i) 

•  f 

(v)  ^  ^:,  5i!?^^(a;-aA)(ap-aA-i)...(a?-aA-.n+i)-...±:(a?-nA)(a?-nA-i)...(j?-n/i-D-i) 
=  1.  a. 5....  n^  A". 


(5,  ) 

Cette  dernière  formule  peut  être  facilement  établie  par  le  calcul  aux  différences  finies ,  et 
ne  diffère  pas  de  Téquatioa 

(28)        A"  {  {x — nA)(aj— nA— 1)...  {x — nh — n+0  )  =i.2.5...n.  Aœ», 

qui  suppose  seulemekit    Aa;  =  A. 
Rerenons  à  l'équation  (18].  Si»  dans  cette  équation  Ton  remplace 

P    ?^^    -yr*     Q    par     ^      et     f/    par    FfF . 

m 

00  aura  simplement 

!    d-{fr-P)       ïïd{WQ)  d^^{W'^'P)       n{n^i)  d-{W-Q)  d^-{W^-P) 
^      rfa?"  I       dx  </a?"— *         "^      i.a  dx*  rfa?"-*         'T' "  ' 

D(n-i)<f'(^'P) //"-'(FT— '<?)       n^(frP)rf'>-V(yr"-'<?)       ^pd^[JV^Q) 
,,   "  i.a  rfâ?*  dx"^*  1        dx  </a?"-»  rfx" 


Concevons  maintenant  que.     s     désignant  une  quantité  quelconque»  et    R    une  fonc- 
tion de  la  variable    x ,    on  prenne 

dW 


(5o)  P=R\  1  — (05— s) 


fVdx 


Rien  n'empêchera  de  supposer ,  après  les  différenciations  s  =£b  »  ou ,  ce  qui  revient 
au  même ,  de  supposer ,  avant  les  différenciations ,  a  =  «  •  Or ,  dans  cette  hypothèse , 
réquation  (29)  donnera 

dx'       ~*"i       dx  dx'-'         T«'«Tj       ^^  rfo!»-'         **"  dx" 


d" 

Q- 


(*-.)fr— B^j        n  rf(f^Ç)rf— j(*-.)^->il^j 


</ir"  i       </iC  rfa? 


/' 


rfw 


4.^__^      ^^     — ■  -    ^       _  _  -  ' 

»      t      •     ^        ^—  I      '  ^^^— ■  WW^  I        ■ 

i   devant  être  réduit  à     se,     après  les  différenciations.  D'ailleurs  on  a  généralement, 
^otts  cette  condition»  en  vertu  de  la  formule  (19)  > 


(  5«  ) 


=  in 


el  par  conséquent 

//ar"»  rfdp"  7x^  dx"^' 

/r     désignant  la  dérivée  de     jR     par  rapport  à     x.     Donc  Téquation  (5i)  pourra  é 
réduite  à 

Ç  — 7;;:r— +  7 -rf^ rfP^^^:^ +-+-frlf — j^^, —  +«-j^ 

Si ,  dans  cette  dernière ,  on  échange  entre  elles  les  lettres     Q    et     R ,     on  aura  enc< 

^     rfx"     +7^^^ — 5^=^ — •+"-+7"7^ dl^' — +*     dx"-' 

linlin ,  si  l'on  remplace ,  dans  l'équafiou  (52),     Q    par     QfF'    et     n     par     n  — 
on  en  tirera 


(54) 


d'-'(QRtV'-^W) 


dx 


puis  y  en  retranchant  de  Téquation  (?a)  la  formule  (54)  multipliée  par     n>     on  tro 
vera 


(35) 


dx    j 


rfa: 


d^^ifV^R)    ,    n  //»"'(^"-«/^^)       n(n-i)r/(/r'Q^)  (/°-3(^F°--i?0    . 

^        dx'"-'       "'"7      ^  e/a?»-»         "^     i.a  r/a;  /^x"-^  "^ 


dx"" 


(53) 

Un  peut  vérifier  directement  ces  diverses  formules,  pour  des  valeurs  particulières  allri- 
baées  au  nombre  entier    n  ,     par  exemple ,  pour  les  valeurs     u=i,  n  =  2,  n=r3,  etc. 

Si,  dans  les  équations  (32)  et  (35),  on  pose 

on  en  tirera 

(,>6)  ^ - 

(5-hn)"-'+7(r+i)(s+n-i)"-+î^î^^(r  +  a)n8+n-2)'-^^+.^ 


et 

(r+sjÇr+s+a)-'  — r(r  +  n)— — s(s4-n)—    ^ 

rs 

-^  (s-hn.,)-.4.»(!î^l)  (r+a)(H-n.a)-'+...+  ^^>  (^f  a)  (r+n-a)-'+  J  (r+n-i)"-  ; 
puis-,  en  prenant     s  =  r,     on  conclura  de  Téquation  (.^7) 
(58)  .  (,r4-n)---(r+or-  ^ 


r  (r-4-n.i)"-'+î^"-^)(r4->)(r4-n-a)»-'+...+  î^''-^  (r+n-2)-'(r+a)4.  ^(i+n-i)—  . 

Si  l*on  fait  maintcuanl     r  =  o,     on  trourcra 

v5o)      a(n-i)n"-'=  îl(„-i)— »4.2l"- 0  a'(n-2)— '-}-.. .+  ^"-i^  (n-a)"-^2'4.  "-  (n-i)»-'  . 
Si   l*on  pose  dans  l'équation  (35) 

<^i^  cîii  tirera 

(^^x   (r4^)(r+H-«"'"+0--(r+H-^"-0-r(r+an-u+i)..(r4win-i)-s(s4-an-+i)..(s 

rs  ~~  ~"" 

1    LsH-(n.i)a-i]...[s-f(ii-i)a-n+a]H — 7— ^[s+(n-a)a-i]...[s4.(n-2)a-n+5](r4-2a-j)-U... 
• »--"^";^'^[r+(ii-a)a-i]...[r4.(n-a)a^n4^^ 

*-^^»"squ'on  prend  dans  Téqualion  (4o) 

a  =  i,         r  =  a;,         8=ji 
^"^"^   Retrouve  la  formule  (s«6) 


(  5«  ) 


==in 


dx"^  dx 

cl  par  conséquent 

rf-(^-jR)       (/-    {c^z)W^-^R~^\        d^{1V'^R)  d^''\W' 


—  in 


//ar*  rfdP"  dx^  dx^ 

/r     désignant  la  dérivée  de     R    par  rapport  à     x.     Donc  Téquation  (2 
réduite  à 

Si ,  dans  cette  dernière ,  on  échange  entre  elles  les  lettres     Q    el    R , 

d^iORTV^) 

liniin ,  si  Ton  remplace ,  dans  l'équation  (3s),     Q    par    QX^'    et  ~n 

on  en  tirera 

d—UQRlV'-^fV') 
(34)  ---_ = 

puis»  en  retranchant  de  Téquation  (Sa)  la  formule  (54)  mu' 
vera 

(55)  '  ''^    ' 


n(n-i)<<(^'ii^)rf'-^^-'<?" 


(  5s  ) 

rf-j(a?-r)r(a?)j             d^-'î{x) 
— ! =  Di : 

el  par  conséquent 

dx 


rf-(^-jR)       d'-    {a^z)lV^-^R^\        d^{W^R)  rf— '  ]V— »ll 


—  in 


rfa?"»  dx"^  i/«»  </a;"-* 

_  d^'{W^K) 
dx 

/?'     désignant  la  dérivée  de    R    par  rapport  à     x.     Donc  Féquaiion  (5i)  pourra  être 
réduite  à 

^—Ji^. — 'T-rf^^        rfi^^:"^^: — +...+-frjr — ^^^^^ — +'^—7^ — 

Si ,  dans  cette  dernière ,  on  échange  entre  elles  hs  lettres     Q    et    A  »     on  aura  encore 

Enfin ,  si  Ton  remplace  9  dans  Féquation  (Ss)  »     Q    par     Q^'    et  ''n    par     n  —  iv 
on  en  tirera 


(54) 


d'^^(QRlV^-^TV') 


dx"^^ 


puis»  en  retranchant  de  Téquation  (Sa)  la  formule  (54)  multipliée  par     n,     on  trou< 
▼era 


(5S)  •    •  


dx    4 


£^d? 


^c<--i(^tij{^j        n  Mr^,tf— (^--/l')    .  n(n-i)rf(^r><?')  ^"-^(If^— 'iî')    . 


(53) 

On  peut  Térifier  directement  ces  diverses  formules ,  pour  des  valeurs  particulières  atlrl- 
buées  au  nombre  entier    n»     par  exemple,  pour  les  valeurs    u=?:i,  0  =  3,  n  =  3,etc. 

Si,  dans  les  équations  (3s)  et  (35) ,  on  pose 

OD  en  tirera 

(r4.84>fi)'»^(f4-u)'>  _ 


s 


1  1  •  3  1 

et 

(r+BJCr+s+a)*-  — rÇr+n)-^'— »(3+D)-'   _ 

(5-)  -. 

1(5+0-.)— +5M  (r4.a)(H-n.a)-'+...+  ^'';^-^  (^4^j(r-|.n-a)-'+^(r+n-i)«-  ; 
piiii,  en  prenaat    8:=r«     on  conclura  de  l'équation  (37) 
(58)  i  (a,-fn)>-'  — (r+o)-'  ^ 


"-(r+n-.)"-4-  "^^  (r4-») (r+n.!i)-»+. ..+  ?^  (r4.n-2>-î(r+a)4.  ^ (r+n- 1)—  . 
Si  Ton  fait  maintenant     r  =  o ,     on  Irourera 

(39)    a(n-i)n»-'=-(n-i)— 4.îîl°-^a'(n-a)"-î+...4.îîi5l!i(n-a)»-'2'4.-(n-i)"-'. 
Si  l'on  pose  dans  réquMion  (35) 

00  en  tirera 

•+"^~^[r+(n-a)a-i]..^ 

Lorsqu'on  prend  dans  TéquaUen  (4o) 

a  =  i,         r  =  x,        8=ji 
oa  retrouve  la  formule  (s6) 


^    désignaiu  um  qmalUé  positiire ,  on  tirera. facilement  de  la  ibrinule  (3)  les  iraleurs  de« 
inlégraics 

( 

^^      o 

cl  par  suite ,  les  râleurs  des  intégrales 

( 


i5)     /      05    e  cosercc— -j  da;.,     #      a»    e  sinif» jax. 


X     c  *    cosifx— -j  rf«,    I     œ    e  '  ,  sîn«(^a? J  dœ  . 

On  parfiendra  de  cette  manière  à  des  résultats  que  Ton  peut  déduire  directement  de 
inéquation  (ta)  »  en  y  remplaçant    s     par    s  -H  ^  l/^  • 

Corollaire  3.*. Si  l'on  pofte 

/(a;»)=e      coèt»^ 
s    désignant  tonfom^s  une  quantité  positive ,  on  aura 

C  COS<X.rfx  =  < — yC    '*  , 


00  ^  i« 

X     e       coslo?.  c{a:T  =  (-— I  )    — ^ ^ 

as?       <//*- 
o 


/an    ^«^*-l^'  „       •>     an    ^g^aî»+-p) 

â!^     e  costx.dx=:€      i     X     e  costx.dXf 


o 
et  par  suite ,  la. formule  (3)  donnera 

00 


(,8) 


/an    -•^jî>4-_L^ 
X     e  '*    .costa»«dâ?  = 


\ 

I 

K"77       (n+i)n   rf'g-77    ,    (n4-^)(fi4.t)n(tt-i)  1/4^^-47  ^  l 

— TTt —  +         '  -  , 7~i etc. . . .  i 

i.a  dt^      ^^  1.1.3. 4  dt^  \ 


Si ,  après  avoir  effectué  les.  différenciations  indiquées  dans  le  second  membre  delà  formule 
précédente ,  on  pose  <  =  0 ,  on  retrouvera  »  comme  on  devait  s^y  attendre  ,  l'équa- 
tion (l'i)* 


SUR  m  NOUVEAU  GENRE  D'iNTÉGRALES. 


Dans  le  mémoire  déjà  cité  [page  541»  ^^  relatif  à  la  coDTersiôn  dea  différences  finies 
des  poissances  en  intégrales  définies^  j'ai  considéré  un  nouveau  genre  d'intégrales  que 
j'ai  désignées  sous  le  nom  d'intégrales  extraordinaires ,  et  qui  ont  quelques  rapports  avec 
le  calcul  des  résidus.  Je  vais  indiquer  ici  en  peu  de  mots  leur  nature  et  leurs  principales 
propriétés» 

Soient  f{x)  une  fonction  de  la  variable  x,  qui  ne  s'évanouisse  pas  avec  cette 
tariable ,  r  et  h  deux  quantités  réelles ,  dont  la  première  reste  positive ,  et  n  le  plus 
grand  nombre  entier  compris  dans    r  -f*  i  •     L'intégrale 


w  /  *M,. 


/ 


aura  ttécéessairement  une  valeur  infinie.  Mais ,  si  l'on  pose 


a?  ^,  ,    .      .      iF*    ^*^    ,     .  .  X 


n— I 


F(x)  =  f (o)  4-  -  r (o)  +^f»+...  +  ,,3..^  (,..    ^->(o) 
(»)       { 


notégrale 

(3)  f'mzi^dx 


**  f(a!)-F(«) 


obtiendra  en  général  une  valeur  finie;  et  de  plut  on  reconnaîtra  facilement  que  le  seul 
moyen  de  rendre  finie  la  valeur  de  l'intégrale  (3),  en  prenant  pour  F  (as)  une  fonction 
rationnelle  et  «ntière  de  la  variable  tt,  eat  de  supposer  F  (x)  déterminée  par  le 
moyen  de  l'équation  (a) .  Si  Ton  adopte  cette  hypothèse ,  Tint^ale  (3)  deviendra 

t/o  i"^"^*-'  ((*■)))*—*' • 

-.  .    1 

l'ne  seule  inl^aie  de  ce  genre  correspond  à  chaque  valeur  donnée  de  la  fonction    f  (a;). 

9 


y 


(5«) 


Pour  abréger,  je  désignerai  Tinlégrale  (4)  à  l'aide  de  la  caractéristique    /^  accentuée, 
et  placée  devant  le  produit    — ^~-  dxt    ensorte  qu'on  aura 


(5) 


t/  0      «'■^'  ^o     j    s»  a?-«     ((2»))  ja?'-»»-»-' 


De  plus,  je  noimnepai  Texpresslon  (5)  intégrale  cxlraordinairt;  et  l'opération  par  la- 
quelle on  la  détoFnrine,  imégratùm  exira&rdinaine. 

Pour  généraliser  la  fprniule  (5) ,  et  la  rendre  «applicable  à  toutes  les  hypothèses  que 
l'on  peut  faire  sur  la  râleur  de  la  quantité  réelle  r ,  il  suiBrait  d'admettre  que  »  dans 
cette  formule ,  p  peut  recevoir  des  valeurs  négatives ,  et  que ,  dans  tous  les  cas  ,  on 
désigne  par     p     celui  des  termes  de  k  progression  arithmétique 

—  00,....  —  5,  — 4*  — 3,  ^r^$,  -T-i,    q,     1,     %,    S,     4«     5... .+  00, 

qui  est  égal  ou  immédiatemens  inférieur  à  r  -f.  1 ,  C'est  ce  que  nous  ferons  désormais. 
Cela  posé ,  il  est  clair  que ,  si  la  quantité  r  devint  négative ,  n  sera  négatif  ou  nuL 
On  aura  donc  alors 

f  m    » 

Cy   7_      V  TTTTr  =  0   , 


et  par  suite 


(6) 


Ainsi ,  toute»  les  fois  que  l'on  suppose    r    négatif,  l'intégrale  extraordinaire  se  confond 
avec  l'intégrale  ordinaire ,  et  le  signe     /*    peut  étr«  remplacé  par  le  signe     /*. 

Concevons  maintenant  que  l'on  représente  par     s     une  nouvelle  variable  ,     par 
f(ir,8)     une  fonction  des  deux  variables    œ,  s,     etp^r 


(7) 


ce  que  devient  l'expression  (5),  quand  on  y  remplace    f  (as)     par    f(aj,8). 
On  aura  évidemment  .        i      i  • 


(8)    ~ 
as 


# 


(  59  i 

On  troarera  de  mémcj  en  intégrani  par  rapport  à     5    entre  deux  limites  quelconques 
s  =  a.  s  =  b  , 


(9) 


eomme  bous  le  signe     f.     Eu 

partant  de  ce  principe /on  déterminera  sans  peine  les  valeurs  de  quelques  intégrales  ex- 
traordinaires ,  cemoie  00  tï  le  iaire  rmr. 

« 

1."  Problâaae.  DéHrmhiêt  la  vmtefitr  de  FitOégralâ  eocêMàrdlnaitc 


(.0)  J5  =y* 


a;»-»-» 


r   0t   6    HanX  des  quantités  poêitives* 

Soltaum.  Soit  toujours  n  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  r  -4- 1  •  La 
^fttCDce  n-^r  sera  né^aliré;  et,  éndilPérénctânt  n  fois  par  rapport  à  s  l'é- 
quation (10),  on  trouvera 


'00  .  ^00 


(hi  a  d'éiHMto  »  A  adoptant  la  iK>tatioil  d6  M.  Légendfe  tviD]^  la  page  9  é<  b  ii.^té^ôn 
de  caiçal  infinitésimal] , 

r    a>»-»T«e— 'doj  =  s»-»r(»-*-r) . 
Cela  posé ,  la  formule  (11)  donnera 
N  ^  =  (-0"»"-r{n-r). 

Si  l'on  intègre    n    fois  cette  dernière  par  rapport  à     s  «    à  partir  de  .  s  =  o  ;     et ,  si 
l'on  sap^^o^ ,  ëvée  M.  Legendi^ ,  €(Tie  ré(|uafion 

(»3)  r(p4-i)=rr('r), 

établie  pour  des  valears  ptiltiyes  de  la  varialde    r ,     subsiste  encore  pour  des  valeurs 
négatives  de  la  même  variable ,  on  trouvera  définitivement 

N  S  =  s'  7 w°"''^  ^      .    ,v=^^'r(--^r). 

(B-r-i)(û-r-a)...(-r)  ^ 


(6o) 
On  aura  donc  géaéralement 


(.5) 


Corollaire  i."  Soit    fl  =  i;     on  aura  simplement 

Si  9  dans  la  formule  (16)  »  on  remplace  r  par  —  r  ^  on  derra  y  remplacer  en  même 
lemps  le  signe  f  par  le  signe  /*;  et  Toiv  retrouyera  évidemment  la  formule  qui 
sert  à  définir  la  fonction    r(r)  ^    savoir  , 


00 


{17)  /      as'-"e-'rfa;  =  r(r) . 

'^  o 

CorolUtirt  2.*  En  supposant  la  quantité  r  prise  entre  les  limites  o  et.  1  ^  on  dé- 
montre aisément  la  formule 

(18)  r(r)r(i— r)=-T-îî— , 

[voyez  la  35.*  leçon  de  calcul  Infinitésimal]  »  que  Ton  peut  ensuite  étendre»  en  vertu  de 
l'équation  (1 3} ,  à  des  valeurs  réelles  quelconques  de  la  quantité  r.  Si,  dans  la  même 
formule ,  on  remplace    r    par    —  r ,     on  en  tirera 

Par  suite,  la  formule  (lâ)  donnera 


(20)  s'= — ^ — • — ' ^ — - — *'—  I 


X 


T+l        • 


Si  Ton  prend  la  différence  finie    m""'    de  chacun  des  membres  de  l'équ&tion  (20) 
par  rapport  à     s  ;     et,  si  Ton  fait ,  pour  abréger,     As  =  i  ,     on  trouvera 

TT  ,y  O  a;*+' 

Quand  on  suppose    r<[m ,    on  peut  remplacer  le  signe    C  par  le  signe    f  ,      dans 
Téquàlion  (21),  qui  se  réduit  alors  à  la  suivante 


(6.  y 

(iî«)  A"'s'—  ■  ^  ^   ^ ^   ~.  ^  ■  /      e    •'(«'— i)  —r-. 

Cette  dernière  coincide  avec  une  formule  donnée  par  M.  Laplace.  " 
Corollaire  3.*  Si  l'on  différencie,  par  rapport  à     r ,     Téquation  (20);-   et,  si  Vqq  Aé^ 
àpïe  par  la  caractéristique   1    les  logarithmes  pris  dans  le  système  dont  la  base  est    c , 
en  trouvera 

(R—lsr)*— '(«-'— 1)  — —  , 

h  râleur  de    R    étant  donnée  par  la  formule 

W)  ^^rf.lrÇr-i-.)  co«Cr  +  .),  ^ 

Ajoutons  que  »  «1  Ton  nomme  c  la  constante  dont  Euler  fait  mention  à  la  page  444 
<!e  son  calcul  différentiel»  et  dont  la  valeur  approchée  est  0,577916... ,  on  aura ,  en 
vertu  d'une  formule  connue  [voyez  la-  4»'  partie  des^exercices  de  calcul  intégral  de 
M.  Legendre] 

ar  ^y  o    i-z 

Quand  on  suppose  r<^ra ,  on  peut  remplacer  le  signe  /*  par  le  signe  f ,  dans  l'é- 
quation (s3) ,  qui  se  réduit  alors  à  la  suivante 

*,    1  X        r(r4-i)sin(r4-ryir- /»«o,-,       ,     ^  ,  .m  dx 

(»6)       A-C«'i»)=     ^  ^      „   ^  ^   \/p   (R-.la.)6-.-(6-'-,)   _^. 

Si  r  -f- 1  devient  précisément  égal  au  nombre  entier  n ,  sin  (  r  4- 1  )  ^-  s'évanouira  ; 
mais  on  tirera  des  formules  (24)  et  (26)  combinées  entre  elles 


(27)  A»<s— 'ls)  =  r(n).cosn7r.  /*   «J""(«""— iT-r: • 

ou ,  ce  qui  revient  au  môme 

a5-«c-«'(e-'— i)  dx. 

2.*  Problême.  Déterminer  les  valeurs  des  ifUigrales  extraardinaireê, 

•'*>  dx  ...  y^'»  .         ^  dx 

6~"sm(aj 


^  C— Costa; ^;;^.  (3o)         y^ 

r   et    a     él<t»t  dee  quantités  positives. 


r-f  1 


(63   ) 

Solution.  En  opérant  comme  dans  le  premier  problème,  et  ayant  égard  aux  formult^^ 
(i3)  de  la  3).'  leçon  de  catout  infinitésimal,  qui  subsistent  dans  le  cas  même  oii  n 
devient  un  nombre  quelconque ,  on  trouvera 

^   e-'costaî^jP5:^  =  i K    ^ -r ^  T-  v    ;   r(-r)  , 

(30  {         '  ' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/    A      «-•'  cos  tx  —^57^  =  ( s*  + 1» )' cos  fr  arctang  -  J  -  r  (  — r ) , 

(5^) 

f    /        «-"sinta? -^^  =  (s»+t»)'sinrr  arctang- l.r(  —  r) . 

Si,  dans  les  équations  précédentes,  on  changeai!    r    eo     «^r,     il  fandrait  en  même 
temps  remplacer  le  signe   Ç   par  le  signe   y  ,    et  l'on  se  trouverait  ramené  aux  for 
mules  connues 

X'-' «-"•' cos  laîrf»  = i-^  cos  (r  arctang-) 

(53)   :        {  '    ^    ' 

/Qo                                              r  (r)  /  fv 

x'-'e-^'sînljBcte  = ^— ^ — sinfrarctanc- 1  . 

Corollaire.  Si,  dans  les  équations  (3  s),  on  prend    s  =  o,  et  t    positif ,  elles  donneront 

/'»  *  éx  .        rir       ,         . 

costx  — r-  =  ^  cos  —  .r(  —  r)  , 

(34)  {        ,  , 

smtx — T— =  —  t'sm  —  .r( — r)  . 


De  ces  dernières  combinées  arec  Kéquation  (i  9)  on  déduit  facilement  les  deux  formules 

(35)  { 

/'oo        /r4-»              \    ^o;                 ir 
COS     — ! It  —  tX]  7— =-7 r r-  t'   , 


(65  ) 
3.  *  Problème.  Détermmef  la  vaUur  de  VintégraU  extraordinaire 

■ 

r     e£     5     ^eant  cfetf  quantités  positives. 

Solution.  Gomme  on  a,  en  vertu  d'une  formule  connue  [voyez  la  4o.*  leçon  de  calcul 
infinitésimal]  y 

OQ  Iroitv^ra 

Z     étant  une  fonction  de     t    déterminée  par  l'équation 


(39) 


D'ailleors,  en  vertu  des  formules  (35),  on  aura  «pour  toutes  les  valeurs  positires  <Ic  s, 

y^*C0s[i±i^+«(8  +  s)»]-|^  =  0. 

pour  des  valeurs  de    z    inférieures  à     s , 

et ,  pour  des  valeurs  de     z    supérieures  à     s  » 

En  conséquence,  la  fonction  de    z,     représentée  par    Z»    sera  toujours  nulle  enirc- 
les  limites     £  =  o ,  ;?  =  s  ;     mais  entre  les  limites     2;  =  s ,  2  =  oo  ,     oi|  aura 

r(r+i)  ^  '^ 

Cela  posé ,  l'équation  (38)  donnera 


*     ^    ^  L    2  J  a?"^»        i  (r-f.i)  y    o^  ' 


z  .>. 


I 


(64) 

On  peut  quelquefoM  se  servir  dès  latérales  extraordinaires  pour  découvrir  les  rela- 
tions qui  exbtent  entre  des  intégrales  ordinaires.  G*est  ce  que  je  vais  montrer  par  un 
exemple. 

4-*  Problème.  Déterminer  te  rapport  des  deux  itttégrateê 

(4l)    /       X'«-'C0Sf fàSXjdx,  (42)/ y  "TV    -r-    K    J.^'-''dx, 

t 

r    et    s    désignant  des  quantités  positives. 

Solution.  Pour  résoudre  la  question  proposée ,  il  suffira  de  transformer  les  intégrales 
(4i)  et  (42)  en  intégrales  extraordinaires  à  l'aide  des  formules  (3i)  et  (34)*  Eo  effet, 
on  tire  des  formules  (34) 


X 


(rir  \  ,         rir  i      ,  '    ^^  - 

'cos 2sa5   =;a5'cos  —  cosasaj+ac'sm — smsso? 

\  2  J  3  a 

caS2s:r     /^'ao  dt  sinaso;      v^'ao  .  dz 

=  — ; — r  /      cosxz — ; — 7    A     sinxt — -— 

r(-r)y    o  2f'-»-'  r(-r)  y    o  2'  +  « 

=  — r r     /  C0S(2S  +  ;)X T—  ; 

r(-r)y   o        ^     ^  '    jt+i 
et  par  suite ,  l'intégrale  (40  peut  être  réduite  &  l'expression 


r( 

la  valeur  de    Z    étant 

9 


1         /*'*y   ^^ 

17) y   o      r'-^»  ' 


Z=  /"^e-"C08(2s  +  «)«.rfîB  =  Y«"'^''"*'^'  • 
On  aura  donc 


(43) 


x'e^'cos  —  —  9sa5la»=-- — r  /      «••*"•;'  — rrr* 
.0  La  J  r(-r)./   o  «'+» 


De  plus,  on  tirera  de  la  formule  (3i) 

(8-a?V^My+(s+a?V/:i)' 1 


1  •»'«  di 

r(r)y    0  «'•^*  . 


et  par  conséquent,  l'intégrale  (40  prendra  la  forme 


t1P)J  o  ^7^  ' 


(65) 
la  valeur  de    Z    étant 


e""'*C08«aj.rfx= — e   *    • 
o  a 

On  aura  donc 

(44)       P"^ 'i^-x\riy+is+xi/r,y  ^^,.^^_    ^'      /^^'«-'-^•J^ 

^  o  a  rj[-r)e/  o  z'+« 

Si  maintenant  on  compare  l'équation  (4S)  à  Téquation  (44)  »  on  trouvera 


(45) 


o  \  a  y  f/    o  2 


On  se  trouve  ainsi  ramené  à  une  formule  que  nous  avons  établie  par  une  autre  méthode 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomatique  de  iSas. 

Corolfaire,   Si,  dans  Téquatien  (45)  on  suppose    r  =  n,     n     désignant  un  nombre 
entier ,  on  aura 

cosf asaj|  =  (-^i)«cosasaî  , 

si    n    est  pair ,  et 

cosf — — 28aj|  =  (— i)  »  sinassD  , 


00 

/#/*s                                      M                   •«          1. 3. 5...  (an- 1  ) 
(46)  /       aî"e^''rfx= -i i 


si    n    est    impair.  Si ,  dans  la  même  hypothèse ,  on  développe  le  second  membre  de  la 
formule  (45) ,  et  si  Ton  a  égard  à  l'équation 

on  trouvera  »  pour  des  valeurs  paires  de     n , 

/oo 
a;'c""'cos  2saît  rfaî= 

(-.);±2n[.  _!M!i:o  Q-+  ■('-  )  (■-;)  (-^)  (1)'- ] 

et  pour  des  valeurs  impaires  de    n 


(48)  • 


/ 


00 

«■«"••'sin2sa;.rf«= 


JîziTrFs-r-'r        n(n-i)^i  y  ,n(n^^)(n-2)(n-5)/,^4  "l 

^-')*  — r~v — r-U;+ ru U;- J 

La  formule  (4)  s'accorde  avec  l'équation  (i8)  de  la  page  54* 

lo 


SUR  LES  MOMENTS  LINÉAIRES. 


La  théorie  des  moments  Unéaireê  se  lie  intimement,  d'un  côté>  à  la  théorie  des  mo- 
ments des  forces  »  pris  par  rapport  à  un  point  fixe ,  et  représentés  par  des  surfaces 
planes;  de  l'autre»  à  la  théorie  des  couples  établie  par  M.  Poinsot:  et  fournit»  comme 
cette  dernière ,  les  moyens  de  simplifier  la  solution  d'un  grand  nombre  de  problêmes 
de  mécanique.  Elle  a  d'ailleurs  l'arautage  de  faire  disparaître  les  difficultés  que  présente , 
dans  certains  cas ,  le  choix  des  signes  qui  doivent  affecter  les  surfaces  désignées  sous  le 
nom  de  moments.  Enfin  elle  s'applique ,  non-seulement  aux  forces ,  mais  encore  à  toutes 
les  quantités  qui  ont  pour  mesure  des  longueurs  portées  sur  des  droites ,  dans  des  di- 
rections déterminées ,  par  exemple ,  aux  vitesses  et  aux  quantités  de  mouvement.  Nous 
nous  bornerons  »  dans  cet  article ,  à  exposer  les  principes  de  la  nouvelle  théorie ,  et  nous 
considérerons  en  particulier  les  moments  linéaires  d'une  ou  do  plusieurs  forces  appli- 
quées h  un  seul  point.  Pour  que  l'on  puisse  facilement  comprendre  ce  que  nous  avons 
à  dire  à  ce  sujet  »  il  est  d'abord  nécessaire  de  rappeler  quelques  définitions  générale- 
ment adoptées. 

Soit    P    une  force  quelconque  appliquée  au  point  matériel     {4)  9     ^^  représentée 

par  une  longueur  AB  portée  à  partir  du  point  {A)  sur  sa  propre  direction.  Si, 
d'un  autre  point  (0)  pris  à  volonté  dans  l'espace,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  la  direction  de  la  force  P ,  le  produit  de  cette  perpendiculaire  par  la  force  elle- 
même  représentera  le  double  de  la  surface  du  triangle     O  AB ^     qui  a  pour  base  la 

force  AB  9  et  pour  sommet  le  point  (  O  ) .  Ce  même  produit ,  équivalent ,  comme 
ou  vient  de  le  dire»  au  double  de  la  surface  OAB,  est  ce  qu'on  appelle  le  moment 
.de  la  force     P ,     par  rapport  au  point     (O).     De  plus»  le  plan  du  triangle     OAB, 

ou»  en  d'autres  termes»  le  plan  qui  passe  par  le  point  (O)  et  par  la  force  ABt 
est  ce  qu'on  nomme  le  plan  du  moment.  Gela  posé  »  il  est  clair  que  le  moment  d'uue 

force  AB  reste  le  même,  lorsque»  sans  changer  la  direction  de  la  force»  on  dé- 
iplace  le  point  [A)  de  manière  à  le  transporter  en  un  autre  point  {A')  de  la  direc- 
tion dont  il  s'agit.  En  effet»  si  ^  sur  la  droite  AB  prolongée  »  on  prend  A^B'=:ABs 
•les  deux  triangles  VAS,  OA'B\  auront  des  basea  égales  avec  la  même  hauteur, 
A  par  conséquent  des  surfaces  égales. 

Le  moment  d'une  force  n'étant  autre  chose  que  le  produit  de  cette  force  par  la 


(67) 
perpendicalaire  abaissée  d'an  point  denné  sur  sa  direction ,  le  point  à  partir  duquel  on 
abaisse  la  perpendiculaire»  s'appelle  l'origine  ou  le  centre  des  moments.  Le  plus  sduFont , 
OD  place  le  centre  des  moments  à  l'origine  même  des  coordonnées.  La  droite  menée  du 
centre  des  moments  au  point  d'application  de  la  force  sera  désignée  soûs  le  nom  de 
rayon  veeteur*  Ce  rayon  recteur  est  l'un  des  côtés  du  triangle  OAB9  dont  la  sur- 
face doublée  équivaut  au  moment  de  la  force    A  B  ;     d*où  il  est  aisé  do  conclure  qu'on 


obtiendra  encore  un  produit  égal  à  ce  moment ,  si  l'on  multiplie  le  rayon  vecteur  O  A 
par  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  {B)  sur  ce  rayon  vecteur»  ou,  ce  qui  re- 
tient au  même,  par  la  projection  de  la  force  AB  sur  un  plan  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur 

Si  l'on  projette  sur  un  plan  quelconque  le  centre  des  moments  et  la  force  AB , 
on  obtiendra  en  même  temps»  pour  projection  du  triengle  OAB9  un  nouveau 
triangle  qui  aura  pour  sommet  la  projection  du  point  (O)  »  et  pour  base  la  projec- 
tion de  la  force  AB.  Ce  nouveau  triangle  sera  donc  celui  dont  la  surface  doublée 
mesure  le  moment  de  la  force  projetée  par  rapport  à  la  projection  du  centre  des  mo- 
ments. Ainsi  »  le  moment  de  la  projection  d^une  force  sur  un  plan  quelconque  est  égal 
h  la  projection  sur  ce  même  plan  d'une  surface  équivalente  au  moment  do  la  force 
donnée  et  comprise  dans  le  plan  du  moment.  C'est  ce  que  nous  exprimerons  en  disant 
que  te  moment  de  la  projection  (Cune  force  ne  diffère  pas  de  la  projection  de  son  mo^ 
ment. 


Le  plan  du  moment  d'une  force  AB  =  P  peut  tourner  dans  deux  sens  différents 
aatoar  du  centre  des  moments.  Si  l'on  vient  à  fixer  ce  même  centre  »  et  que  le  rayon 
vecteur  se  change  en  une  droite  rigide  »  la  force  appliquée  à  l'extrémité  mobile  de  cette 
droite  tendra  évidemment  à  imprimer  au  plan  du  moment  un  seul  des  deux  mouvements 
de  rotation  qu'il  peut  prendrOt  Supposons  que  ce  mouvement  s'effectue  et  que  l'on  ait 
élevé  par  le  centre  des  moments  un  demi-axe  perpendiculaire  au  plan  :  un  spectateur 
qai  posera  les  pieds  sur  le  plan  de  manière  à  s'appuyer  contre  le  demi- axe»  verra  les 
différents  points  du  plan  se  mouvoir  »  en  passant  devant  lui  »  de  sa  droite  à  sa  gauche 
oade  sa  gauche  à  sa  droite;  ce  que  nous  exprimerons  en  disant  que  le  mouvement  de 
rotation  a  lieu  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite  (*).  On  doit  observer  au  reste 
que  si  »  par  le  centre  des  moments  »  on  élevait  à  la  fois  deux  demi-axes  perpendicu- 
laires au  plan  du  moment ,  le  même  mouvement  de  rotation  paraîtrait  s'effectuer  au- 
tour de  l'un  de  ces  demi-axes  de  droite  à  gauche  »  et  autour  de  l'autre  »  de  gauche  à 
droite.  Revenons  maintenant  au  cas  où  l'on  trace  un  seul  demi-axe  »  et  supposons  que 


(*)  Le  moyen  qae  noot  emplojoof  ici,  et  à  l'aide  daqael  on  dittingne  fiicUement  les  deux  espèces  de  mon- 
vementsde  rotation  que  peat  prendre  un  plan  tournant  sur  lui-même  autour  d'an  point  donné»  est  celui  dont 
H.  Ampère  a  fait  usage  dans  la  Utéorie  de  i'éleetrieiii  tfynmniqtte. 


v 
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ce  soit  précisément  celui  autour  duquel  le  mouremeut  de  rotation  s'effectue  de  droite  à 
gauche.  Si ,  à  partir  du  centre  des  moments  »  on  porte  sur  ce  demi-axe  une  longueur 
numériquement  égale  au  moment  de  la  force  P  ,  on  obtiendra  ce  que  nous  appellerons 
le  moment  linéaire  de  cette  force.  La  direction  de  ce  moment  linéaire  sera  celle  du 
demi-axe  sur  lequel  il  se  compte;  et  son  intensité  aura  pour  mesure  le  moment  même 
de  la  force    P . 

Goncerons  à  présent  que  »  dans  le  plan  du  moment  de  la  force  P ,  on  fasse  varier 
cette  force  en  grandeur  et  en  direction  »  de  sorte  qu^elle  se  change  eu  une  nouvelle 
force  P'  toujours  appliquée  au  point  {A  )  et  propre  à  faire  tourner  le  plan  dans 
le  même  sens  que  la  première ,  autour  du  centre  des  moments.  Les  moments  linéaires 
des  deux  forces  P,  P\  devront  être  portées  sur  le  même  demi -axe;  et  si  Ton  pro- 
jette ces  deux  forces  sur  un  plan  mené  par  le  point  [A)  perpendiculairement  au 
rayon  vecteur ,  les  projections  auront  encore  la  même  direction.  Imaginons  ensuite  que 
le  plan  du  moment  de  la  force  P'  vienne  à  se  détacher  du  plan  du  moment  de  la 
force  P ,  en  tournant  d'une  certaine  quantité  autour  du  rayon  vecteur.  Pendant  ce 
mouvement,  deux  demi-axes  perpendiculaires  au  rayon  vecteur,  aboutissant  à  deux 
points  différents  de  ce  rayon ,  et  assujettis  à  tourner  autour  de  ces  points  avec  le  plan  du 
moment  de  la  force  P ,  décriront  évidemment  des  angles  égaux.  Or ,  comme  on  peut 
supposer  que  ces  deux  demi-axes  coïncident,  le  premier  avec  la  projection  de  la  force 
P'  sur  le  plan  mené  parle  point  {A)  perpendiculairement  au  rayon  vecteur,  le 
second  avec  le  demi-axe  mené  par  le  point  (O)  et  sur  lequel  on  compte  le  moment 
linéaire  de  la  même  force,  nous  devons  conclure  qu'après  l'arrivée  de  la  force  P' 
dans  sa  nouvelle  position,  les  moments  linéaires  des  forces  P,P\  comprendront 
entre  eux  le  même  angle  que  les  projections  de  ces  forces  sur  le  plan  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur.  Il  est  d'ailleurs  essentiel  d'observer  qu'il  suffit  de  choisir  convena- 
blement l'intensité  de  la  force  P\  sa  direction  par  rapport  au  rayon  vecteur  dans 
le  plan  de  son  moment ,  et  la  quantité  dont  on  fait  tourner  ce  même  plan ,  pour  que 
cette  force ^  parvenue  dans  sa  nouvelle  position,  coïncide  avec  une  force  quelconque 
menée  par  le  point     (A).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  deux  forces  quelconques  appliquées  au  point  [A)  sont  projetées  sur  un  plan 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur  qui  joint  le  point  [A)  avec  le  centre  des  moments, 
les  projections  formeront  entre  elles  le  même  angle  que  les  moments  linéaires  des  forces 
données. 

Considérons  maintenant,  avec  deux  forces  P,  P\  simultanément  appliquées  au  point 
{A)  ^  la  résultante  R  de  ces  deux  forces.  Soit  toujours  (  O)  le  point  pris  pour 
centre  des  moments,  et  supposons  que  l'on  construise  tout-à-la  fois  les  moments  li- 
néaires des  forces  P.P\R^  avec  les  projections  de  ces  forces  sur  le  plan  mené  par 
le  point     {A  )     perpendiculairement  au  rayon  vecteur.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire , 
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les  moments  linéaires  formeront  entre  eux  les  mêmes  angles  que  les  projections  des 
forces  correspondantes;  et  de  plus  ces  moments  linéaires  seront  ^  en  vertu  de  leur  défi- 
nition même ,  respecliTement  égaux  aux  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  le  rayon 
recteur  par   les  projections  dont  il  s'agit.   Gela  posé,  concevons,  i.*  que  les  droites 

AB,  AC,  AD,     représentent  en  grandeur  et  en  direction  les  projections  des  forces 


2^  que  les  droites  *  OE,  OF,  OG,  représentent  en  grandeur  et  en  direction  leurs 
momenls  linéaires.  Les  trois  dernières  droites  seront  proportionnelles  aux  trois  pre- 
mières ,  et ,  prises  deux  à  deux  »  elles  formeront  entre  elles  les  mêmes  angles.  Par  suite  » 
les  deux  figures    ABCD ,    OEFG,     seront  entièrement  semblables.  Or  »  la  force 

projetée  AD  étant  la  résultante  des  forces  projetées  AB,AC,  la  figure  ABCD 
est  nécessairement  un  parallélogramme  ;  donc  la  figure     OEFG    en  sera  un  également. 

Donc  le  moment  linéaire  OG  de  la  résultante  B  sera  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  moments  linéaires  des  composantes;  et»  pour  l'obtenir ,  il 
suffira  de  mener  par  l'extrémité  du  moment  linéaire  de  la  force  P  une  droite  égale  et 
parallèle  au  moment  linéaire  de  la  force  P\  puis  de  joindre  le  centre  des  moments 
arec  l'extrémité  de  cette  droite.  Ainsi  les  moments  linéaires  se  composent  comme  les 
forces  elles-mêmes ,  et  à  l'aide  de  la  même  construction.  Cette  remarque  ne  se  borne  pas 
au  cas  où  l'on  considère  deux  composantes;  elle  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de 

forces    P»  P\  P",  etc Car  il  est  clair  qu'en  répétant  plusieurs  fois  de  suite  la 

construction  indiquée  d'une  part  sur  les  forces  combinées  deux  à  deux ,  de  l'autre  sur  les 
moments  linéaires  correspondants»  on  obtiendra  par  le  même  procédé»  i.®  la  résultante 
de  toutes  ces  forces,  2.*  le  moment  linéaire  de  cette  résultante.  Enfin,  la  remarque 
subsiste,  quelles  que  soient  les  directions  des  forces  données  et  celles  de  leurs  moments 
linéaires  respectifs ,  et  par  conséquent  dans  le  cas  même  où  quelques-unes  de  ces  direc- 
tions viendraient  à  coïncider. , 

Pour  indiquer  que  le  moment  linéaire  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  P,  P\  P",., 
résuite  de  la  composition  de  leurs  moments  linéaires,  nous  le  désignerons  désormais 
5ou$  le  nom  de  moment  linéaire  résultant. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  plans  des  moments  de  deux  forces  coïncident ,  c'est- 
à-dire  ,  lorsqu'un  seul  plan  renferme  à-la-fois  le  centre  des  moments  et  les  deux  forces  , 
leurs  moments  linéaires  se  comptent  évidemment  sur  un  seul  axe  perpendiculaire  au 
plan  dont  il  s'agit.  De  plus,  ils  se  comptent  sur  cet  axe  dans  le  même  sens  ou  dans  des 
»ens  opposés ,  suivant  que  les  forces  données  tendent  à  faire  tourner  le  plan  qui  les  ren- 
ferme dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires.  Si  toutes  les  forces  P,  P\  P", . .  appli- 
quées au  point  matériel     [A)  9     se  trouvaient  comprises  avec  le  centre  des  monieots 
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dans  un  plan  unique ,  tous  les  moments  linéaires  se  comptant  alors  sur  le  même  axe ,  le 
moment  linéaire  de  la  résultante  serait  égal  à  la  somme  des  moments  linéaires  des  com- 
posantes »  pris  avec  le  signe  4"  ou  aTec  le  signe  —  »  suivant  que  les  forces  correspon- 
dantes tendraient  à  faire  tourner  le  plan  de  tous  les  moments  dans  le  même  sens  que 
la  résultante  ou  dans  le  sens  inverse. 

Revenons  au  cas  où  les  moments  linéaires  des  forces  P,  P^  P',  -etc. ,  ont  des  direc- 
tions quelconques.  Dans  ce  cas ,  au  lieu  de  construire  géométriquement  le  moment  li- 
néaire de  la  résultante ,  on  pourrait  déterminer  analyliquement  son  intensité  et  sa  di- 
rection. En  effet,  soit    B    cette  résultante ,  et  désignons  par 

P>p\  p' ^» 

les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  des  moments  sur  les  directions  des  forces 

P,P\P' R. 

Les  moments  linéaires  des  mêmes  forces  seront  représentés  par 

Pp^Py^P^p" Rr; 

et,  si  Ton  suppose  que  ces  moments  linéaires  forment  respectivement^  avec  le  demi- 
axe  des    X    positives ,  les  angles 

lyV,}.' *.. /; 

avec  le  demi-axe  des    y    positives ,  les  angles 

avec  le  demi-axe  des    z    positives ,  les  angles 

v,v',v^ n, 

les  produits 

Pp  cos  \ ,  P'p'  cos  \\  P'p'  C08  ^^ . . .  ilr  cos  / , 
Pp  cos  fA ,  P'p'  cos  /,  P'p'  cos  pi'. ...  Ar  cos  m , 
Pp  cos  V ,  P'p'  cos  v',  P'p'  cos  v'. . .  •  Ar  cos  n  , 

seront  ce  qu'on  peut  appeler  les  projeetiom  algébriqueê  des  moments  linéaires  dont  il 
s'agit»  sur  les  axes  des  x^  y,  z.  Gela  posé»  puisque  le  moment  linéaire  Rr  esta 
l'égard  des  autres  ce  qu'est  la  résultante  R  à  l'yard  des  forces  PtP^P"*...,  les 
relations  trouvées  entre  les  projections  algébriques  des  forces 


s 
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P.P'P" R, 

subsisteront  nécessairement  entre  les  projections  algébriques  de^  moments  linéaires 

Pp,P'p\P'p' Rr. 

En  conséquence»  la  projection  algébrique  sur  chaque  axe  du  moment  linéaire  résultant 
sera  égale  à  la  somme  des  projections  algébriques  sur  le  même  axe  des  moments  li- 
néaires des  composantes.  On  aura  donc  les  trois  équations. 

Rr  ces  /  =  Pp  cos>  +  P'p'  cos  X  +  P >'  cos  X'  +  etc , 

(i)  {     Ar  cos  m=Pp  cos  H-  P'p'  cos  ^  +  P^p^  cos  yf  +  etc , 

Rr  cos  n  =Pp  cos  V  +  P'p'  cos  /  +  /^p*  cos  v*  -|-  etc 


Si  à  ces  trois  équations  on  réunit  la  suivante 

(2)  cos' /  +  cos*  m  +  cos' n  =  1 , 

on  obtiendra  en  tout  quatre  équations  sui&sanles  pour  déterminer  les  valeurs  des  quatre 
inconnues 

Rt f  If  n/ï ,  fif 

c'est-à-dire ,  la  direction  et  Tintensité  du  moment  linéaire  résultant ,  toutes  les  fois  que 
Ton  connaîtra  en  grandeur  et  en  direction  les  moments  linéaires  des  forces  P,  P^  etc. 
Les  seconds  membres  des  équations  (1)  étant ,  dans  cette  hypothèse,  des  quantités 
connaes  »  si ,  pour  abréger ,  on  les  désigne  par 

ces  équations  deviendront  respectivement 

(3)  iîrcos/  =  L,    Rrco$m=:M,    Rrcosn  =  lf . 

Or  on  tire  de  ces  dernières,  en  ayant  égard  à  la  formule  (s) , 

(4)  {Rry=L*+M'  +  N\ 
Donc ,  par  suite , 

(5)  Rr=  v/(/:'  +  Af'  +  7V'). 

L'intensité    Rr    ou  la  grandeur  du  moment  linéaire  résultant  étant  ainsi  déterminée , 


(7«  ) 
on  obtiendra  les  angles    i,  m^n^    qae sa  direction  forme  ATec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives  »  par  le  moyen  des  équations 

(6)  cos  i  =  -^^,  cos  m=  — .  cos  «  =-^  • 

Ces  angles  seront  aigus  ou  obtus,  suivant  que  les  quantités  L,  M,  N  seront  positives 
ou  négatives. 

Les  calculs  qui  précèdent  subsistent  ^  quel  que  soit  le  point  de  l'espace  que  Ton  ait 
pris  pour  centre  des  moments.  Dans  le  cas  particulier  où  ce  centre  coïncide  avec  l'origine 
des  coordonnées ,  on  peut  exprimer  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de 
chaque  force  en  fonction  de  l'intensité  de  cette  force  »  des  coordonnées  de  son  point 
d'application  et  des  angles  que  forme  sa  direction  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives.  On  y  parvient  facilement  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Le  moment  de  la  force  P  appliquée  au  point  {A)  »  savoir  ,  Pp  représente, 
comme  on  l'a  dit  ci -dessus ,  le  double  de  la  surface  du  triangle     OA  B    qui  a  pour 

base  la  force  AB=^Pf  et  pour  sommet  le  point  (  0)  »  centre  des  moments ,  c'est- 
à-dire  ,  dans  le  cas  présent ,  l'origine  des  coordonnées.  La  surface  de  ce  triangle  est 
donc 

En  la  multipliant  par  cosX,  c'est-à-dire,  par  le  cosinus  de  l'angle  que  forme  la  di- 
rection du  moment  linéaire  avec  le  demi-axe  des  x  positives ,  on  obtient  la  moitié 
de  la  projection  algébrique  de  ce  moment  linéaire.  Or»  le  moment  linéaire  se  comptant 
sur  l'un  des  deux  demi-axes  perpendiculaires  au  plan  du  moment  Pp ,  et  l'axe  des  x 
étant  perpendiculaire  au  plan  des  7  »  «  »  l'angle  X  sera  évidemment  l'un  de  ceu 
que  le  plan  du  moment  fait  avec  le  plan  des  y*^»  et  qui ,  étant  suppléments  l'un  de 
l'autre  y  ont,  au  signe  près,  le  même  cosinus.  D'ailleurs,  si  l'on  multiplie  une  surface 
plane  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  le  plan  qui  la  renferme  et  un  autre 
plan  pris  à  volonté ,  on  aura  pour  produit  la  projection  de  la  surface  sur  le  dernier 
plan.  Donc  le  produit 

Y-Ppcps> 

sera  égal,  au  signe  près,  à  la  projection  du  triangle  OAB  sur  le  plan  des  y^z* 
Donc,  par  suite,  la  projection  algébrique  du  moment  linéaire,  savoir, 

Pp  cos  > 
sera  égale,  au  signe  près,  au  double  de  la  surface  du  triangle  projeté j  ou,  en  d'autres  ' 


(  75  ) 
termes  ,  au  moment  de  la  force  P  projetée  elle-même  sur  le  plan  des  y^  z.  Ajou* 
tons  que  le  produit  Ppcos\  aéra  positif  on  négatif»  suivant  que  Tangle  >,  formé 
par  la  direction  du  moment  linéaire  avec  le  demi*axe  des  x  positives  sera  aigu  ou 
obtus ,  c'esl-à-dire  »  en  d'autres  termes ,  suivant  que  la  force  P  tendra  à  fiiire  tourner 
le  plan  de  son  moment  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite  autour  de  la  perpen- 
diculaire au  plan  prolongée  de  manière  à  former  avec  la  direction  des  x  positives  un 
angle  aigu ,  et ,  par  conséquent,  autour  du  demi-axe  des  '-  x  positives*  Or,  comme  un 
plan  mené  par  ce  demi-axe  et  par  le  point  {A  )  laisserait  d'un  môme  côté  la  force  P  et 
sa  projection  sur  le  plaa  des  jr»z,  il  est  clair  que  cette  projection  tendra  elle^^méme 
à  faire  tourner  le  plan  des  jpZ  autour  du  demi--axe  des  ar  positives',  de  droite  à 
gauche  dans  le  premier  cas ,  et  de  gauche  à  droite  dans  le  second.  On  peut  donc  con- 
clure que  le  produit  Pp  cos  1 ,  c'est-à-dire ,  la  projection  algébrique  du  moment  li^ 
néaire  de  la  force  P  sur  l'axe  des  x  positives,  sera  égal  au  moment  de  la  force 
projetée  sur  le  plan  des  j ,  2 ,  ce  dernier  moment  étant  pris  tantôt  avec  le  signs  «4-  » 
tantôt  avec  le  signe  — ,  suivant  que  la  force  projetée  tendra  à  (aire  tourner  le  plan  des 
j.z    de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite  autour  du  demi-axe  des    m    positives. 

On  prouvera  de  même  que  la  protection  algébrique  du  moment  linéanre  de  la  force  P 
sur  Taxe  des  y  ou  des  s  esf  égale  au  moment  de  la  force  P  projetée  sur  celui 
des  plans  coordonnés  auxquels  cet  axe  est  perpendiculaire ,  le  dernier  moment  étant  pris 
avec  le  sigue  -4-  ou  avec  le  signe  — ,  suivant  que  la  force  projetée  tend  à  faire  tourner 
le  plan  dont  il  s'agit  de  droite  k  gauche  ou  de  gauche  à  droite  autour  du  demi-axe  des 
/    ou  des     z    positives.   . 

Considérons  maintenant  l'angle  solide  trièdre  qui  a  pour  arêtes  les  trois  demi-axes  des 
coordonnées  positives ,  et  concevons  qu'un  rayon  mobile  d'une  longueur  indéfinie ,  mené 
par  l'origine,  fasse  le  tour  de  cet  angle  solide,  en  s'appllquant  successivement  sur  les 
trois  faces.  Son  mouvement  sur  chaque  face  sera  un  mouvement  de  rotation ,  de  droite  à 
gauche  ou  de  gauche  à  droite ,  autour  de  l'arête  perpendiculaire  à  cette  (ace.  De  plus , 
il  est  aisé  de  voir  que  les  trois  mouvemens  de  rotation  sur  les  trois  faces ,  c'est-à-dire ,  en 
d-autres  termes ,  sur  les  trois  plans  coordonnés ,  seront  de  même  espèce.  Par  exemple , 
si  la  disposition  des  demi-axes  des  coordonnées  positives  OX  p  O  Y ,  OZ  »  e^t  celle  qui 
se  trouve  la  plus  usitée ,  les  trois  mouvements  de  rotation  auront  lieu  de  droite  à  gauche 
autour  de  ces  trois  demi-axes ,  lorsque  le  rayon  mobile ,  en  (aisant  le  tour  de  l'angle  so- 
lide, passera  successivement  de  la  position  OX  à  la  position  OY ,  et  de  celle-ci 
^  la  position  OZ,  pour  revenir  ensuite  à  la  position  OX.  Si  le  demi-axe  des  z 
positives  se  trouvait  transporté  de  l'autre  côté  du  plan  des  x,j ,  alors  les  mouvements 
de  rotation  de  droite  à  gauche  auraient  lieu  dans  le  cas  où  le  rayon  mobile  prendrait 
successivement  les  trois  positions 

OX.  oz,  or. 
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^our  revenir  ensu^lQ  direçt^qiêak  dQ  la  poaUioo    OY    à  la  poiitipa    O  X . 

Afin  it  bi^ii  4i|tinguQr  bs  deux  ee^ces  do  m^aveiaeDCs  que  peut  pren^tti  un  rayon 
loobilq  aiatt)etti  k  pM9er  par  rorigioe  et  à  parcourir  Tuoc  après  l'autre  l«s  trois  faces 
dc)  t'aogl^  AOltdfl  OXy Z,  iM^ufl  dirons  ^e  ce  njon  BBoUte  a  dans oha^un  des  plans 
e<MNr4oi»Q4s  M^  BifHiTaineilt  cUrrol  de  l:olaiion  »  s'il  passe  «oeeesiiteme&t  do  la  posilîbn 
QX  :k  la  posîUon  OY ^  èl  de  ooUe«cîà  la positioa  OZi  nous  difMift>  daM le ca!i 
e^lr«iMt^»  qM  le  wâfaa  .ra]|«)n  tiscteiir  a  un  mouveaMnl  d*  rotation  titf^ffmde.  €ela 
posé ,  si  Top  Idopio  1a  dîapoaitioo  la  plàis  ordînairo  pour  les  demî-^iites  des  ooordoimées 
posîtiïaa»  l«a  mopvfkraoals  diraota  de  rotalioa  antour  de  ces  demi  ^  axes  auront  lieu  de 
droite  h  gatic}io  »  et  les  aïKiuf  ekoeots  rétrogrades  ^  de  gauche  k  droite* 

Jo  MVitoa  aux  projeèfietis  algébriques  du  moment  linéaire  de  la  force  P,  '  et  je  vais 
d*âboNl  eli^Mliér  Uiie  nouvelle  expression  de  ia  projection  algébrique  de  ce  moment 
sur  Taxe  des  m^  en  adtoettanl»  pour  fixer  les  idées  «  la  disposition  la  plus  commune 
des  d^RBg^^^es  des  eot^rdonnées  postHve9.  La  "force  P  pouvant'  élr^  remplacée  par  ses 
ta*o}s  ôompbâdMëè  Veetangulaires ,  la  projection  algébrique  de  son  moment  linéaire  sur 
Taxe  des  Ht  i)era  égale  h  la  somme  des  protections  algébriques  sur  le  même  axe  des 
ttlomeii^  Ubéàiros  de  cta  trois  oaknpmantea ,  oa  >  et  d'autres  teraies ,  h  la  somme  des 
iDOmeB&s  éfA  "mépnes  compésantei  projetées  «ar  le  plan  des  y^z,  ce^  derniers  mo- 
ments étant  pria  avec  le  sigals  ^  du  avee  le  signe  "-^  >  suivant  ^e  les  forces  projetées 
t^ndrofil  à  iioprimar  au  pian  daa  y^^  «n  mouvement  de  retatteii  direct  on  rétro- 
grade*  Or»  al  Ton  noimne  «»  P»  7  ies  angles  formés  par  la  force  P  avec  les  aies 
des  x,y,z,  prolongés  dans  le  sens  des  coordonnées  positives»  les  tr^is  (composantes 
rectangulaires  de  ,  P  :  seront  représentées  par  les  valeurs  nmnériqiiea  des  trote  produits 

Poos»,        Poosf^        Pcosv. 

■ 

Si  d'ailleurs  on  projette  ces  composantes  sur  le  plan  des  7,2,  la  première  so  trouvera 
réduite  à  zéro^  tandis  que  les  deux  autres  conserveront  leurs  intensités  respectives.  Enfin 
if  est  clair  que  les  projections  des  deux  dernières  composantes  agiront  suivant  des  droites 
menées  parallèlement  aux  axes  des  7  et  ?  par  la  projeciion  du  point  d'application  de 
la  force     P.     Soient 

«>  y»  a 

les  coordonnées  de  ce  mémo  poi^t  dans  Tespace,  La  projeetioa  de  la  eomposante  pa- 
rallèle à  Taxe  des  z  aura  un  moment  égal  au  produit  de  son  ivtensité  paria  perpea- 
dicMlaire  abaissée  de  l'origine  sur  sa  direction»  o'ost-Â- dire  i»  parla  valeur  numériftto  d»  y- 
Ce  moment  sera  donc  représenté  par  la  vafeur  numérique  du  produit  P  cos^  X  y*  0» 
prouvera  de  même  que  la  projection  de  la  composante  parallèle  à  Taxe  des  j'  a  un 
moment  représenté  par  la  valeur  numérique  du  produit    P  cos  p  X  «.     Ajoutons  qite, 


>■ 


des  deux  ^vojeolloaê  4oM  il  ft*agii ,  U  (Iroaiière  ièndrà  àr  jkodiAre  tia  môineiiMnl  de  re- 
lation direct ,  si  P  cos  y  et  j  sont  de  même  signe ,  c'e$trà-dire ,  si  le  produit  Pjr  cos  7 
est  posilif;  fa  seconde,  si  Pcosy  et  z  sont  de  signes  différents,  c'est-à-dire,  en 
d'autffs  tefCHeë,  ftr  )e  proddt  '  iPi;  cos  ^  eâ(t  hègàiit  L^i  ïnoiireUents  de  rôt&cTon  de- 
viendraient rétrogrades  dans  les  suppositions  contraires.  Par  suite,  pour  obtenir  les  pro- 
jections «Igékri^ti  Mé  Véfkt  èeê  c6  dëè  nftoihétîN  llhdàifes  que  fotrmfssent  les  iéix 
compoSQftt«é  é^  ior  ibuM  P  pltttAMtf  mix  &xe^  dés-  r  ^'  dei  ^ ,  if  (htidra  prehAd 
le  produit 

Py  cos  V 
avec  le  signe  -)- ,  et  le  prodok 

Pzdo^p 

arec  le  signe  — .  Là  somihe  des  Atux  résultais»  savoir  « 

P{ycoBy — «cosp)  , 

devant  être  équivalente  à  la  projection  algébrique  sur  l'axe  des  x  du  moinent  linéaire 
de  la  force     P ,     on  aura  nécessairement 

PpCOSX=:P(jCOS7  — «COSp}, 

» 

On  irouTerait  de  même ,  en  projetant  les  moments  linéaires  de  la  force  P  et  de  ses 
composantes  sur  les  axes  de^    jr    et  des    z , 

.   Pp  cos  {A=P  («  cos  a— »  cos  7) , 
Ppoo$t:s::P{x4e$p^^yi»9è). 

U  «t  au  rem  «kmilîel'  d'#fasenror  q^  ba  IToia^  ^mticiia 

* 

Pp  cos  X==/>(jr  cos  7 — COS  P)  , 
{7)  (    PpCOS|i=P(»COSa — dos  7), 

PpÇOSV  =  P(cBCOSp— COS«), 

•  •  »  • 

ont  lien  seoiement  dans  le  caa  44  IW  nddpte^poitr  let  diàH-âtetfd^  CodftiMnées  posi- 
tives la  disposition  la  plus  ordinaire ,  c'est-à-dire ,  lorsque  les  mouvements  de  rotation 
de  drokt  à^  ggiMbe  suUur  de  <m  àsuA^-mm^  Éàii^^ë.  MHM^  t^mj^  des  dlddvetiiêiits  dî- 
i^U,  et  tendent  à  faire  passer  un  rayon  mobile  •  i 


(  76  ) 
dans  le  plaa  des  y  9 1^9   de  la  direction  des  y  positires  à  la  directioa  des   z    positires; 

dans  le  plan  des   2»  d;,    de  la  direction  des    z   positi?es  &  la  direction  des    x  positi?es; 

dans  le  plan  des  x^  y 9    de  la  direction  des  x   positi?es  à  la  direction  des   y   positives . 

Si  les  mouvements  de  rotation  de  droite  à  gauche  autour  des  mémos  demi-axes  deve- 
naient  rétrogrades  «  alors  il  faudrait  remplacer  les  formules  (7)  par  les  suivantes  : 

Pp  cos  X=P(»  cos  p — y  cos  7) , 

(8)  {  /^/9cosfA  =  P(a;cos7 — z  cos  cl)  ^ 

Pp  cos  v:=P{y  COS  « 05 cos  p)  . 

Lorsque ,  dans  chacune  des  équations  (7) ,  ^on  supprime  le  facteur  P  commun  aux 
deux  membres»  elles  se  réduisent  à 

(9)  p  cos  X=^  cos  7 — z  cos  p ,  p  cos  fA= «  cos  a — X  COS  7 ,  p  COS  v=a5  cos  p — y  cos  a. 
On  peut  de  la  même  manière  réduire  les  équations  (8)  à 

(10)  pcos  >=«  cosP— j^cos7,pcosfA=:aîcos7 — z  cos  a,pco8  v=jrcosa— ajcosp. 
Enfin  on  peut  comprendre  les  équations  (9)  et  (10)  dans  la  seule  formule 

,     .  ycos-7-«cosfi       2COsa-â;cos7        «cosS-ycosa       _, 

(11)  ^ '- î-  = '"  = ^-^ =dbf>, 

'  cos  7  COSf*  cosv  ^ 

la  lettre  p  devant  être  affectée  du  signe  -)-  ou  du  signe  —  »  suivant  que  les  mouve- 
ments de  rotation  de  droite  à  gauche  autour  des  demi-axes  des  coordonnées  positives 
sont  des  mouvements  directs  ou  rétrogrades.  Ajoutons  que»  dans  Tun  et  Tautre  cas,  les 
équations  (9)  ou  (10)»  combinées  avec  la  suivante  » 

(1»)  COS*>  +  C08'tt  +  COS'v=:  1  , 

donneront 

(i3)    P'  =  (j  cos  7 — z  cos  p)"  -t- (^  côs  a—x  COS  7)'-|-  (»  cos  p — y  cos  «)» 
1      .  ==  a^  +  j^»  4- «? — j(incosa-4-.jrc<*p4-scôisy)^. 


É  ■  • 


On  trouvera  donc ,  pour  rexprosa^n  de^kpoi^tHUculaire    p    abaissée  du  oentoe  des 
moments  sur  la  direction  de  la  force    P,  \ 


.  "'  I  ■  / 


(  77  ) 

■ 

(i4)       p  =  t  (j  co»  7  —  «  cos  pY  4"  («  cos  ot^^x  coê  y)'  +  {x  cos  P— j^  cos  «)•]» 

Après  avoir  ainsi  déterminé  la  Taleur  de  p,  on  obtiendra  celles  des  angles  X,  ^,  v , 
par  le  mo  jeu  des  formoles 

-^  jrCOS  7-2  COSp  j^«C08a-iFC08  7  _,    dPCOS  Ô-y  COSa 

l5)     COS>  =  dC^^ ' ^,C08fi  =  ± ^,  C0Si»=3rt l--^i , 

P  P  P 

t 

dont  les  seconds  membres  devront  être  affectés  simultanément  du  signe  que  Ton  placera 
devant  la  lettre  p  dans  la  formule  (  1 1  ) .  Les  valeurs  précédentes  de  cos  "k,  cos  fx  ^  cos  v , 
satisfont  évidemment  aux  deux  équations  de  condition 

(l6)        COSa  COB>-f-COSp  COS  fA -{- COS  7  COS  v  =  O  »  0  COS  X -}-/ COS  fi -f"  ^  COSvz=0. 

Or,  comme  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  forment  les  angles  <^,Ppy  avec 
la  direction  de  la  force  P  »  et  les  angles  >  >  ft  ^  v  avec  la  direction  du  moment  li- 
néaire   Pp ,     la  soomie 

i 

cos  a  cos  X -f- cos  p  cos  f*  4"  C<>^  7  cos  V 

représente  qécessairement  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  directions.  Donc 
la  première  des  deux  équations  (16}  exprime  que  ce  cosmus  est  nul  »  ou ,  ce  qui  revient 
au  Diéme«  que  les  deux  directions  se  coupent  à  angles  droits.  De  même,  puisque  le 
rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  d'application  de  la  force  P  a  pour  pro- 
jections algébriques  sur  les  axes  les  coordonnées  x,y,z,  et  forme  par  conséquent, 
a? ec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  des  angles  qui  ont  pour  cosinus  respectifs 


Tangle  comp|U  entre  la  direction  de  ce  rayon  vecteur  et  celle  du  moment  linéaire  aura 
Mdeomient  pour  .^oaînus 

'    '  '  ^  cos  X  '^y  cosyt  -{-g  cos  V 

Donc  la  seconde  des  ^uatitfns  (16) ,  qu'on  obtient  en  égalant  ce  cosinus  à  «éro^  ex- 
prime que  la  direction  du  moment  linéaire  est  perpendiculaire  à  celle  du  rayon  vecteur. 
Ainsi,  en  partant  de  cette  seule  remarque,  que  le  moment  linéaire  se  compte  sur  une 


\ 


C  7«  ) 
droîle  perpendiculaire ,  non -8e^le|nent  à  la  force    P ,     mais  encore  an  rayon  vecleur, 
on  aurait  pu  établir  immédiatement  les  équations  (16) ,  desquelles  on  déduit  la  formule 

/  ^x  j'C087-2CO«p         2Cosa-«cos7       a;cosp-jco8a 

1171  '  '         ■  ■  ■  1        ^^^  I  ■  I"    ■  ■■ni»   ^^  ■  ■■■■  — ■  ■  _ 

09s  X  COS^  QOSv 

par  Télimination  successiye  des  trois  coordonnées  x^y^z.  Ajoutons  que  l'équation  (  1 4) 
peut  elle-même  se  démontrer  directemeoi*  En  effet  »  le  rayon  vecteoir  mené  de  Torigific 
au  point  â^appUcatîon  de  ta  force    P    est  représenté  par 

>  * 

et  l'angle  que  forme  la  direction  de  ce  rayan  Tecieur  avec  oaUe  de  la  force  P,  ayant 
pour  cosinus 

X  QOf  «4*^  eo»  ^^^  <  ee>7 

aura  nécessairemest  pour  sinus 

[(a?C08a+j  cogp+gcoSY)*"]* [jr*+y*+g»"(d?co8g+yco8p+gc»S7)*]* 

Or  9  en  multipliant  ce  sinus  par  le  rayon  yecteur»  on  obtiendra  évidemment  pour  pro- 
duit te  vdoar  delà  psrpendioiibm    p^    telle  qu«  la  donne  l'équation  (f4)* 

Des  formules  (i4)  et  (17)  réunie^,  on  déduit  facilement  la  formule  (11).  Pour  7 
parteoir ,  il  suffit  de  s*appuyer  sur  on  théorème  d^algèbre  en  vertu  duquel  Péquatîon 


a 

1  ~  y  ~  ^ 


=  Tr=-2ï=^etc*  y 


entraîne  toujours  la  suivante 


[frayez  V Analyse  algébrique,  noie  II,  i4**  théorème.]  Ce  théofteiev  i|>{iliqtté>  U 
formule  (17)  »  reproduit  [  en  vertu  de  Téquation  (i4)l  I^  formule  (11);  mais  il  ne 
donne  pas  le  moyen  de  décider  qnet  signe  on  doit  attribuer ,  dans  la  formule  (11),  à  la 
quantité    p.     * 

Copc9^0ip  wiiiitaniml.qfi0:H»î®^i^  ^<^*    ; 


.  •  i 


•  4  < 


,  ir, f  Jr  t  Jf    ^••••c#» 


(79) 
le  croavenl  iMraIttnémeiit appliquée»  au  pouit    {A)    ^  a  pour  co<Mrdoiliiéeè    0i,j,:r.. 
Désignons  par    i?    leur  résultante,  <)t  par 

les  angles  que  les  directions  des  forcés 

P,  P,  P^ /?. 

formeai  arec  les  dami^axes  des  coofdonnée*  poailires»  Lea  équàtÎMtf  (4)  devieiidroAl 

B  (yco^e-^z  cos h)z=zP{y  cosy^^z cosp) -|-P'( jcosy'— « eos.y)  4-  etc. , 
(i8)  {/f(*coaa--«eeia)=£=P(»oe»«--«<W7)4*'^'(*c^*'-"«€e«y')H-ctc. , 
^  {x  cos6 — / cosa)=P(a5 cosp— / cosa)  4-P'(fiD cosp' — j  cosa') -^  etc. 

Or,  si  Ton  fait  varier  k  point  d^application  de  toutes  les  forces»  en  transp  .*ant 
toules  ces  forces  parallèlement  k  elles-mêmes»  les  seules  coordonnées  x^j^z,  .> 
rieront  dans  les  équations  (i8).  Ces  équations  doirent  donc  subsister,  lorsqu'on  y 
considère  les  coordonnées  x,  j^  z,  comme  indéterminées;  et  par  conséquent  les 
coefficients  de  x,j,z,  doivent  avoir  les  mêmes  valeurs  dans  les  deux  membres  de 
chaque  équation.  En  égalant  deux  à  deux  ces  coefficients,  on  retrouve  les  formules  (8) 
de  la  page4i*  Ainsi,  les  trois  équations  relatives  aux  moments  des  forces  entraînent 
celles  qui  se  rapportent  aux  projections.  Réciproquement,  les  formules  (8)  [page  4i] 
étant  données,  il  est  clair  qu'on  en  déduira  immédiatement  les  équations  (i8). 

Dans  ce  qvt  précède»  nous  avons  supposé  qœ  le  point  ( O) ,  oeatre  des  moments , 
coôicidatt  aveo  l'origiBe  des  cooniennées»  ImegmoM  i  préstnl  qae  Ton  iraÉsperie  oe 
même  œntre  ea  «b  point    (O^)    dont  les  coordomiées  soieM  rspeetivement 

et  cherchons  à  exprimer  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de  la  force  P 
par  le  moyen  des  quantités 

P;  «>P»7;  a?»7,«;  »••/•»«•. 

Pour  y  parvenir,  on  observera  que,  si  l'on  transportait  à-la-fois  le  centre  des  moments 
et  l'origine  aa  posai  (O'),  les  coordonnées  dn  point  {A]  par  rapport  k  cette 
nouveUe  origine  étant  slocs  esprimées  par  les  diflérënoés 


(  8o  ) 

les  projectioDfl  algébriques  da  moment  linéaire  de  la  force  P  par  rapport  h  la  même 
origine  seraient  égales  [au  signe  près]  aux  trois  produita 

^{.Ky-^J^)  ^^1  -^  («  -r-  «o)  COSp]  ^ 

(19)  \    i*[(2  — 2o)COS«— .(05— aJo)COS7]^ 

P[(X— a?o)coSp— (7— J^o)C08«]. 

•  •      •     •  *  4  ' 

Ces  trois  derniers  produits  >  pris  avec  le  signe  -(-  dans  le  cas  où  les  mouvements  de 
rotation  direct»  ont  lieu  de  droite  à  gauche  autour  des  demi-axes  des  coordonnées  po- 
sitives ,  et  avec  le  signe  —  dans  le  cas  contraire ,  représentent  donc  les  projections 
al)^ébriques  du  moment  linéaire  de  la  force    P    par  rapport  au  point    (O'). 

Lorsqu'on  donne  à-4a-fois  les  projections  algébriques  d*une  force  et  les  projectioos 
algébriques  de  son  moment  linéaire»  on  peut  aisément  en  conclure  l'intensité  de  la 
force  »  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit ,  et  le  sens  dans  lequel  elle  est  dirigée.  En 
effet,  soient  P  la  force  en  question,  Pf  son  moment  linéaire,  et  a,p,7;  X,p«v, 
les  angles  que  la  force  et  son  moment  linéaire  forment  avec  les  demi-axea  des  coor- 
données posjtives.  Si  l'on  suppose  connues  les  six  quantités 

(20)  P  ÇOS  a  ,    P  ÇOSp ,    P  COS7 ,     Pp  ÇOS.X  ,    Pf  COSf*  ,    Pf  COSv  , 

on  en  déduira  immédiatement  les  valeurs  des  suivantes 

* 

(ai)  -P,«,P,v;   P;5>,>,f*,v, 

c'est-à-dire ,  les  intensités  de  la  force  et  du  moment  linéaire ,  avec  les  angles  qui  dé- 
terminent leurs  directions  respectives.  On  pourra  donc  construire,  1.*  le  moment  li- 
néaire en  grandeur  et  en  direction;  ».°  une  force,  non-seulement  égale  et  parallèle  à  k 
force  P ,  mais  encore  dirigée  dans  le  même  sens.  Concevons  cette  force  parallèle 
appliquée  au  centre  des  moments.  Le  plan  mené  par  ce  centre,  perpendiculairement  à 
la  direction  du  moment  linéaire,  devra  renfermer  la  force  P  et  la  force  parallèle: 
et  par  conséquent ,  cette  dernière  devra  couper  à  angles  droits  la  direction  du  mo- 
ment linéaire ,  ce  qui  aura  lieu ,  si  l'équation  de  condition 

(«12)  COS a  COS^  -+-  COS p  COS fA  4"  ^^^  V  COS  v  =  o 

c^t  satisfaite.  Cette  condition  étant  supposée  remplie ,  on  divisera  l'intensité  Pp  nu 
moment  linéaire  par  l'intensité  de  la  force  P ,  pour  obtenir  la  perpendiculaire  f 
abaissée  sur  la  direction  de  cette  force  du  centre  des  moments;  puis  l'on  tracera, 
dans  le  plan  dont  nous  venons  de  parler,  àeux  droites  parallèles  à  la  force  déjà  cons- 


9 

« 


(8i  ) 

truite ,  et  situées ,  de  pari  et  d*autre  du  centre  des  moments  »  à  la  distance  p.  La 
force  cherchée  P  devra  nécessairement  agir  suivant  une  de  ces  parallèles  »  dans  le 
même  sens  que  la  force  déjà  consruite»  et  de  manière  à  faire  tourner  le  plan  de  droite 
à  gauche  autour  du  centre  des  moments.  L'obligation  où  Ton  est  de  satisfaire  à  cette 
dernière  condition ,  déterminera  celle  des  deux  parallèles  que  l'on  doit  préférer.  Quant 
au  point  d'application  de  la  force  P  sur  cette  parallèle  »  il  restera  complètement  in- 
déterminé; ce  qu'il  était  facile  de  prévoir.  Car,  si  Ton  porte  sur  la  même  droite  »  mais 
à  partir  de  deux  points  différents  »j  deux  forces  égales  et  dirigées  dans  le  même  sens , 
leurs  projections  algébriques  seront  évidemment  égales,  et  il  en  sera  de  même  de 
leurs  moments  ,  ainsi  que  des  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires. 

II  est  bon  d'observer  que  l'équation  (33)  »  multipliée  par    P*p ,    peut  être  présentée 
lous  la  forme 

(sS)  PcOSa^Pp  C0»>  4"  P  COSP.  Pp  COSp  4"  ^  COS7.  Pp  COSv  =  o , 

De  plus»  en  attribuant  des  valeurs  finies  quelconques  aux  six  quantités 

PcOêOL,      PCOSP»      PCOS7; 

PcosX,     Pcosft,    Pcosv; 
on  en  déduit  évidemment  des  valeurs  finies  pour  les  suivantes 


et  même  pour  la  quantité 


p. 

«.  p»  7} 

Pp* 

>.  f*.  »; 

p 

Pp  . 
p  * 

à  moins  toutefois  que  la  force  P  ne  s'évanouisse  »  auquel  cas  ses  projections  algé*- 
briques  sont  toutes  nulles  simultanément.  Donc,  lorsqu'on  fait  abstraction  de  oe  cas 
particulier ,  la  seule  condition  nécessaire  pour  que  six  quantités ,  prises  au  hasard  , 
puissent  être  censée^  représenter,  i.*  les  projections, filgébriques  d'une  force;  s.*  les 
projections  algébriques  de  son  moment  linéaire ,  se  réduit  à  celle  que  fournit  l'équa- 
tion (s3) ,  c'est-à-dire ,  à  l'évanouissement  de  la  somme  qu'on  obtient  en  multipliaul 
deux  à  deux  les  projections  algébriques  correspondantes,  puis  ajoutant  les  produits 
ainsi  formés. 

En  vertu  des  principes  que  nous  venons  d'établir ,  il  est  clair  que ,  si ,  plusieurs  forces 
étant  appliquées  au  mênie  point ,  on  donne ,  i."*  les  sommes 

X.  Y,Z 
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(8«) 
d»  leurs  projection»  algébrique*  sur  les  «z«s  des    at,  y  et  <;     >.*  les  sommes 

L,  M.  N 

des  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires  sur  les* mêmes  axes,  on  pourra 
déterminer  Pintensité  de  la  résultante,  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit»  et  le  sens 
dans  lequel  elle  est  dirigée.  Gomme  les  six  quantités 

^.  y.  Zi 

lit  M»  N, 

représenteront  précisément  les  projections  algébriques  de  cette  résultante  et  do  son  mo- 
ment linéaire ,  on  devra  obtenir  une  somme  nulle  »  en  les  multipliant  deux  à  deux  et 
ajoutant  les  produits.  On  aura  donc 

(24)  L;r  +  ^fr+;v2=o. 

De  plus»  la  résultante  ne  pourra  s'évanouir  que  dans  le  cas  particulier  où  les  trois 
quantités 

X.  Y.  Z 


seraient  nulles  simultanément.  Soient  toujours  R  cette  résultante  «  Rr  son  mo- 
ment  linéaire,  et  a,b,c;ltm,n,  les  angles  formés  par  sa  direction  et  parcelle 
du  moment  linéaire  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  La  valeur  de  R, 
déterminée  par  la  formule  (ii]  de  la  page  ^i ,  sera  finie  et  différente  de  zéro,  à  moins 
que  les  quantités  X ,  Y ,  Z ,  ne  s'évanouissent  à-la-fois.  Si  Ton  fait  abstraction  de  ce 
cas  particulier^  les  quantités 

a,  b,  c,  r 

auront  toujours  des  valeurs  finies ,  déterminées  par  les  formules  (  i  s)  de  la  page  4 1  »  ot  par 
la  suivante 

V   '  5  ""  ^/(A:*+  y* + z*  )  ' 

et. il  en  sera  encore  de  même  des  valeurs  d«  t,  m,  n,  foarnies  par  les  équations  (6) , 
à.  nMM'nS' toutefois  que    r    ne  s'éranouisso  *  o'est-à-dire ,  k  moins  que  .les  trois  quantités 

L.U,N 
ne  devicuucut  nulles  en  mémo  temps.  Mais,  dans  ce  dernier  cas ,  le  moment  Kiiéaire 


(  W) 

se  réduHaot  h  zéro  »  il  n'y  aiiraft'^i.lMa  de  chercher  lès  iingle»  /,  m,  n^  ipie  sa  di- 
rection fait  avec  U»  demi  ax^  xlet  coocdoiiDées  -poslUyefi.  Daas  la  même  hypothèse  »  la 
brce  Jt  agtrail  aiimunt  «ne  droite  vmeiiée  par  Je  centre  des  momento,  de  manière  k 
ionner  arec. ces  demi-axes :lea  angles  «  j.  îfr»  ««  .  AjoeiMs  ifue  »  dans  le  cas  général ,  la 
direction  du  moment  linéaire  ,  Rr  detadt  ôtreperpéndtculairia  à  celle  de  ta  résoltatile 
/T,     les  Talears  de    a,  b,  c,  l^  tn,  n,     doivent  vérifier  Téquation  de  condition 

(sG)  ces  a  cos  /  -f-  cos  ft  cos  m  4"  cos  e  cos  n  =  o. 

Or,  cette  équation,  en  vertu  des  formules  (la)  [page  40  ^^  ^^  formules  (6) ,  5e  ré- 
duit }k 

,    ,  LX-\-'itY  +  NZ 

(«7)-.  jr, =  «» 

et  par  conséquent  à  Té^pialion  (24)* 

Les  valeurs  de  X ,  Y ^  Z^  L^M*  Pf  %  ou»  ce  qni  revient  an  mâme,  celles  des 
quantités  B  ^a^  bp  e^r,  l,  m,n,  sjupposées  connues^  ne  suffisent  pas  pour  déter- 
miner le  point  d^appticatîon  de  la  force  B.  Soient  ç»  »,  (»  les  coordonnées  de 
ce  même  point.  Si  Ton  adopte ,  pour  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  la  dispo- 
sition la  plus  ordinaire  ,  on  ^k>nrnl  donner  aux  équations  (3)  la  forme  suivante 

A  (n  cos  a  —  ç  cos  6)  =  /i  ^  ^ 
(28)  /   BUcosa  —  5cosc)=ilf, 

i?(Scos6  —  u  cosa)  =N  . 

On  en  conclura  »  en  ayant  égard  aux  formules  (9)  de  la  page  4i  »■ 
(«9)  (  Xti—Zi=M, 

II  semble ,  aii  premier  abord ,  que  ces  ti'ois  dernières  équations  fournissent  les  moyens 
de  déterminer  les  trois  inconnues  $  »  n  »  ^  en  fonction  des  six  quantités  X ,  Y ,  Z , 
L,M ,  N •  Mais  il  fant  observer  que,  si  Ton  | ajoute  les  équations  («9) ,.  après  avoir 
multiplié  la  première;  par  X,  la  seconde  par  Y,  la.  troisième  par  Z,  on  re- 
trouvera la  condition  (a4)«.  Cotte  condition  devant  top  jours  être  remplie  par  les  valeurs 
données  des  quantités  X ,  Y,  Z ,  L,  JU  ^JV  p  il  en  résulte  que  deux  des  équations  (slq) 
entraînent  la  troisième.  Donc  il  n'existera  en  réalité  o'ue  deux  équations  entre  les  coor- 
données  S»  n  »  c*  Ces  deux  équations  étant  du  premier  degré ,  les  diiférens  systèmes  de 
valeurs  qu'elles  fourniront  pour  les  coordonnées  (^^^  correspondront  à  des  points  situés 


(84) 

sur  une  même  droite.  Cette  droitesera  préeùéméni celle  suîvatit laquelle  agit  la  résul- 
tante R.  Sa  projection  sur  le  plan  des  jr$  z  sera  représentée  par  la  première  des 
équations  (29)  »  sur  le  plan  des  s  »  sd  ,  par  la  seconde ,  et  sur  le  plan  des  x ,  y,  par 
la  troisième.  Si  Ton  fait  passer  «ne  parallèle  A  cette  même  droite  par  l'origine  des 
coordonnées ,  les  trois  équations  de  la  parallèle  seront  respectivement 

f 

(3o)  «Z— çr=o,  ç^— ç2=o,  çr— i)J:=o, 

et  pourront  être  remplacées  par  la  formule    ' 

(3i)  x^y^T' 

à  laquelle  on  parviendrait  directement  on  observant  que  cette  parallèle  est  précisément 
la  droite  suivant  laquelle  agirait  une  force  qui ,  appliquée  à  Torigine  »  aurait  pour  pro- 
jections algébriques  sur  les  axes  »  les  quantités    Xp  Y ,  Z»  - 

Si  Ton  plaçait  le  centre  des  moments  au  point  qui  a  pour  coordonnées    œ, ,  y.  »  s, , 
les  équations  (39)  se  trouveraient  remplacées  par  les  suivantes 

(ç_-a,,)J'«.(,— j.)^=/»r. 
En  «apposant  le  même  point  situé  sur  la  direction  de  la  for^     R ,    on  aurait  k-la-fois 
(35)  ^  =  0,    ilf  =  o,    iV  =  oj 

I 

ce  qui  permettrait  de  substituer  aux  équation!  (Sa)  la  formule 

(54)  ^ir-ir-^Y^ 

de  laquelle  on  tire  immédiatement  la  suivante 


(55)  ■  '   ^sn    '     ^M,    s=    *  ■  m 


5-«o  n-Jo  Ç-^© 

cosa  COS0  008 c 


cette  dernière  présente ,  sous  la  forme  la  plus  simple  »  les  équations  d'une  droite  qui 
passe  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  Xo^jTo,  ^o»  et  qui , prolongée  dans  un 
certain  sens ,  forme  »  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  les  angles    a,  b;  c. 

Dans  d'autres  articles  »  nous  appliquerons  la  théorie  des  m.omeuts  linéaires  à  dififé- 
rentes  questions  de  statique  ou  de  dynamique. 


■      -      ■    ■        »■  «  I  '1  Ml   I    ^  »        ■         ^1  ^1    ■   >  ^m         M»  Il  — ^^l— M^l»^— ^— M^— ,^— ^^h,,aia. 


a» 


DE  L'INFLUENCE  QUE  PEUT  AVOIR  • 
SUR    LA    YÀLEUR    DUNE    INTEGRALE   DOUBLE, 


L'ORDRE  DANS  LEQUEL  ON  EFFECTUE  LES  INTÉGRATIONS. 


Dans  mott  prooifir' Mémoire  sur  les  intégrales  définies,  présenté  à  l'iBstitut  le  as 
ioûi  i8i4  9  ]^i  remarqué  qu*mie  iniégaaie  double  devient  quelquefois  indélermtnée  »  et 
qa'alors  elle  prend  deux  Taleurs  différentes  suivant  l'ordre  qu'on  établit  entre  les  deux 
jDtégmtioDs.  Or 9  la  diffi&rence  de  ces  deux  valeurs  peut  être  calenlée  directement» 
lonqui'l  s'agit  de  cas  particuliers.  Mais  on  peut  aussi  la  déterminer  en  général  et  à  priori, 
k  l'aide  des  intégrales  singulières  dont  j'ai  développé  la  théorie  dans  le  Mémoire  de  i8i4  « 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  philoma tique  de  iSas  »  et  dans  le  résumé  des  Leçons  sur 
le  calcul  infinitésimal.  Je  vais  revenir  un  instant  sur  cette  détermination ,  et  je  m'atta* 
cherai  de  préférence  à  quelques  intégrales  doubles  dont  la  considération  fournit  les 
moyens  d'évaluer  un  grand  nombre  d'intégrales  définies. 

Soient    v  {^fj)  »  xi^fj  )    deux  Fonctions  propres  à  vérifiier  l'équation 

4 

^  ^  dm  dj       " 

Désignons  d'ailleurs  par  V{xpy)  l'un  quelconque  des  deux  membres  de  l'équation  (i)  » 
par  x^^X  deux  valeurs  réelles  de  la  variable  o)  «  et  p^  "jr^  »  y  deux  valeurs  réelles 
de  la  variable  y.  Si  la  fonction  ¥{x,jr)  reste  finie  et  continue  pour  toutes  les  va- 
leurs des  variables  a;  et  ^  renfermées  e^lre  les  limiles  op  sr  d»«»  m^=^X .  y  =7»  » 
y^=zY  ^     on  aura 


(«) 


y^X  pY  pY  pX 

I      F{x,y)dydœ=  I       I      T\»,y)dxdy, 


•  • 


OU  y  ce  qm  revient  au  même  » 


(5) 


iS 


(86) 

Si>  au  contraire,  la  fonction  F{œ,y)  devient  infinie  on  indéterminée  pour  on  ou 
plusieurs  systèmes  de  valeurs  de  œ  et  de  jr  compris  entre  les  limites  x^^X;  y^^Y , 
Téquation  (3)  cessera  d'être  exacte ,  et  l'on  aura 


(4) 


y-'X  r>Y  pY  nX 

I      F{«.y}dydx=   I        I      V{x,y)dxdy~-^ , 
a;»  »/  y.  J  y*J  Xi 


ou ,  ce  qui  rericnt  au  même , 


(5) 


A  désignant  la  somme  de-  plusieurs  intégrales  singulières  [voyez  la  34**  Leçon  de 
calcul  iniinkésimal  ].  Concevons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  les  systèmes  de  valeurs  qui , 
entre  les  limites  ci-deasus  menliomiées ,  rendent  la  fonction  F{x,j)  indéterminée  ou 
infinie  ^  se  réduisent  à  un  seul  »  savoir ,  ai  =  S  »  /  =  n .  Alors ,  en  représentant  par  c 
une  quantité  infiniment  petite,  on  trouvera  [voyes  encore  la  34**  Leçon  de  calcul infir 
nitésimal } 

Il  importe  d^observer  que  la  condition  (i)  sera  toujours  vérifiée  «  si  Ton  prend 

z  désignant  une  fonction  réelle  ou  imaginaire  des  variables  x^  y.  Supposons  en 
particulier 

(8)  z  =  x^y^.         fi.)=—-±^_^ 


—  N—    » 


a,^l^    désignant  deun  constantes  belles ,  et    m    on  nombre  entier  qnefconque.  Les 
formules  (7)  donneront 

et  la  valeur  de    ^ ,    déterminée  immédiatement  par  l'intégration ,  sera  Tune  de  celles 
que  nous  allons  indiquer. 

Considérons  d'abord  le  cas  oh  le  nombre    m     se  réduit  à  l'unité.  Dans  ce  cas ,  on  a 
évidemment    Ç  =  a,  1  =  6. 


(«7) 


—  » 


et  l'on  lire  de  l'éqaation  (5) 


(»0       A        l/nj^^   ^^_^_^^_^j^^         x,.a+(y.b)i/r,j'^^ 


(n) 


OU  ,  ce  qui  revient  au  même , 

_    r^        (y-i)dy  f^         iy.b)dy 

J        (A:-«)«+(y-*)>  "^  J        («-,.)»+(y-A)» 
/*^        (Y-b)dm  r^       {b.y,)ds 

J  X,  (*-)"+(''-*)••/«,.  (*-«)*+{*-y.)* 

Si  maintenant  oD'vffectoe  1m  int^;ration8  indiquées,  on  reeonnattra  que,  dans  la  for- 
mole  (ïs) ,  la  partie  réelle  du  second  membre  s'éTanenit,  et  l'on  trouvera  simplement 

Y'b  J-Vo  T'-b  i-Vo 

(i3)    A={  )V^, 

+  arctang  y^  +  arcUng-^-^lî  +  arcUng-^^  +  aretang  -^-^ 

pourvu  que  Ton  adopte  les  notations  dont  nous  nous  sommes  toujours  senis,  et  que  Ton 

désigne  par    arctang  os    celui  des  arcs  compris  entre  les  limites    — -  — »  4"  -  »    «qui  a 

pour  tangente  la  yariable    x.     Enfin,  comme  »  en  admettant  ces  notations,  cm  aura 
pour  des  valeurs  positives  de    x 


(88) 

1         ir 

ftrcUmgo?  -{-  arctang--  =-  » 


et  pour  des  valeurs  négatives  de    09     . 

arctang  œ  -f-  arctang  -  =  —  -  , 

on  conclura  de  l'équation  (iS)  »  en  supposant  a  renfermé  entre  les  limites  x^,X, 
et    b    entre  les  limites    yo^Y $ 

(i4)  ÙL=i%n\/Z;; 

au  contraire  »  on  trouvera  »  comme  on  devait  s*y  attendre  » 
(l5)  A=o, 

si  la  quantité  a  est  située  hors  des  limites  x^ttX,  ou  la  quantité  b  hors  des  li- 
mites jo%y  '  Alors ,  en  effet ,  les  fonctions  t(o?9j)  t  x(^»/)  déterminées  par  les 
formules  (lo] ,  et  par  suite  la  fonction  F(a9,j)  cessent  de  prendre  des  valeurs  in- 
finies  entre  les  limites  cb  =  Xo,  a?  =  ^»  y=zy^^  y=,Y ^  Donc  alors  la  formule  (5) 
doit  se  réduire  à  l'équation  (3). 

Si  la  quantité  a  était  équivalente  à  Tune  des  limites  x^^X^  la  quantité  b  res- 
tant comprise  entre  y*»  et  F»  ou  si  la  quantité  h  était  équivalente  à  l'une  des 
limites  y^^Y ^  la  quantité  a  den^eurant  comprise  entre  Xo  et  X  .  Tune  des 
quatre  premières  intégrales  de  la  formule  (is)»  et  par  suite  la  partie  réelle  de  a 
deviendraient  indéterminées.  Mais,  en  réduisant  les  int^rales  comprises  dans  les  for- 
mules (il)  et  (is)  &  leurs  valeurs  prindpaUê,  on  ferait  encore  disparaître  la  partie 
réelle  de     à  »     et  Ton  tirerait  de  la  formule  (is) 

(i6)  A  =  ir|/r7 . 

Concevons»  par  exemple,  que  l'on  ait  a  =  A',  et  que  b  soit- renfermé  entre  les 
limites    y^ ,  K.     Llnt^ale 

0 

aura  une  valeur  générale  indéterminée  [voyez  les  94**  et  a5.*  Leçons  de  calcul  infini- 
tésimal]. Mais,  si  Ton  réduit  cette  intégrale  à  sa  valeur  principale,  c'est-à-dire»  à 

--^^j  ,    l'on  tirera  de  la  formule  (ta) 


•  •   ■ 


(«9) 

(i8)  A=     • 


arckang +  arctang- 


+  arctâng  +  arctangT 

ou ,  ce  qui  reyient  au  même  »  A.  =  ir  (/CT  ..  U  est  boa  d'observer  que  la  valeur  de  ^  » 
fournie  par  l'équation  (18) ,  deviendrait  nulle»  si  la  quantité  h  cessait  d'être  renfer- 
mée entre  les  limites    jo$Y. 

Si  les  quantités  a  et  6  étaient  à-la-fois  équivalentes ,  la  première  à  Tune  des  li- 
mites sCo  »  X\  la  seconde  à  l'une  des  limites  y^^Y  ^  il  ne  suffirait  plus ,  pour  faire 
disparaître  la  partie  réelle  de  A  »  de  réduire  chacune  des  intégrales  comprises  dans 
les  formules  (11)  et  (19)  à  sa  valeur  principale.  Concevons ,  pour  fixer  les  idées,  que 
l'on  ait  en  même  temps 

(19)  a^X.   ^6=y; 

ei  de  plus  a>«  <^ ,  y^<Y.  Alors ,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (1  a) ,  les 
deux  int^ralcs 

defieudropt  infinies,  et  leur  différence  indéterminée.  Mais,  si,  dans  les  formules  (11) 
et  (is),  l'on  remplace  les  limites  supérieures  des  intégrales  relatives  à  x  eik  y , 
MToir ,  A  et  y  par  les  quantités  «  —  cet6  —  *,  *  dési|uaDt  un  nombre  infi- 
niment petit ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  si  l'on  suppose    ^    déterminé  par  l'équation 

^^  /       ((y-A)i/r.  '"*.-a4-(r-*)V^.)  ''^    J  ,     (^~*-a+{y-*)vr.)*'*» 

la  formale  (la)  se  trouvera  réduite  à 


(  9»  ) 


Si  maintenant,  après  avoir  effectué  le*  intégrations  indiquées  dans  la  formule  (as], 
on  suppose    t  =  o ,    on  trouvera 

(t5)  A  =  j  arcUûg  — ^  +  arctang  4— ^  1 1/^  » 

et  par  coDsëquent 

(«4)  A  =  ^|/n". 

On  arrivera  généralement  au  même  résultat ,  m ,  la  quantité  a  .  étant  équivalente  à 
l'une  dea  valeurs  XofX  delà  variable  Xg  et  la  quantité  6  6  Tune  des  valeurs 
y^,  y  <le  la  variable  jr ,  on  remplace ,  dans  les  formules  (i i)  et  (i n) ,  la  Umite  x. 
ou  A^  des  intégrales  relatives  à  a;  par  a  db  c ,  et  la  limite  jo  ou  Y  des  inté- 
grales relatives  à    jr    par     6  d=  c . 

Concevons  à  présent  que,  les  fonctions  <t{x,y),  xi^^'X)  ^tant  déterminées  par 
les  équations  (9) ,  on  laisse  au  nombre  entier  m  une  valeur  quelconque^  On  tirera 
de  la  formule  ^5) 

y^^  \ri.dy  f  ^  \/r,.dj 

(«5)  { 


^, .       .  (r.-*)iA]' 


puis  on  en  conclura ,  en  effectuant  les  intégrations 

(a6)      _  A  =  o.  - 

Toutefois ,  la  valeur  de  A  pourrait  cesser  d'être  nulle  »  si  la  quantité  a  était  équi- 
valente à  l'une  des  limites  o^o»  A»  la  quantité  6  restant  comprise  entre  jr,  et  1", 
ou  si  la  quantité     6     était  équivalente  k  Tune  des  limites    jr^fV,     la  quantité    a    ds 


(  9»  ) 
meurant  comprise  entre    »,  et  X,    Suppptoiu,  par  exemple,    a^X,     b  étant 
renfermé' entre  les  limites    y,,  Y.    Alors  Tintégrele 


(«7) 


^   dy 


deriendra  iolinie  »  si  m  est  un  nombre  pair ,  et  indéterminée  »  si  m  est  un  nombre 
impair.  Dans  le  premier  oas ,  la  valeur  de  à  sera  infinie.  Dans  le  second ,  elle  sera 
indéterminée  ;  mais  »  pour  la  rendre  nulle ,  il  suffira  de  réduire  les  intégrales  comprises 
dans  la  formule  (s5)  à  leurs  valeurs  principales.  Les  mêmes  remarques  s'appliquent  aux 
autres  suppositions  précédenunent  indiquées.  Dans  chacune  de  ces  suppositiQua ,  pour 
qae  la  Talear  de  fA,  fournie  par  Téquation  (a5)«  s'évanouisse,  il  est  nécessaire,  et 
il  suiEt  1.*  que  16  nombre  m  soit  un  nombre  impair,  s.*  que  Ton  réduise  les  inté* 
grales  renfermées  dans  le  second  membre  de  Téquation  à  leurs  valeurs  principales. 

Si  les  quantités  a  et  A  étaient  à-la -fois  éqnlvaîentes ,  la  première  à  Tune  des  li- 
mites x^fX ,  la  seconde  à  Tune  des  limites  y^%Y  %  il  ne  suffirait  plus ,  pour  faire 
disparaître  la  partie  réelle  de  A  «  de  réduire  les  intégrales  comprises  dans  la  formule 
(s5)  à  leurs  valeurs  principales.  Concevons ,  pour  fiïer  les  idées  «  que  Ton  ait  en  même 

temps 

(19)  ^  a-=X  ,     6==y, 

et  de  plus*  a;» <^,  j'o <  ^*  Alors,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (s S)  ,  let 
deui  intégrales 

(     Ç^  Vr..dy  _,  .  .-.  r^    éy 

(»8) 


r^       dx         _  f 


„         (s-a) 

« 

deviendront  infinies;  et  leur  différence,  savoir, 

(5o) 


^   9 


détiendra  iiifinie ,  si  le  nombre  entier  m  —  1 ,  divisé  par  4  »  donne  pour  reste  1 ,  a 
ou  5 ,  et  indéterminée  »  si  m  —  1  est  un  multiple  de  4  •  Ajoutons  que ,  si ,  dans  le 
dernier  cas,  on  effectue  les  intégrations  relatives  à    a;  et  à  ^,    non  plus  entre  les 


(9«) 
limites    x=szXof  (C  =  tf9  ;x=/o9 /  =  6»    maïs  entre  les  limites    x=x.,  as=« — c, 
y  =^«  >  ^  =  &  — *  >  >    <    désignant  un  nombre  infiniment  petit  »  la  formule  (sS)  sera 
remplacée  par  la  suirante 

(5o) 


ifd; 


*+(ro-^)l/r.]-' 

de  laqureile ,  en  posant  après  fes  intégrations    t  =  o ,  on  tirera  encore 

(f6)  A  =  o. 

On  arriverait  généralement  au  même  résultat  «  si,  la  quantité  a  étant  réduite  ^ 
Tune  des  yaleurs  x^^X  de  la  variable  œ,  la  quantité  b  à  Tune  des  valeurs 
y.  9  Y  de  la  variable  y,  et  le  nombre  m  —  i  à  un  multiple  de  4  »  on  remplaçait, 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (25) ,  la  limite  Xo  ou  X  des  intégrales  re- 
latives à     X    par    a  db  c  •     et  la  limite    ^o  ou    Y     des  intégrales  relatives  à    j    par 

En  résumant  tout  ce  qui  a  été  dit  ci- dessus  relativement  aux  valeurs  de  A  déter- 
minées par  les  équations  (ii)  et  (t5)  »  on  obtient  immédiatement  les  deux  tbéorémef 
que  nous  allons  énoncer» 

1.*^  Théoaêhb*  Soienl  a,  b  deux  quantités rielUs $  XotX  deux  limites  réelles 
de  la  variable  x;  y^,  Y  deux  limitée  rielU$  de  la  variable  y;  et  a  une  ex- 
pression  imaginaire  dont  la  valeur  soit  fixée  par  C équation 

_  r'^i L _i ]rf. 


(»0 


On  aura 


A  =  o, 


si  la  quantité    a    est  située  hors  des  limites    x.^X ,     au  la  quantité    b    hors  da 
limites    /«,  F.     On  trouvera  au  contraire 


f95) 

si  fan  suppose  àrla-fois  la  quantité  a  renfermée  entre  U$  limites  x^,X  et  la 
quantité  b  entre  les  limites  jotY  •  De  plus ,  si ,  dans  la  dernière  hypothèse ,  Cunc 
des  différences 

X  —  a,     a  —  «o»         y — *>     b-^jTc» 
devient  précisément  égale  à  péro,  on  aura  simplement 


powvu  que,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (ii)«  on  réduise  ^intégrale  qui 
deviendra  indéterminée  à  sa  valeur  principale.  Enfin,  si  deux  des  différences 

m 

$  évanouissent  êimultanément ,  on  aura 

ir      -  - 

pouriÊU  que,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (ii) ,  on  remplace  la  limite  x^ 
ou  X  de  Cintégrale  relative  à  x  par  adz$»  la  Umite  y^  ou  Y  de  Cin- 
tégrale  relative  à    y    par    6  ±:  c  »     et  te  nombre    c    par  ^ro  après  les  intégrations 

tjfcetuées. 

2/  Trèohbiib.  Soient  toujours  a ,  b  deux  quantités  réelles;  x^,X  deux  limites 
réeUes  de  la  variable  x;  et  y^pY  deux  limites  réelles  de  la  variable  y.  Soient 
en  outre  m  un  nombre  entier  quelconque  »  et  A  une  expression  imaginaire  dont 
la  valeur  se  déduise  de  Céquation 


(»5) 


_       ^        ,       .  .      Y 

J        [aj-a+(I'-*)i/rO-  +J        [<r-a+(y,-*)t^r,]- 


X^  Xq 


On 


aura 


A  =  o, 
si'  aucune  des  différences 

X  —  a,    a  —  ».,         Y-^b,     b — j., 

ne  devient  égtUe  à  téro.  Si  Cune  de  eu  différtnets  $*évan<mit ,     A     jprendra  une 

i4 


(94) 
valeur  infinie  ou  indéterminée  ^  suivant  que    m     sera  un  nombre  pair  ou  un  nombre 
impair;  et,  dans  le  dernier  cas,  on  pourra  faire  évanouir    A  ,     en  réduisant,    dans 
le  second  membre  de  la  formule   (s5) ,   Cintégrale  qui  deviendra  indéterminée  à.  sa 
valeur  principale.  Enfin ,  si  deux  des  différences 

X  —  a,     a  —  aco,         y— 6,     b — jo» 

s^ évanouissent  simultanétnent ,  A  prendra  une  valeur  infinie  ou  indéterminée  ,  sui- 
vant que  le  nombre  m  —  i  sera  ou  ne  sera  pas  divisible  par  4»  et,  dans  le  dernier 
cas  »  on  pourra  encore  faire  évanouir  ^ ,  en  remplaçant  la  limite  a?»  ou  X  des 
intégrales  relatives  à  x  par  a  db  c ,  la  limite  y^  ou  Y  des  intégrales  relati'ves 
à    y    par     6  du  < ,     et  le  nombre     t    par  zéro  après  les  intégrations  effectuées. 

Si  Ton  suppose  que  des  quatre  quantités  Xof  jo9  X ,  Y ,  les  deux  premières  soient 
négatives  et  les  deux  dernières  positives ,  alors,  en  posant  a=zo,  b=zo,  dans  les 
théorèmes  i  et  3 ,  on  en  tirera 


I A 


SUR  DIVERSES  RELATIONS  QUI  EXISTENT 


ENTRE  LES  RÉSIDUS  DES  FONCTIONS 


ET  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Soit    y*(2c)     une  fonction  donnée  de    x.     Si  Ton  pose 

(0  fW  —  C — -^ —  =  w(a5), 

la  fonction  ^{x)  [voyez  les  pages  21  et  33]  conservera  en  général  une  valeur  finie 
pour  tontes  les  valeurs  finies»  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x.  Par  suite»  si 
Ton  intègre ,  par  rapport  aux  variables  x  et  /»  les  deux  membres  de  l'équation  iden- 
tique 

W  •  7} ='^ di • 

entre  les  limites    x:=Xo,  x  =  Xp    y=ij^^  y=zY  9     on  trouvera 

puis  »  en  remettant  pour    ^{x)     sa  valeur  tirée  de  Téquation     (1)  »  on  aura 

J  J^  J  X. 

la  valear  de    À    étant 


(  96) 
(5)  A  = 


<!:((/(*)  ))|i/Ty^(^f:4:^-^^^  [—l^^.--J-^^ 


dxi 


Soit  oMiiolcMnt    tsi^a-^b^^    une  quelconque  de*  valeon  de    z    propres  k  vérifier 
l'équation  * 

et  supposons  que  cette  équation  n'ait  pas  de  racines  égales  «  dont  la  valeur  commune 
soit    a  +  6|/rr .    En  Ter  tu  du  théorème  i.**  de  la  page  99 ,  la  valeur  de  la  différence 


(7) 


correspondante  à  s  =  a  -f-  ^  i/H*  •  se  réduira  simplement  à  zéro ,  si  la  quantité  a 
est  située  hors  des  limites  XopX ,  ou  la  quantité  b  hors  des  limites  jotYi  ^^ 
h  ^'ny/T! ,  si  les  quantités  a,  6  restent  comprises,  la  première  entre  x^  ti  X. 
le  seconde  entre    j»  et  Y^    sans  vérifier  aucune  des  conditions 

(8)  a  =  x,,    «^JT,  (9)  6=j,,    *  =  y. 

Donc  9  si  Téquation  (6)  n'a  point  de  racines  égales ,  ni  de  racines  dans  lesquelles  la 
partie  réelle  coïncide  avec  l'une  des  limites  a?o  »  ^  »  ou  le  coefficient  de  f/TT  avec 
l'une  des  limites  j»  •  F ,  on  pourra ,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (5) ,  rem- 
placer  généralement  l'expression  (7)  par  2ff|/rr  »  pourvu  que  l'on  écrive  à  droite  et 
à  gauche  de  la  caractéristique     £      comme  on  l'a  déjà  fait  à  la  page  i5  »  le»  quantités 

Xt,,X,  y^^y t  afin  de  resserrer  le  résidu  intégral  entre  les  limites  convenables.  Od 
aura  donc  alors^ 

(10)  A=«»t/^*<î^^(/(=))). 

et  par  suite  »  l'équation  (4)  donaera 


4/  7o  J  X 


X       Y 


(97) 
Coocofoofi  mainteuaofc  que  d=;:a4*^V^*  éiaot  un^  des  racines  inégales  de  l'é- 
quation (6) ,  yérifia  l'une  des  condiiions  (8) ,  ou  Tune  des  conditions  (9).  Les  for- 
mules (4)  ei  (5j  continueront  de  subsister,  si»  dans  chacune  d'elles,  on  réduit  l'inté^ 
grale  indéterminée  à  sa  valeur  principale.  De  plus ,  en  vertu  du  théorAme  déjà  rappelé, 
la  valeur  de  l'expression  (7)  correspondante  à  s  =^  a  -f-  ^  V^  '  ^^^^  ^^  «  ^^  ^  quan* 
tilé  a  est  située  tors  des  limites  Xo  ,^»  ou  la  quantité  6  hors  des  limites  j^^Y , 
et  T.  y/T^  dans  le  cas  contraire.  Donc ,  lorsque  la  racine  z  =  a  4-  ^  V/T  vérifie 
Tuoe  des  conditions  (8)  ou  (9) ,  l'expression  (7)  prend  toujours  la  moitié  de  la  valeur 
qu'elle  aurait  dans  le  cas  contraire.  D'ailleurs  nous  avons  remarqué  [page  17]  que,  dans 
)e  résidu  intégral 

X      Y 

le  résidu  partiel  relatif  à  une  semblable  racine  doit  être  pareillement  réduit  à  la  moitié 
de  sa  valeur.  Donc ,  si  l'équation  (6)  admet  des  racines  de  cette  espèce ,  la  formule  (11) 
c4)Dtmuera  de  subsister,  pourvu  que  l'on  y  réduise  l'intégrale  qui  deviendra  indéter- 
minée à  sa  valeur  principale. 

Concevons  encore  que  la  valeur  s  =  a  -f-  ^  |/^  t  étant  une  des  racines  inégales  de 
Téqualion  (6),  vérifie  tout-à-la-fois  l'une  des  conditions  (8)  et  l'une  des  conditions  (9).  Les 
iotégrales  comprises  dans  les  formules  (4)  et  (5)  deviendront  infinies.  De  plus,  ces  formules 
coDtÎDueroni  de  subsister,  si  Ton  remplace  la  limite  Xo  ou  X  de  l'intégrale  relative 
à  X  par  aihc,  la  limite  jo  ou  Y  de  l'intégrale  relative  à  y  par  6dbc,  et 
le  nombre  «  par  zéro  après  les  intégrations  effectuées.  Ajoutons  qu'en  vertu  du  théo- 
rème déjà  rappelé ,  la  valeur  de  l'expression  (7) ,  correspondante  à    z=:a  +  b ^TT  , 

se  réduira  simplement  à    -  f/!T  ,    c'est*à-dire ,  au  quart  de  la  valeur  qu'elle  recevrait  si 

les  quantités  a,  b  demeuraient  comprises ,  la  première  entre  x^  ei  X,  la  seconde 
entre  j^  ei  Y .  Orj  nous  avons  remarqué  [page  17]  que,,  dans  l'expression  (is) , 
le  résidu  partiel  relatif  à  une  racine  de  l'équation  (6)  devait  être  préciaément  réduit  au 
quart  de  sa  valear ,  lorsque ,  dans  cette  racine  ,  la  partie  réelle  coïncidait  avec  une  des 
limites  Xo,X,  et  le  coefficient  de  |/rr  avec  une  des  limites  yo»Y.  Donc,  si 
Téquation  (6)  admet  des  racines  de  cette  espèce,  la  formule  (11)  continuera  de  subsister, 
pourvu  que  les  limites  des  int^rales  relatives  à  x  et  à  j  subissent  les  modifications 
ci-dessus  indiquées.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  a'assurer  que ,  pour  obtenir  le  résultat  au- 
quel ces  modifications  conduisent ,  il  suflit  de  rapprocher  Tune  de  l'autre  les  deux  limites 
de  chaque  intégration ,  en  diminuant  ou  augmentant  chacune  /le  ces  limite^  de  la  quan- 
tité infiniment  petite    &,    puis  de  faire,  après  les  intégrations  effectuées,    c  =:=  o . 

La  formule  (ii)f  établie  comme  on  vient  de  le  dire,  suppose  évidemment  que  la 


(98) 
fonction    y*(^+J^t/M)     conserve  une  valeor  anique  et  déterminée»  au  moins  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  des  variables     îr,j     comprises  entre  les  limites     x=:x^, 
x  =  X ;   y=jro,jr=^y»     Cela  posé ,  en  résumant  ce  qui  précède ,  on  obtiendra  im- 
médiatement le  théorème  que  nous  allons  énoncer. 

I.*' Théorème.  Soient  x,y  deux  variables  réelles ,  et  z^x-^-y^ZT  une  va- 
riable imaginaire.  Soient  d*ailleurs  Xo,X  deux  limites  réelles  de  la  variable  x; 
yofY  deux  limites  réelles  de  la  variable  y;  et  f{z)  une  fonction  réelle  ou 
imaginaire  de  z ,  qui  conserve  une  valeur  unique  et  déterminée  pour  toutes  les  vaUurs 
de  X  et  de  y  comprises  entre  les  limites  x=zXo9  x=zX ,  y  =  jo »  y=  Y»  Si 
Inéquation 

n'a  pas  de  racines  égalu,  on  aura  en  général 

J  yo  ^  a?o 

^^w^"" l  ((/(«))). 

Ajoutons  que  si,  dans  la  formule  (il),  Cune  des  deux  intégrales  devient  indéur- 
minée,  il  faudra  la  réduire  à  sa  valeur  principale;  et  que,  si  elles  deviennent  taates 
deux  infinies,  on  devra  rapprocher  Cune  de  C autre  les  limites  de  chaque  intégrak, 
en  faisant  croître  ou  décroître  ces  limites  de  la  quantité  infiniment  petite  « ,  et  sup- 
poser ,  après  Us  intégrations  effectuées ,     e  =  o . 

Supposons  maintenant  que  Téquation  (6)  ait  plusieurs  racines  égales ,  dont  la  valear 
commune  soit  zz=a-\'b  \/T^  ,  et  désignons  par  m  le  nombre  de  ces  racines.  Il 
est  clair  que  le  résidu  de 

■ 

(i3) 


a?-  z 


relatif  à  la  valeur     a+b  y/T^     de  la  variable     z ,     sera  le  même  que  celui  de  la  diffé- 


rence 


/{z)         (^-fl-^t/TQ^/Cr)  _      f{z)        .    {z-a'bl/7,)f{z)  (z-a-^y/r.)-' 


et  par  conséquent  égal  à 


^'^' 


(  99  ) 

si  l'on  représente  par 

les  résidus  des  fonctions 

(16)  /(^),      (^-a-Av/r7)/(0. (^-a-Av/^)--"/(0. 

relatifs  à  la  valeur  dont  il  s'agit.  Par  suite  «  dans  le  résidu  intégral  qui  forme  le  second 
membre  de  Téquation  (5) ,  la  partie  relative  à     «  =  a  4-  A  i/^     »cra 

pourvu  que  Ton  fasse  généralement 

(.8)      ^  y  ^    ■ 

Cela  posé ,  concevons  d'abord  que  la  quantité  a  ait  une  valeur  distincte  de  chacune 
des  limites  Xo^X  ^  et  la  quantité  b  une  valeur  distincte  de  chacune  des  Kmites 
jo»  }^*  Eq  vertu  du  théorème  s  de  la  page  gS,  ^a  »  ^3  •-••  '»  s'évanouiront  Quant  à 
la  valeur  de  s^f  ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'expression  (7)^  elle  sera  toujours 
déterminée  par  le  théorème  !•*' [page  92].  Donc  la  formule  (11)  continuera  de  sub- 
sister comme  dans  le  cas  où  l'équation  (6)  n'avait  que  des  racines  inégales. 

Admettons ,  en  second  lieu ,  que  les  quantités  a ,  b  vérifient  l'une  des.  équations 
(8)  ou  (g).  Alors,  en  vertu  du  théorème  s  [page  92]  ,  s^,  s^,se ,...  acquerront  des  va- 
leurs infinies ,  et  •  «3  »  «5 ,  ^7  »•  •  •  des  valeurs  indéterminées ,  que  l'on  pourra  faire  évanouir 
eu  réduisant  chacune  des  intégrales  indéterminées  h  sa  valeur  principale.  Donc ,  pour 
que  le  polynôme  (17)  se  réduise  à  son  premier  terme  A^St,  il  sera  nécessaire ,  i.^que 
le  second,  le  troisième,  le  cinquième  termes  disparaissent,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(19)  /:/,=  0,     ^4=0,     >^6=o,etc.  , 

2.*  que  l'on  réduise  les  intégrales  indéterminées  à  leurs  valeurs  principales.  Si  ces 
deux  espèces  de  condition»  sont  remplies,  la  formule  (11)  continuera  de  subsister. 


à 


(  ïoo  ) 

Admettons  enfin  que  les  quantités  a^b  yérifient  tout-à-la-fois  l'une  des  équations 
(8)  et  Tune  des  équations  (g).  Alors,  en  vertu  du  théorème  9.*  [page  gS]»  «, ,  «3,  «4; 
«6  •  '7  •  '8  ;  ^10  »  oto.  • .  •  >  acquerront  des  valeurs  infinies ,  et  «1  »  ^5  »  «9 .  • .  •  des  valeurs 
indéterminées,  que  l'on  pourra  faire  évanouir  en  remplaçant  la  limite  Xo  ou  X  des 
intégrales  relatives  à  x  par  a  db  « ,  la  limite  jo  ou  Y  def  intégrales  relatives  à 
j  par  6  ±  c ,  et  le  nombre  c  par  léro  après  les  intégrations  effectuées.  Donc , 
pour  que  le  polynôme  (17)  se  réduise  à  son  premier  terme,  il  sera  nécessaire,  1.*  que 
Ton  ait 

(20)         yi,  =  o,  >^3  =  o,  /<4  =  o;   ^6=0,  ^,  =  0,  y^8s=o;  i<,o=o,  etc.; 

2.^  que  les  limites  des  diverses  intégrales  soient  modifiées  comme  on  vient  de  le  dire. 
Si  ces  deux  espèces  de  conditions  sont  remplies,  la  formule  (11)  continuera  de  sub- 
sister. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  si,  en  supposant,  dans  la  formule  (18)  «  le  nombre  n 
plus  grand  que  Tunité,  on  substitue,  aux  limites  de  l'intégrale  relative  à  x  ouà  j, 
les  limites  plus  rapprochées  qu'on  obtient  en  augmentant  ou  diminuant  XofX  ^jo^iï 
de  la  quantité  infiniment  petite  c ,  la  valeur  de  s^ ,  correspondante  aux  valeurs 
principales  des  deux  intégrales ,  et  développée  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
s  ne  renfermera  jamais  de  termes  finis ,  mais  seulement  des  termes  infiniment  petiu 
proportionnels  à     < ,  à  c* ,  à  c' ,  etc. ,  et  de  plus ,  quand  elle  deviendra  infinie ,  un  terme 

proportionnel  à    -t::^'    Donc ,  si  l'on  réduit  les  intégrales\  comprises  dans  les  formules 

(4)  et  (5)  à  leur»  valeurs  principales ,  et  les  limites  de  ces  intégrales  à  des  limites  plus 
rapprochées ,  respectivement  équivalentes  aux  quantités  Xo ,  ^ ,  /«  »  ^  »  augmentées 
ou  diminuées  de  t,  la  valeur  de  ^  ,  développée  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  c ,  aura  pour  ternie  fini  ta  somme  des  produits  de  la  forme  A^êti  c'est-à-dire, 
le  produit 

(2.)  ^W'^^l'^iiA-)))- 

Par  suite ,  si  l'on  fait  évanouir  e ,  :^  ne  pourra  conserver  une  valeur  finie  qu'autant 
qu'il  se  réduira  au  produit  (21).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

2.*  Thêoaêvb.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  \.^  théorème,  si  la  diffé- 
rence 

conserve  une  valeur  finie  et  déterminée,  dans  le  cas  oii   i*on  remplace  les  inUgraltt 


(    101    ) 

ifuelU  renferme  par  leurs  valeurs  principales ,  les  limites  de  ces  intégrales  par  des 
limites  plus  rapprochées  p  respectivement  équivalentes  aux  quantités  x^^X,  j^%Y^ 
augmentées  ou  diminuées  de  t,  et  le  nombre  •  par  zéro,  après  Us  intégrations 
effectuées,  la  valeur  finip  de  la  différence  (22)  sera  précisément 

En  d autres  termes,  la  formule  (11)  ^  trouvera  vérifiée* 

Ce  nouveau  théorème  ne  suppose  pas ,  comme  le  premier ,  que  l*équation  (6)  admette 
seulement  des  racines  inégales. 

Si,  pour  fixer  les  i4ées»  on  suppose    Xo<X  et  j^o<  Y,     alors,  eh  désignant  par 
i   UQ  nombre  infiniment  petit ,  on  aura«  en  vertu  du  théorème  2.* 

pour?a  que  le  premier  membre  de  la  formule  (iS)  ait  une  valeur  finie  «  et  que  Ton 
rédaise  les  intégrales  comprises  dans  ce  premier  membre  à  leurs  valeurs  principales 

Il  nous  reste  à  montrer  quelques  applications  des  formules  (11)  et  (s3). 

D'abord ,  si  Ton  pose ,  dans  la  formule  (1 1)  » 

«0=0,      JC==«,    7o  =  o,  1^=6, 

oa  bien 

»«  =  —  a,  Z«=:o,    y.=^o,  y=b, 

ou  enfin 

»«=  — a,  X^za,    jo  =  o,  jr=&, 

a  et  &    désignant  deux  quantités  réelles ,  on  obtiendra  successivement  les  trois  équa- 

tioot 

f  V(«+*v^-/(«)]^»= •n*  /  [/(«4-ji/:7)-/(^i/T)]rfjr 

.  •/  0  •/  o  ■ 

'-«*V((/(*)))i^' 

o  *  o 

16 


b 


(»5) 


•/  -a  %/  o 


-8'V((/(*)))l^' 


-a     o 


(26) 


r\f(x-\-by/T,)-f{x)-idx=  \/T,   Ç  [/(a-»-:rV^)-/{-«+rV^)l«'j^ 


-*''l\{f{')))\rr> 


-a     o 


dans  lesqqellos  les  ioiëgrales  iodéterminées  doiyent  toujours  être  réduites  à  leurs  valeurs^ 
principales. 

Soient  encore 

a?o  =  «,  X=b,    jr^  =  a,  jr=6. 

Si  Téquation  (6)  n*a  point  de  racine  équivalente  à  Tune  des  expressions  imaginaires 

(27)  a  +  a\/z;  ,  a-^-bi/Zt ,     A  +  av/TT  ,  6  +  6^/7  ^ 

on  tirera  immédiatement  de  la  formule  (1 1) ,  en  remplaçant  la  lettre  y   par  Ifi  lettre    scp 


=-2-'<r(C/(^)))v^ 

a     a 

Si ,  au  contraire ,  Ton  compte  au  nombre  des  racines  de  Téquation  (6)  une  ou  plusieurs 
des  expressions  (27) ,  on  tirera  du  2.*  théorème»  ou  de  Téquation  (sS) 


/ 


b'i 


=-«'V((/(*)))v^' 


a     a 


puis ,  en  réduisant    t    à  zéro ,  on  reproduira  la  formule  (28).  En  conséquence ,  on  peut 
énoncer  la  proposition  suivante. 

3.*  Th£ob£1I£.  On  a  généralemmit 


/ 


(  io3  ) 
b 


=  - a»  <î^  ((/(«)))» 

a     a 

pourvu  que  Can  réduiâe  CinUgrak  relative  à    x    à  sa  valeur  principale. 

Sapposons  mainlenanl  que  la  fonction   f  ( x  +7 i/m)    s'éranouiMe  pour    a;  =: d: 00  , 
quelque  soit    jr.     Alors ,  si  Ton  prend 

».  =  —  00,  2r=oo,    jro=«>   l^=Af 

rinlégrale  relalire  h    ^    s*évanouira  dans  la  formule  (11)  >  et  Ton  se  trouvera  conduit 
aa  nouveau  théorème  que  nous  allons  énoncer. 

4.' Th£or£iib.   Si  la  fonction   /{x-^-y^T^     s* évanouit  pour    x  =  ±oo,     quel 
9ue  mt    y,     on  aura  généralement 


(«9) 


00  -00      a 


pwfvtt  9 tt6  Cintégrale  relative  à    x    soit  réduite  à  sa  valeur  principale, 

Oa  établira  ,  sans  plus  de  dii&culté ,  la  proposition  suivante. 

5/ TaioBBiiB.  Si  la  fonction   /(^+^t/^)     f^* évanouit  pour    ^  =  ±00,     quel 
f  ue  toit    X  9     on  aura  généralement 

(5o)       /^  [/(6+:ri/n')-/(«+n/^]iij'=«»r^*((/(»))), 

^   -00  a     -00 

ptmrvu  que  f  intégrale  relative  à    y    soit  réduite  à  sa  valeur  principale. 

Concevons  à  présent  que  la  fonction  /{x'^^y^T^)   s'évanouisse,  i.*  pour  sB=dboo  , 
quel  que  soit    y;     s."*  pour    jr=oo,     quel  que  soit    Xi     et  soit    ^    la  limite  vers 

laquelle  convoite  le  produit 

(50  (a^+yi/M)/(«+jv/^) 

pour  des  valeurs  croissantes  de    y  ;    alors ,  en  désignant  par    6    un  très-grand  nombre , 
00  aura  senstbfetnent 

x-^-bx/Ti 


(  »o4) 

puis ^ en  réduisanl  chaque  intégrale  à  sa  valeur  principale. 


r 

%/    -00 


00 


Cela  poséj  on  tirera  de  la  formule  (2g) ,  en  attribuant  à  la  quantité    a*    une  raleur- 
nulle  9  et  à  la  quantité     6     une  très-grande  râleur». 


(3a) 


%f    -00  (  -00        o  j 


I 
En  supposant  y  dans  Téquation  (32),  la  constante     ^    réduite  à  zéro,  on  établira  le 

théorème  suivant. 

6.'Th£orêm£.  5Ma/bnc;i<7n   yC^D+JV^HT)     ^'évanouit,  1.* pour    «=±00,     quel 
que  soit    yi     9, '^  pour    yz=oo,    quel  que  soit    x,     on  aura  généralement 


00 

(33) 


•/  -00  -00      o 


pourvu    que    l'intégrale    soit    réduite    à    sa    valeur    principale ,   et  que  le  produtL 

(^ -f"J'|/^)y^(^+yV^)     s'évanouisse  avec  la  fonction   ^(«+71/^),     en  vertu 
de  la  supposition    y-rzzca . 

On  pourrait  aisément  revenir  du  6.*  théorème  à  la  formule  (32).  En  effet,  si  la  sup- 
position   /  =  00    réduit  le  produit  (3i)  »  non  plus  à  zéro ,  mais  à  une  quantité  finie     ^ 

la  même  supposition  fera  évanoui^  le  produit 

(  ^    I 

(x+ji/TT)  /(x+jv^) — ___  =(a.+^v/n)/(«+j^/tr).-/- 

On  aura  donc,  en  vertu  du  6.*  théorème,. 


(  »o5) 

"S 

y**    /(a>)--jrf«=»ir*£,*///(«)__jjv>:r, 

puis»  en  réduisant  chaque  iatëgrale  à  sa  valeur  principale,  et  remplaçant,  en  consé- 
séquence  l'intégrale 

par  zéro ,  on  trouvera 

(34)  J    /(«)rf«=«»*<£-*ff/(0-7))v^. 

Comme  on  a  d'ailleurs,  en  vertu  des  principes  du  calcul  des  résidus  [voyez  les  pages  1 1 
et  suivantes  J 


«O     _  00 


-<^o  i^w-7)) = I<î^}(/w))-^<î:  ((7))  =.  I<î:r((/w))-f 

il  est  clair  que  la  formule  (54)  reproduira  Téquation  (Ssr) 

Ed  supposant,  dans  les  équations  (a4)  et  (26) ,  a  =  00,  puis,  appliquant  à  ces 
équations  les  raisonnements  par  lesquels  nous  avons  déduit  le  6.*  théorème  de  la  formule 
(29) ,  on  sera  immédiatement  conduit  à  deux  propositions  nouvelles ,  que  nous  alj^à* 
énoncer. 

7/ Th£ob£X£.  5s  (a /bnclûm  y(£B+Ji/^)  f^ évanouit,  i»^  pour  x=rcir,  quel 
^utsoU    j;     s.®  pour    ^  =  00,    quel  que  soit    x,    on  aura  .  . 

f{x)dx  =  s/T,    I    fij\r^)dr+2n  l  ((/(*)  ))V/T.  ' 

o  •/  o  00 

pourvu  que  chaque  intégrale  soit  réduite  à  sa  valeur  principale ,  et  que  h      'duit  (3i) 
s  évanouisse  avec  la  fonction   /*{x  -Hj^V/-^)     ^^  vertu  de  la  supposition    ^     ^oc  • 

i.^  Tnio^iUB.  Si  ta  fonction  /"(aJ+JV^)  9  évanouit  ^  i,**  pour  05= — 00,  quel 
^uesoit    j;     9,^  pour    jr=roo,     quel  que  soit    x,     on  aura 

«/   -00  %/   O  -  00       o 

pourvu  que  chaque  intégrale  soit  réduite  à  sa  valeur  principale ,  et  que  le  produit  (5^ 
9' évanouisse  avec  ta  fonction   y(»+Ji/T)     en  vertu  de  la  supposition    ^  =  00» 


(  «o6  ) 
Lorsque  les  formules  (35)  et  (36)  subsistent  simultanément ,  en  les  afoutant  Tune  à 
l'autre ,  on  reproduit  Téquation  (33).  De  plus ,  si ,  dans  la  formule  (35) ,  on  remplace  la 
lettre    jr    par     la  lettre    œ ,     on  obtiendra  la  proposition  suirante. 

g.*  Tnio^^UB.  Si  ta  fonction   /(aJ+JV/n*)     s*évanouit ,  \  •  pour    a?  =  oo,     quel 
que  ioit    y;     i.*  pour    jr  =  oo  ,     quel  que  soit     x ,     on  aura 


(5?) 


O  0       0 


pourvu  que  l'intigraU  soit  réduite  à  êa  valeur  principatô,  et  que  le  produit  (3i)  s*4- 
vanouiêse  avec  la  fonction   f{x  +Ji/n')     tn  vertu  de  la  supposition    j  =  oe . 

Comme  on  peut  déduire  réquatitn  (37)  de  la  formule  (28),  en  prenant  a  =  o, 
6  =  00  ,  il  est  clair  que  cette  équation  subsiste  dans  le  cas  même  où  la  fonction  f{x) 
devient  infinie  pour    x  =  q  . 

On  pourrait  présenter  les  diverses  équations  que  nous  venons  d'établir  sous  diffé- 
rentes formes  distinctes  les  unes  des  autres.  Ainsi ,  par  exemple»  on  reconnaîtra  sans 
peine  que  l'équation  (33)  peut  être  remplacée  par  Tune  des  suivantes  ; 


(58) 


(»9) 


*^  o  a  «         •  co 


*((/(»)  ))w^- 


On  déduirait  aisément  des  formules  qui  précèdent  les  valeurs  de  presque  toutes  les 
intégrales  définies  connues  »  et  d'un  grand  nombre  d'autres ,  spécialement  de  celles  que 
nous  avons  considérées  dans  le  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  li- 
mites imaginaires  [pages  61  et  suivantes}.  Ainsi  ^  par  exemple  »  on  tirera  immédiate- 
ment de  la  formule  (38)»  en  désignant  par  f(ftr)  utiè  nouvelle  fonction  de  »,  et 
phr    r     une  constante  positive , 


L 


ao  .  00        0» 


t{x)-î{-s)    dx f      {(((z) 

0  »V^'  -         -o»     o 


='./J{^))' 


,00  00       00 


f  ii^i±^^=../ j(^))^. 


(  »07  ) 

00  00     ao 


D'ailleurs,  si  la  fonction  f(^+7V^)  ^^  devient  pas  infinie  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  ^,  on  aura»  en  vertu  des  principes  du  calcul  des  résidus  [voyez  les  pages 
1 1  et  suivantes  ]  » 

-:C((¥))=i.!:^=>. 

-»*^o   \\z*^r*))       '^(2+rV'r,){(«.rv/r.))—    a|/r,     .' 

*r«>//  «f(r)  \\       r  xf(z)  _f(rt/r.) 

.a»<^o  lU'+r»jj-^(*+rvA)((z-rt/r.))-        a        ' 
On  trourera  donc  défiailivement 


(4o) 


(40 


^  a  a?*4-r»       a   ^    "^    ' 


o 

.00 


m 


La  formule   (40  suppose  seulement  que  la  fonction    f(iD+7V^)     CMiserre  une  va- 
leur finie,   1.*  pour    a3  =  d=ao,    quel  que  soit    jn     s.*  pour    y  =  to,    quelque 
loit    X.     Les  formules   (4o)  et  (As)  supposent  en  outre  que    f(sB+j'f/!7)     s'éva- 
norit  pour    y  =  co.     Si  cette  dernière  condition  n'était  pas  remplie ,  on  devrait  aux 
iormule*  (4o)  et  (4a)  substituer  las  deux  suirantes 


(45) 


(44) 


(  loS  ) 
qui  se  déduisent  Tune  et  Taolre  de  l'équation  (3a) ,  et  dans  lesquelles    $    désigne  la 

valeur  de    {[x  +  jV")     correspondante  à    y  =00  . 

Si,  dans  les  formules  (4o)  »  (4i)  »  (A^)  *  (43)«  (44)  >  on  remplace    t{x)    par  Tune 
des  fonctions 

aap|/.i  a-i    bœy/Z^      a0 

€         ,  (— a5|/r7)     e        ,  e        etc...., 
a  et  6    étant  des  quantités  positÎTes  ,  on  obtiendra,  les  équatioQS 


ao  r«W 


<46) 


(47) 


cosaa; ; =  -«-•',     I       smaaî— —ï ^-e""', 

y"»00 
x'-*sm bx\ ; — =~r«-*e"*'^  , 


(48)  r     «-^•*'sin(tfsin6aî)^=~(c'— I),* 


(49) 


/ 
/ 


ao 

e*~»*'cos(asîn6a5)-r— 7— =  -«••    ', 


00 


^a«ot*«A; 


sin(asin6x)— ; =—(6"^     — 1)  ,  etc..» 


Les  formules  (46)  »  qui  ont  été  données  pour  la  première  fois  par  M.  Laplace ,  el  dont 
la  seconde  comprend  comme  cas  particulier  l'équation  (45)  »  sont  elles-mêmes  comprises 
dans  la  formule  (47).  Ajoutons  que  cette  dernière  suppose  le  nombre   a   renfermé  entre 


*  Les  Taleon  trooTées  pour  Tiatégrale  (48)  et  pour  la  féconde  dei  intégrales  (49),  dans  le  Mémoire  cor  Im 
intégrale!  prises  entre  des  limites  imaginaires ,  sont  incomplettes  et  doivent  être  remplacées  par  ceUes  ^e  noos 
donnons  ici.  Cette  erreur  prorient  de  c6  ^'oq  airàit  employé  ^  pour  déterminer  les  4cuz  intégrales  dont  1} 
j';igit,  les  formules  (4o)  et  (4>}#  su  lieu  des  formules  (43)  et  (44). 


(  »09  ) 
les  limites     0,9,    et  qae ,  si  Ton  7  fait    6  =  o ,  r  =  1 ,     on  obtiendra  une  des  inté- 
grales les  plus  remarquables  données  par  Euler ,  savoir» 

(5o) 


««-» r— = -^ 

o  i-f-s'*       ^*'^ — ^ 


Si ,  dana  l'équation  (37)  »  on  remplaçait  successivement    {{x)    par  les  deux  fonctions 

• 


aB(aj*-|-r*) 


OD  en  tirerait 


.00 

(Si)  /.    dx7=^o. 


f. 


f. 


mr 

00 


/:;  X  •        cos«â?-s-«*       ds  ^    ^    ^*  .      ar 

\ûj)  I — _^a        sm— 7=- 

d7  ic*-|-r*       ar*  |/î 


Noos  développerons  dans  d'autres  articles  les  nombreuses  conséquences  des  formules 
^nérales  auxquelles  nous  sommes  parvenus  dans  celui-ci  ;  et  nous  allons  montrer»  en  fi- 
nissant,  comment  »  à  l'aide  de  ces  formules ,  on  peut,  dans  beaucoup  de  cas  »  déterminer 
le  résidu  intégral  d'une  fonction  donnée  fi^),  c'est-A-dire  »  la  somme  de  tous  les 
résidas  qui  correspondent  aux  diverses  racines  de  l'équation  (6). 

Concevons  que  la  fonction  /(s)  s'évanouisse  pour  des  valeurs  infinies  réelles  ou 
imaginaires  de  la  variable  z,  c'est-à-dire,  que  la  fonction  /(<c+JV^)  s*^^''" 
noaisse,  i.*  lorsqu'on  suppose  a9  =  dboo,  a.*  lorsqu'on  suppose  j  =  zbco  ;  et 
admettons  d'abord  que ,  dans  Tune  et  Tautre  bypotbèse ,  le  produit 


se  réduise  à  la  conatante  g.  On  aura  sensiblement,  pour  de  trè^-grandes  valtmrs 
nomériques  de    »    ou  de    j, 

(«+yi/n)/(flj+rv<^)=/.    /(«+7V^  =  — ; — -' 

Donc  alors,  si  l'on  attribue  aux  quantités  x.^yiVX»  ^.  ^  très -glandes  valeurs 
nomériqnes ,  en  supposant  x,  et  j^  négatives ,  JT  et  Y  positives ,  le  premier 
membre  de  la  fomjinle  (11)  se  .confondra  sensibltiVkei|t  «vec  la  différence 

/  i6 


(    110) 

(53)    \n  I      {ttt — : r^rWj'—  /  ; rfl^^ 


TT   / ]dy—   I         - 


D'ailleurs  «  en  vertu  de  la  formule  (5i)  de  la  page  94*  celte  même  différence  se  réduit  à 

Donc ,  si  l'on  prend 

Xo  =  —  00,     jr=oa,    y.  =  —  «o,     y=oo, 

la  formule  (11)  donnera 

a„^4/n=air    l   ((/(*)  ))i/n' ; 

-  00       -OD 

■ 

et,  en  divisant  les  deux  membres  par     S7r^/!7  ,     on  obtiendra  Téquation 

(54)  l    ((/(«)  ))=^. 

-  00       -OD 

que  l'on  peut  écrire  plua  simplement  comme  il  suit 

(55)  .    .  <î^((/(«)))=^. 

Si  Ton  a     ^=0,     ou,  en  d'autres  termes,  si  le  produit    ^f{z)     s'évanouit  pour 
dea  valeurs  iofiniaa  réelles  ou  imagioaires  de  la  variable    z,    f  équation  (55)  deviendra 

(56)  l{{f{z)))=^o. 

On  pourrait  aisément  revenir  de  la  formule  (&6)  à  la  formule  (55).  En  effet,  lorsque, 
pour  des  valeurs  infinies  réelles  ou  imaginaires  de  s ,  le  produit  ^/{i)  se  réduit 
nim  p)u$  4  zéro ,  maia  à  une  quantité  finie  ^,    t)  est  clair  q«e ,  pofur  ces  mêmes 

valeurs  de    z,     le  produit 

«'év«fQ9uifU^  Qn  a  iwffi  mIots^  ev  vertu  i/d  la  fqrpu^e  (56) , . . 


0    t     •.  '  kt        •  i 


l(lf(»)'^^jf^<»f 


(  m  ) 
on ,  ce  qui  reviâBl  au  mfiaie. 

l{{fi')))=lr---  =  ^  ' 

((*)) 

La  formule  (55)  cesserait  d'être  exacte,  si  la  ralear  du  produit 

correspondante  à  des  valeurs  infimes  positives  ou  négatives  de  la  variable  x  ou  jr, 
changeait  avec  le  signe  de  cette  variable.  Alors  il  faudrait  h  la  formule  (55)  substituer 
fane  de  celles  que  noos  allons  indiquer. 

Supposons»  en  premier  lieu»  que»  la  fonction     f{^)     étant  nulle  pour  des  valeurs 
infinies  réelles  ou  imaginaires  de    z,     le  produit  (3i)  se  réduise  h  la  constante     ^^ 

pour    X  =  — 30  ,     et  à  la  constante     ^      pour    a;  =  oo  .     Alors ,  en  attribuant  aux 

quantités     —  a  et  -f"  6     de  très-grandes  valeurs  positives ,  on  tirera  de  la  formule  (29) 


pois,  en  remplaçant  les  intégrales  par  leurs  valeurs  principales, 

(57)  <î:  ((/(,)  ))=-i±^. 

a 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  fonction  /"C^)  étant  nulle  pour  des  valeurs 
infinies  réelles  ou  imaginaires  de    z  %    le  produit  (3i)  se  réduise  à  la  constante     ^' 

pour    j=:.— -00,     et  à  la  constante     ^'     pour    yz:=.^.     Alors,  en  attribuant  au 

quantités     —  a  et  +  6    do  très-grandes  valeurs  positives  »  et  reoiplaçant  les  intégrales 
relatives  à    y    par  leurs  valeurs  principales ,  on  tirera  de  la  formule  (3o) 

(58)  .    <î:  ((/(*)))= 

3 

Si  l'on  avait ^  dans  la  formule  (£7),  ^,=  -— ^.^  ou,  dans  bt  formule  (58) 
/'=— -^^  on  retrouverait  précisément  PéqMtioii  (56).  Ea  conséqoence,  on  p^feit 
énoncer  la  proposition  suivante. 


(  «»•  ) 

lo.*  TflioBÎiiE.  Si  la  fanciion  f{z)  $* évanouit  pour  du  valeurs  infinies  réeUes 
ou  imaginaires  de  ta  variable  z ,  le  résidu  intégrai  de  ee$te  fonction  sera  nul ,  ou , 
en  d^ autres  termes,  on  aura 

(56)  l  ((/(»)  ))  =  o  . 

pourvu  que  le  produit  (a5+7i/M)/'(®  "t"7i/^)  conserve  une  valeur  finie  pour 
des  valeurs  infinies  positives  ou  négatives  de  Vune  des  variables  Xpjr,  et  qu'il 
change  de  signe,  sans  changer  de  valeur  numérique,  dans  le  cas  ou  la  variable  dont 
il  s^agit  passe  de  Cinfini  positif  à  Cinfini  négatif 

Ce  théorème»  en  raison  de  ta  généralité  »  et  des  nombreoses  applications  qo*on  en 
peut  faire»  parait  devoir  mériter  l'attention  dea  géomètres.  Si  Ton  remplace  la  fonc- 

tion     f{z)      par  le  rapport  ,    la  formule  (56)  donnera 


l 


((^))=/,„_£«^=., 


et  l'on  déduira  facilement  du  théorème  lo  une  proposition  nouvelle  dont  voici 
l'énoncé. 

11.*  Thêoeêhb.  Si  la  fonction    f{z)     conserve  une  valeur  finie  pour  des  valeurs 
infinies  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable    z ,    on  aura 

(H)  /(-)  =  i  «Zaï , 

X^  Z 

pourvu  que  la  fonction  f[x  4.^^:7)  change  de  signe,  sans  changer  de  valeur  nu- 
mérique ,  lorsque  on  passera  de  la  supposition  x  =  —  90  ,  à  la  supposition  x  =  x, 
ou  bien  de  la  supposition    j  =  —  00     à  la  supposition    ^  =:  00  . 

Si  la  fonction     f{x  +  JV/m  )     ^  réduisait,  pour    x  =  —  00  ,    à  la  constante     ^^ , 

et ,  pour    x  =  00  ,    à  une  constante    ^    différente  de    —  ^  ,     alors  il  faudrait  à  la 

formule  (Sg)  substitoer  l'équation 

(60)  /(«)=^ -{'-^^^—^. 


X'Z       ^ 


qui  se  déduit  immédiatement  de  la  formule  (57). 

De  même ,  si  la  fonction    /(ce  +  Jt/-î)     ^  réduirait  pour    j  =  :—  00     à  la  cons- 
tante   f,     et  pour    7=00     à  la  constante    g"     difi^nto  de    —f,     il  faudrait 

à  la  formule  (5g)  substituer  l'équation 


(6i) 


/(*)  =  L 


(  uS) 

((/(*))) 


^'4.^' 


«-*i; 


qui  se  déduit  immédiatemeat  de  la  formule  (58). 

Il  est  important  d'observer  que  les  équations  (54)  »  (56)  et  (5g)  s'accordent  avec  les 
formules  (65)  »  (64)  et  (57)  des  pages  as  et  a5.  La  seule  différence  consiste  en  ce  que, 
dans  les  formules  dont  il  >*agit,  on  supposait  la  fooetfou  /(s)  réduite  à  une  frac- 
tion rationnelle. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  Téquation  (69)  fournit  le  moyen  de  décomposer  dans 
tous  les  cas  possibles-  une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples.  On  eà  déduit  avec 
la  même  facilité  un  grand  nombre  de  formules  dont  quelques-unes  étafent  déjk  connues , 
par  exemple ,  celle  qui  sert  à  développer  en  série  la  cotangente  de  Tare  x .  On  tire  en 
effet  de  l'équation  (Sg) 


cotx 


^L 


COSS 


1,1,         1         ,         1         , 

(j?-«)  ((sin^))        X       W'^T        a?— air        a;— -Sir 

•+»~ —  + — ï h  ■  ,  ,'''  +  etc..., 


et  par  sdite 

(69)  cotx 


=  -  — SX  j— — -4-—— 1 4.  etCi...  I 

X  |ir»-s*     '    4ir*-a?*         Oïr'-a?»    '  ) 


Oq  trouvera  de  même ,  en  supposant    a<it. 


(65) 


{H) 


cos  as 
sinirxp 


smad; 
sinird? 


-iCr 


cosa^ 


1     t^^i  cosa 

{X't)  {[sïaicz))       ir»   '     ir   I  1-a?* 


cosaa  ^  cos 5a  j 


=  6 


sma^ 


(«-«)  ((sÎQir^))        ir 


sina         asinaa        SsInSo  \ 

i-flp*         4-«*  9-«"        ***  j 


Lorsqu'on  suppose  précisément    a  =â  ir ,   l'équation  (6S)  continue  de  subsister ,  tandis- 
que  la  formule  (64)  devient  inexacte.  Mais  alors,  pour  développer  la  fonction =  1 . 

sioirtf 

il  (ant  employer  l'équation  (61)  »  au  lien  de  l'équation  (59) ,  et  »  comme  on  a»  dans  ce 
cas,     $'z=i\^   ^'=  1 ,    il  en  résulte  que  le  second  membre  de  la  formule  (64)  doit 

être  augmenté  de  la  quantité  =1 .     Or,  en  opérant  de  cette  manière,  on 

a 

obtient  ^ectivement ,  à  la  place  de  la  formule  (64) ,  une  équation  identique. 


^îSKp 


DÉMONSTRATION 


I  •   •  «     • 


D'UN  THÉORÈME  CURIEUX  SUR  LES  NOMBRES. 


I    •    H 


(  EtjottaH  du  BMuifi  (U  ta  SiOôiéié  phiUnnatique.  ) 


On  trouve  dans  un  numéro  du  Bulletin  de  la  société  philomatique  Ténoncé  d^une 
propriété  remarquable  des  fractions  ordinaires  observée  par  M.  J.  Farey. 

Cette  propriété  n'est  qu'un  simple  corollaire  d*iin  théorème  curieux  que  je  vais  com- 
mencer par  établir. 

Thêorkhe.  Sis  après  avoir  rangé  dans  leur  ardre  de  grandeur  les  fractions  irré- 
ductibles do9U  U^  dénominateur  v^eoBlçèdc  pas-  un  nombre  entier  donné ,  on  prentt  à, 
volonté t  dans  la  suite  ainsi  formée^  deux  fractions  consécutives ,  leurs  dénominateurs 
seront  premiers  entre  eux  »  et  elles  auront  pour  différence  une  nouvelle  fraction  €tam 
le  numérateur  sent  (uniié. 

Démonstration.  Soit    —    la  plus  petite  des  deux  fractions  que  l'on  considère  ,    cl 

n     le  nombre  entier  donné.  Soient  de  plus     a'  et  b'     les  plus  grandes  valeurs  entières 
que  Ton  puisse  attribuer.  ao\  variables    x  ti  y    dans  l'équation  indéterminée 

■ 

(i)  bx  —  ay  =  \, 

en  supposant  toutefois     b'  <n.     La  fraction  —  étant  irréductible  par  hypothèse,  et 
la  valeur  de     b'     vérifiant  l'équation 

* 

6  et  6'    seront  nécessairement  premiers  entre  eux,  et  l'on  aura  de  plus 

a'         a  1 

La  fraction  —  jouira  donc  »  relativement  à  la  fraction  — ,  des    propriétés    énoncées 


(  »S) 
iêuê  le  théorème  ;  et ,  pour  établir  ce  même  théorème ,  il  suifira  de  prouver  que ,  parmi 
toutes  les  fractions  irréductibles  dont  le  dénominateur   n'excède  pas     n,     celle  qui 


a 


surpasse  immédiatement  —   est  précisément  —  •  On  y  parvient  de  la  manière  snivante. 

Les  diverses  valeurs  de  '  jr    qui  résolvent  Téquation  (i)  forment  la  progression  arith- 
métique 

....6'— 26,  6'— 6,  b\b'+b,  b'+^b...; 

et,  puisque  b'  est  la  plus  grande  de  ces  valeurs  qui  soit  comprise  dans  n,  on  a  né- 
cessairement 

n<6'+6. 

ff  ' 

Soit  maintenant  —  une  fraction  irréductible  et  plus  grande  que  —  prises  parmi  eefles 
dont  le  dénominateur  n'excède  par    n.     Si  Ton  fait»  pour  abréger, 

(«)  bf—ag  =  m, 

on  aura 

/         a^ rn^ 

S         b~bg'     , 

fa  ffi 

Ainsi,  la  différence  des  fractions  —,  -r-    sera  généralement  exprimée  par  -r—;    et,  si 

g      '^  bg 

l'on  donne  à  m  une  valeur  constante  en  laissant  varier  g ,  cette  différence  aura  la 
plus  petite  valeur  possible ,  lorsque  g  aura  la  plus  grande  valeur  possible.  D'ailleurs 
les  diverses  valeurs  de  g  qui  satisfont  à  l'équation  (9)  sont  évidemment  comprises 
dans  la  progression  arithmétique 


m6'— -26,  mb' — 6,  fnb\  m6'4-^»  m6'+a6 


dont  le  terme    tnb'^  b,     égal  ou  supérieur  à     6 '  -(-  6 ,     est  par  suite  supérieur  à     n  : 
et,  comme    g    ne  doit  pas  excéder    n,  il  est  clair  qu'il  sera  tout  au  plus  égal  au 

terme    mb';     d'où  il  suit  que  la  fraction    —   ne  pourra  devenir  inférieure  à 

m  1 


mb'b         bb' 
Donc ,  parmi  toutes  les  fractions  supérieures  à  —  »  et  dont  le  dénominateur  n'excède 


(116) 
pas    n ,    la  plus  petile  est  celle  donl  la  différence  arec  —  est  égale  à    -r—    c*est-4i* 


by  > 


a' 


dire  »  la  fraction    —  • 

0 


Corollaire*   Si ,  parmi  les  fractions  dont  il  s*agit  dans  le  théorème ,  on  en  prepd 
trois  de  suite  à  volonté ,  en  désignant  ces  trois  fractions  par 


on  aura 


t\  par  suite 


d'où  Ton  conclut 


a         a  a 


a'b^ab'=i,  a'fc'— a'6'=i. 


a'fr-r.afr'=a'fc'— a'é\- 


j  • 


Cette  dernière  équation  n'est  autre  chose  que  Texpression  analytique  de  la  pro^ 
priété'^bservée  par  M.  J.  Farey. 


v« 


t  •    l .  • 


SUR  LES  MOMENTS  LINÉAIRES 

DE  PLUSIEURS  FORGES  APPUQDÉES  A  DIFFÉRENTS  POINTS. 


'^'mmmmimÊmm 


Considérons  plusieurs  forces 

P,    P\    P%    etc....!, 

respecHreimBl  appfiqnées  &  différents  points  dont  les  coordonnées  rectangulaires  soient 
respect!  veoient 

x^y.zi     x\y',z'i     x\y',z';     ctc 

Supposons  de  plus  ces  mêknes  forces  dirigées  de  manière  à  former  »  avec  le  demi*axe 
des    X    poeitires,  les  angles 

«,        «'.        «^    etc ; 

sTec  le  demi-axe  des    y-    positives ,  les  angles 

P.      r.      r.   •«« ; 

eufn  avee  le  demî-iae  des    z    pasitites  >  ies^  angles 

7»        7'»        7^f    ^^ 

Las  profOBtkps  dgébriiiiies  éà  la  fiuM    P    s«r  les  aies  saroBi 

Pçmql^    Pcm^»    Pcoe7; 

tandis  que  les  projections  algébriques  de  son  moment  linéaire  se  trouveront  repaé^ 
seotées ,  si  Ton  place  le  centre  des  moments  li  Torigine  des  coordonnées ,  par  les  trois 
produits 

P(j^oos7— 3casp)^  P(»Mssr*— asca»7),  P^^coa^-^ycosa), 

et,  si  l'on  place  le  centre  des  aiAments  ao  point  qpi  a  pour  coordonnées  a?«»  j^»  ^«  f 
par  ks  trois  suivants 

>7 


(118) 

P[(/-/«)C097-(«-«o)C08p],   P[(«-i»o)C0Sa-(«-«o)CO87],    P[(«-a?o)c08p- (jr-jro)coSa]. 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que,  pour  obtenir  ces  trois  derniers  produits»  il  suffit 
d'ajouter  respectivement  aux  trois  premiers  les  quantités 

P(joC097  —  «oCOSp)  ,    P(«,COSa  —  a?oCOS7)  ,   P(a3oC0Sp — JTqCOSol)  , 

prises  en  signes  contraires,  c'est-à-dire,  en  d'autres  iermes,  les  projections  algébriques 
sur  les  axes  coordonnés  du  moment  linéaire  d'une  force  égale  et  parallèle  à  P ,  mais 
dirigée  en  sens  contraire ,  et  appliquée  au  point  (xo,yo»  ^o)  $  ce  moment  linéaire  étant 
calculé  pour  le  cas  où  Ton  place  le  centre  des  moments  à  l'origine  des  coordonnées. 
De  cette  remarque  on  déduit  immédiatement  la  proposition  suivante. 

Sij  en  plaçant  U  centre  des  moments  à  C origine  des  coordonnées,  on  construit, 
i,^  le  moment  linéaire  de  la  force  P,  2*^  le  moment  linéaire  d*une  force  égale  et 
parallèle,  mais  dirigée  en  sens  contraire,  et  appliquée  au  point  (a?o,^o9  ^0)9  ^ 
moment  linéaire  résultant,  transporté  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que  son 
origine  coïncide  avec  le  point  (aSo*7o»  ^0)9  représentera,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion ,  le  moment  linéaire  de  la  force    P    par  rapport  à  ce  même  point. 

Nous  dirons ,  avec  M.  Poinsot ,  que  deux  forces  forment  un  couple,  lorsqu'elles  seront 
égales  et  parallèles ,  mais  dirigées  en  sens  contraires  suivant  deux  droites  différentes;  et 
le  moment  de  ce  couple  ou  son  moment  linéaire  sera  ce  que  devient  le  moment  ou 
le  moment  linéaire  de  l'une  des  forces,  quand  on  prend  le  point  d'application  de  l'autre 
pour  centre  des  moments.  Gela  posé,  le  moment  du  couple  sera  évidemment  égal  au 
produit  de  l'une  des  forces  par  leur  distance  mutuelle,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 
à  la  surface  du  parallélogramme  oonstroit  sur  les  deux  forces;  et  le  plan  du  moment 
du  couple  sera  précisément  le  plan  de  ce  parallélogramme ,  ou ,  si  l'on  veut ,  celui  qui 
renferme  les  deux  forces  données.  Do  plus,  le  moment  linéaire  du  couple  élevé  parle 
point  d'application  de  Tune  des  forces ,  se  comptera  sur  le  demi-axe  perpendiculaire  ai| 
plan  du  couple ,  et  autour  duquel  l'autre  force  tend  à  produire  un  mouvement  de  ro- 
tation de  droite  à  gauche.  Enfin,  comme,  dans  la  proposition  ci-dessus  établie ,  les  points 
d'application  des  deux  forces  P  et  l'origine  des  coordonnées  peuvent  être  des  points 
quelconques  de  l'espace ,  il  est  clair  que  cette  proposition  se  réduira  simplement  à  celle 
que  je  vais  énoncer. 

i.*'THÊORâiiE.  Lorsque  deux  forces  forment  un  couple,  le  moment  linéaire  résultant, 
pour  le  système  de  ces  deux  forces,  est  égal  et  parallèle  au  moment  du  couple  et  dirigé 
dans  le  même  sens,  quelque  soit  le  point  de  Cespace  que  Con  prenne  pour  centre  des 
moments* 

Revenons  maintenant  au  système  des  forces  P ,P\P'....  appliquées  à  différents 
points  de  l'espace.  Soient  respectivement 


(  »>9  ) 

X,     Y.    Z 

L,    M,    N 

« 

les  sommes  des  projections  algébriques  de  ces  mêmes  forces ,  et  celles  des  projections 
algébriques  de  leurs  momenls  linéaires ,  dans  le  cas  oii  Ton  place  le  centre  des  moments 
à  Torigine  des  coordonnées.  On  aura 

I^==Pco8a+P'co8a+etc.,  y=j:Pco8p4--'''cosp'-4-ctc,Z==PcoS74-''cos7'4-«tc. 
I»=P(jrcos7-«cosp)-f-etc.,af=P(«cos«-a?cos7)4-etc.,iV=:P(a?cosp-jcosa)4-etc. 

Cela  posé,  si,  par  un  point  quelconque  on  mène  des  forces  P,P\P'....  égales  et 
parallèles  aux  forces  données ,  leur  résultante ,  que  je  désignerai  par     R    aura  pour 

Taleur 

* 

et  formera,  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives  »  des  angles  a^b^e  déter- 
minés par  les  équations 

(3)  cosa  =  -^,    cos6  =  -^,    cosc  =  -=r-- 

/t  jft  il 

De  plus ,  si ,  en  prenant  le  point  dont  il  s'agit  pour  centra  des  moments ,  on  construit  les 
moments  linéaires  des  forces  données,  ^  pourra  composer  ces  moments  entre  eux  de 
manière  à* obtenir  en  définitive  uu  moment  linéiaire  résultant.  Soit  K  ce  dernier 
moment,  et  désignons  par  l^n^^n  les  angles  que  forme  sa  direction  arec  les  demi* 
axes  des  coordonnées  posi  tires.  Si  le  point  pris  pour  centre  des  moments  se  confond 
STec  l'origine  des  coordonnées  »  on  aura  éridcmment 

(4)  î!i  =  y/{L-^U-^H-), 

[o)  cosl=-=-,   cosm==--^,   cosn  =  -=r; 

'  A  JDL  il 

puisque  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  résultant  derront  être  respec- 
tJTement  égales  aux  sommes  des  projections  algébriques  de  tous  les  autres.  Si  le  même 
point ,  supposé  distinct  de  Torigine ,  arait  pour  coordonnées 

«•»   y.,    «•• 

il  faudrait,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  lui  appliquer  des  forces  égales  et  pa- 


(  it»  )  ' 

rallèles  aux  forces  P^  P'  P'^*^,  mais  dirigées. en  sens  conlraires.  Eu  joignant  ce» 
nourelles  forces  au  système  des  forces  données ,  et  composant  les  uns  avec  les  autres 
les  moments  linéaires  de  toutes  les  forces  pris  par  rapport  à  Torigine  »  on  formerait  un 
moment  linéaire  résultant  égal  et  parallèle  à  celui  que  Ton  chercbe»  et  dirigé  dans  le 
m^mo  sens.  Or  »  les  nouvelles  forces  étan^t  ^ales  et  parallèles  aux  forces  données  j  mais 
dirigées  en  sens  contraires ,  leur  résultante  serait  égale  et  directement  opposée  k  la 
force  R.  Par  suite»  les  sommes  des  projections  algébriques  de  leurs  moments  li- 
néaires seraient  respectifiement  égales  aux  projections  algébriques  du  moment  linéaire 
de  la  force    B    prises  en  signes  contraires ,  c'est-è-dire ,  à 

^(««cos6— jr^cosc)  =  «oI'— J^o2  9 

JB(x»cose -<- So  cosa)  =raB^Z— Zo^ , 
B{jroCosa — XoCOBb)=jr^'^XoY. 

Donc ,  si  à  ces  trois  dernières  expressions  ou  ajoute  les  quantités  L,  M  9N  ^  on  aura 
pour  sommes  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  représenté  par  K. 
Donc»  en  plaçant  le  centre  des  moments  au  point  qui  a  pour  coordonnées  a?»»  j^oi  ^«^ 
on  trouvera 

Kcoêt  =  L—y.Z^uY  , 

(6)  {     K  cosfn=U —  z^X  '\'X^Z  , 

Kco$n=zl\f  — i^  Y -^y^X . 

On  aurait  pu  obtenir  immédiatement  les  seconds  membres  de  ces  dernières  équations 
en  exprimant,  au  moyen  des  quantités  X,Y\Z^L,M^N,  les  sommes  des  pro- 
jections  algébriques  des  moments  linéaires  des^  forces  P,  P^,  P^....  par  rapport  au 
point  qui  a  pour  coordonnées  Xo,y.pZ^,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  les  trois 
polynômes 

^[(r—r«)cos7—(«—ro)cos^]  +  P'[(/—jo)eo87'— («'—*,)  cosp']  +  etc.r 
P[(«— ^o)cosa  — («— aîo)c087]  +  P'[(r'— ;ro)cos«''— (a?'— «o)co87']+etc*, 
P[(«— «.) cosp— (jf-p-jojcosflt]  4- F'[(a?'--i».)co8p'--.(7'— yo)cos«']  4- etc. . . 

On  tire  d'atUenrs  des  éqaalioDs  (€) 

(7)  K  =  i/i{L^y.Z^ZoYyj^{M-z,X  +  x^Zy  +  {ff^x.X+j.Xyh 

(fi)      cosi  =  — ^^—^ ^      cosm= ^ ,       cosn  = ^-^ 


("»  ) 

Pour  pkM  àm  oomniodilé^  la  rétuUaala  M  à  ia^dUe  «e  riimt  le  ëyaième  des  (Soroes 
P»  P'»  P'. . . .  loraque  Imitea  œs  ferœs  «ont  tmBfpwléed  paniUèleiiieai  à  eUet-ntaief 
el  ^plMpiéea  à  im  uénie  poînl  i  aaite  DonuDée  désarmait  la  frree  principaic  im  syMèoie* 
ht  monnent  Iméaire  K  réavltaat  de  la  caapoéition  dea  moiueiito  lioéairei  daslbrces 
données  aéra  de  méoie  appelé  moment  Umiaire  prmeipaL  Gela  pesé ,  il  est  elaîr  que 
la  direction  et  Fintensité  da  moment  linéaire  principal  dépeodroBt  de  la  posttioai  da 
centre  des  moments  ;  tandis  que  la  direction  et  Fintensité  de  la  force  principale  seront 
iadépendantes  de  son  pobt  d'application.  De  plus ,  ^and  on  aura  construit  le  moment 
linéaire  principal  relatif  à  l'origine  des  coofdonnées,  il  suffira  de  le  composer  avec  le 
nioment  linéaire  de  la  force  principale  appliquée  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
Xo,7«,  2^«  •  en  sens  contraire  de  sa  direction  naturelle ,  puis  de  transporter  à  ce  dernier 
point  rorigine  du  moment  linéaire  résultant  »  pour  obtenir  le  moment  linéaire  principal 
relatif  à  ce  même  point.  On  en  conclura  facilement  que  la  projection  du  moment  li- 
néaire principal  êur  la  direction  de  la  force  principale  est  une  quantité  constante ,  «n- 
dépendante  de  la  position  du  centre  des  moments.  Au  reste ,  cette  proposition ,  que 
je  dois  à  M.  Coriolis»  peut  encore  être  démontrée  de  la  manière  suifante. 

PoQT  détermifier  la  projectioB  du  moment  linéaire  principal  sur  la  direetien  de  la 
force  principale ,  il  suffit  de  multiplier  le  moment  lui-même  par  le  cosinus  de  Fangla 
compris  entre  sa  direction  et  celle  de  la  force ,  et  de  prendre  la  valeur  numérique  du 
produit.  Or ,  le  connus  de  Tangle  compris  entre  les  deux  directions  est  équiralent  h  la 
iomme 

cosa  cos/  -4*  cos6  coai»  +  cose  cosjs  , 

laquelle ,  en  vertu  des  équations  (5)  et  (8)  »  se  réduit  à  la  fraction 

LX  +  MY  +  NZ 
KR 

Donc ,  la  projection  cherchée  sera  équiraleate  k  k  râleur  numérique  de  celle  fraclioo 
multipliée  par    X,    c'est-ë-dire ,  k 

.LX  +  MY-{-NZ 

R 

CeUe  dernière  expression  »  ainsi  que  Ton  ê*j  attendait ,  ne  dépend  point  des  coordon* 
nies  du  centre  des  moments ,  mais  seulement  des  six  quantités 

)ui  conservent  les  mêmes  valeurs  p  quelle  que  toit  la  position  de  ce  centrer 


(  »»«  ) 

La  projection  da  moment  linéaire  principal  sur  la  direction  de  la  force  principale, 
étant  une  quantité  invariable ,  représente  la  plus  petite  valeur  que  puisse  admettre  ce 
moment  linéaire ,  ou  »  en  d*autres  termes  »  son  minimum.  Pour  obtenir  ce  minimum , 
il  faut  évidemment  placer  le  centre  des  moments  dans  une  position  telle  que  la  direc- 
tion du  mo^ment  linéaire  principal  devienne  parallèle  à  celle  de  la  force  principale.  Celle 
condition  sera  remplie»  si  l'on  a 

cosl^        cosm        cosn 
ces  a       cos^         cosc  * 

ou  9  ce  qui  revient  au  môme^ 

z 


^        I  .  m 


Par  conséqaent ,  ai  l'on  nomme 

les  coordonnées  d'un  point  qui ,  pris  pour  eentfo  des  moments ,  remplisse  la  condition 
énoncée,  on  aura 

(9/  X  Y  ~         Z  -^  R' 

Cette  dernière  formple  équivaut  aux  (rois  équations    . 

X  LX+MY-{-NZ 


i_-,Z4.çy= 


(lo)  (     M-^X-\-iZ  = 


R  R 

A  il 


Comme  ces  trois  équations  sont  du  premier  degré  relativement  aux  coordonoées 
S»  n»  C»  et  que  la  troisième  équation  se  déduit  immédiatement  des  deux  autres,  il 
est  clair  qu'elles  appartiennent  k  une  droite ,  sur  laquelle  il  suiBra  de  placer  le  centre 
des  moments  9  pour  que  le  moment  linéaire  principal  devienne  un  mlDimum.  Cette 
droite  sera  désignée  désormais  sous  le  nom  à^aax  principal. 

Lorsque  le  système  des  forces  données  se  réduit  à  une  seule ,  les  six  quantités 

X.  Y,  Z,  L,  M,  N 


(  i«5  ) 

appartiennent  à  cette  force  unique  >  et  représentent  les  projections  algébriques  de  celte 
force  sur  les  axes ,  et  celles  de  son  moment  linéaire  par  rapport  à  l'origine.  Dans  la 
même  hypothèse ,  on  a  nécessairement  ^ 

et  par  suite  les  équations  (lo)  se  réduisent  aux  suivantes 

(il)  Zfl  — Fç  =  L.    ^!;-.Zç  =  Jlf,    Yi  —  X„  =  N; 

A- 

c  est-à-dire ,  aux  équations  de  la  droite  suivant  laquelle  agit  la  force  donnée.  Donc  alors 
Taxe  principal  se  confond  arec  cette  droite* 

Lorsque  le  système  des  forces  données  se  réduit  h  deux  forces    P,  P\    on  a 

jr=PcOS«4-P'cOSa',       F=PC0SP4-P'C0SP',      Z  =  PcOSy  +  P' CÔBy' . 

Alors  la  force  principale  est  la  résultante  des  forces  P ,  P'  transportées  parallèlement 
\  eHes-mêmes  et  appliquées  \  un  même  points  tandis  que  \k  moment  linéaire  principal 
esl  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  moments  linéaires  des  deux  forces 
données.  Dans  la  même  hypothèse»  la  force  principale  s'évanouit»  lorsque  les  deux  forces 
P,  P'    forment  un  couple;  auquel  cas  on  a  nécessairement 

jr=o,  y=o,    Z=o 

(12)         {  P'=p 

C0Sa'=— COS«f   C0SP'=  — COSp,   C0S7'=  —  COS7  . 

Dans  ce  cas  particulier  »  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  principal  de- 
viennent indépendantes  de  la  position  du  centre  des  moments;  par  suite,  le  moment 
linéaire  principal  conserve  toujours  la  même  valeur ,  et  n'admet  plus  de  minimum , 
ensorte  que  l'axe  principal  disparaît  entièrement.  La  valeur  constante  du  moment  li- 
néaire principal  est  alors  équivalente  au  moment  linéaire  du  couple  »  c'est-à-dire ,  au 
moment  linéaire  de  l'une  des  forces ,  quand  on  place  le  centre  des  moments  sur  la 
direction  de  l'autre  force  »  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  expliqué.  On  arriverait  aux 
mêmes  conclusions  »  en  observant  que  »  dans  le  cas  présent ,  les  projections  algébriques 
du  moment  linéaire  principal  se  réduisent  »  en  vertu  des  formules  (la)  »  h 

*/=/'[(«  — »')cosa— (a?— flB')cos7)], 
H  =  P[(a:— a?')  cosp— (/— /)cos«)] , 


(  it4  )    . 
c'atMi-dir»,  mai  profoeUo»!  algébriques  èm  maoïeiil  Inétire  éâ  là  force    P,       dam 
)t  CM  où  Von  pread  peur  centre  des  moments  le  peiol  d'appUcaltoB  de  la  forée    P\ 

Si,  pour  .le  système  de^  forces  P,  P\  la  force  principale  et  le  moment  linéaire 
principal  s'évanouissaient  en  mfime  temps  »  on  en  cenclurait  que  ces  deux  forces  sont 
égales  et  agissent  suivant  une  même  droite,  mais  en  sens  contraires. 

En  général ,  quel  que  soit  le  nombre  des  forces  P ,  P',  P'«  • .  •  lorsque  X  ,Y  ^Z 
s'évanouissent»  la  grandeur  et  la  directioa  dn  joement  linéaire  principal  deviennent  in- 
dépendantes de  la  position  du  centre  des  moments.  Par  suite ,  si ,  la  force  principale 
élaut  QttHe ,  le  aïOEBant  lÎBéaire  prindpal  se  réduii  k  séro  peur  uaé  eeKaiae  posilîoa 
du  centre  des  moments ,  il  s'évanouira  égalemeoi  pour  toutes  les  aotres. 

Considérons  p  peur  fiser  las  idées,  «n  système  composé  seulemeai  de  Irete  forces 
P»  P\  P'.'    Si,  pour  ce  système,  les  six  quantités 

jr,  K,  Z,  L,  M.  N 

s'évanouissent  »  pon-seuleoj^ut  la  force  principale  s'évanouira ,  mais  il  en  sera  de  même 
du  moment  linéaire  principal ,  quel  que  soit  le  centre  des  moments.  Gek  posé  p  conce- 
vons que  l'oft  fasse  coïncider  le  centre  des  moments  avec  le  point  d'application  de  la 
force  P^  Dans  ce  cas  «  le  moment  linéaire  de  la  force  P"  étant  nul«  ceux  des 
deux  autres  forces  devront  élre  égaux  et  dirigés  suivant  une  même  droite,  mais  en  sens 
contraires ,  afin  que  le  moment  résultant  se  réduise  k  zéro.  Par  suite ,  les  directions  des 
forces  P'  et  P"  devront  être  comprises  dans  un  plan  unique  mené  perpendiculai- 
rement à  la  droite  dont  il  s'agit  par  le  point  d*application  de  la  force  P^  Ce  plao 
unique ,  renfermant  les.  points  d'apjrfication  des  trois  forces  P,  P',  P",  sera  nécessai- 
rement le  plan  du  triangle  formé  avec  ces  trois  points;  et,  comme  au  point  d'application 
de  la  force  P^  en  peut  substituer  it  volonté  celui  de  la  force  P,  ou  cehiî  de  la  force 
P\  on  déduira  évi^femment  des  remarques  que  nous  venons  de  foire  fa  proposilûm  soi- 
vanse 

2.*  THÊORfiHE.  Si  pour  fo  tjrêtème  des  trots  forces    P,  P',  P^    tes  suc  quantités 

X.  Y,  Z.  l.  M,  N 

s^évanouissmu ,  êhaesam  des  traU  fsree»  ser»  compris^  dknm  U  plan  du  prkmgte  qui 
renferme  Us  trois  points  dlappliemHofif 


ê 
\ 


■^^■■^p*"»-»" 


USAGE  DES  MOMENTS  UNÉAIRES 


DANS  Li  RECHERCHE  DES  ÉQUATIONS  D'ÉQUILIBRE JD'UN  SYSTÈME  INVARIABLE 


./ 


ENTIÈREMENT  UBRE  DANS  L'ESPACE. 


Cherchons  d'abord  les  conditions  d'équilibre  de  deux  points  matériels  (/^)»  {A^) 
sollicités  au  mouvement  par  deux  forces    P,  P\    et  liés  entre  eux  par  une  droite  in- 

▼ariable  AA\  Si  l'équilibre  subsiste  entre  les  forces  appliquées  aux  extrémités  de 
celle  droite,  on.  ne  le  troublera  pas,  en  fixant  l'une  de  ces  extrémités,  par  exemple, 
le  point  {A').  Dans  cette  supposition,  le  point  {A)^  restant  seul  mobile,  ne 
pourra  décrire  que  la  surface  d'une  sphère;  et  la  force  P,  pour  le  maintenir  en  équi- 
libre, devra  être  normale  à  celte  surface,  par  eoi^équent  dirigée  suivant  le  rayon  A  A' 
ou  suivant  son  prolongement.  On  prouverait  de  même ,  en  fixant  le  point     {A  ) ,     que 

la  force  P'  doit  encore  être  dirigée  suivant  le  rayon  AA' .  prolongé  dans  un  sens 
ou  dans  un  autre*  Concevons  maintenant  que,  les  forces  P,  P'  agissant  l'une  et 
l'autre  suivant  la  droite  qui  joint  leurs  pT)ints  d'application ,  on  rende  à  ces  deux  points 
leur  mobilité  primitive.  Pour  que  l'équilibre  continue  de  subsister ,  il  sera  évidemment 
nécessaire  que  lu  droite  soit  tirée  h  ses  extrémité^  par  -les  deux  forces  dans  deux  sens 
opposés,  et  autant  dans  un  sens  que  dans  l'autre.  Par  suite, 'les  deux  forces  devront 
être  égales  et  dirigées  en  sens  contraires.  Réciproquement,  si  les  deux  forces     P^P'  % 

appliquées  aux  extrémités  de  la  droite  invariable  *ÀA'\  sont  égales  entre  elles ,  et 
agissent  suivant  celte  droite,  maiç  en  sens  opposés,  il  y  aura  évidemment  équilibre. 

Lorsque  deux  forces  sont  égales  et  agissent  suivant  une  même  droite  en  sens  con- 
traires ,  leurs  moments  linéaires  sont  nécessairement  égaux  et  directement  opposés.  En 
conséquence ,  pour  le  système  composé  de  cçs  deux  forces ,  le  moment  linéaire  prin>- 
cipal  s'évanouit  aussi  bien  que  la  force  principale.  Réciproquement,  si ,  pour  un  système 
composé  de  deux  forces  P,  .P\  la  force  principale  et  le  moment  linéaire  principal 
s'évanouissent,  on  pourra  en  conclure  que  ces  deux  forces  sont  égales  et  agissent  en 
sens  contraires  suivant  la  droite  qui  joint  Jears*  points  d'app^cation.  Donc  abrs,  si 
cette  droite  est  invariable ,  elles  se  feront  équilibre. 
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(  >»6  ) 

Pour  traduire  en  analyse  les  conditions  d'équilibre  que  nous  Tenons  de  IrouFer, 
désignons  par 

X,  y,  z;  x\  y,  s' 

les  coordonnées  des  points     {A),  {A');    et  par 

«,  P,  7;  «'•  P\  7' 

les  angles  que  forment  les  directions  des  forces  P,P'  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives.  Enfin,  soient  respectivement 

X,   y,  z 
is  M.  ff 

les  sopames  des  projections  algébriques  des  deux  forces  sur  les  axeSu  des.  se,  j,  ^r 
et  les  sommes  des  projections  algébriques  sur  les  mêmes,  axes  de  leurs  moments  li- 
néaire^.;  dan^  le  cas  où  Ton  place  le  cent|«  des  moments  h  l'origine  des  coordonnées. 
La  force  principale  étant  représentée  par 

f,  le  woiMPt  IntA^iw  pri9V<paIi  ft* 

vr(/:,»+4!t'4-iV'). 

* 

il  sfsra  D^^9Vr«l>  «*  U  *P%a  ppur  l'équilibr»  ^up  l'on.  «'*  Ma.-foi» 
ot  désigcumï  ftit-    m    le  .oopabre  ie*.  rftCÎQet  d^  l'é<|puMÀun 

o^ ,  ce  qui  revient  au  n^ôifte , 


(    X  =  o,,    y  =  o. 


A"  =  o„     y  =  o,     Z==o;         et 

^=rO-. 


Sitdanf  cesdêrnièrefréfftlioDSr,  ontrecMlipour    Ar>  y,  Z,  L^M,  N^    leamvalearf 
respectives ,  on  trouvera 


*»_ 


N 


(  »«7  ) 

(:»'  PcO8«  +  i>'C0Sa'=0,      Pç08f  +  P'cOSp'  =  0,      /^C05  7  +  l>' COS7' =0  . 

i  P[jCO8y-CC0ie]+jP'[yWfty-2'CClsf']==0,P[«tî0»a-«CH>»y]-|*-P'tt'005a''-a?'c087']==0, 

(4; 

En  reriu  d^  équatfotiê  (5) ,  leè  équ&tioDs  (4)  doviennènùrt 

et  peuvent  être  remplacées  par  les  deux  équalions  coinprise*  dans  la  formule 

,^                                                      Pcosa          Pco$B          Pcosy 
(G)  ~—^^  J.. 

X'X  J'y  i-z 

En  conséquence ,  les  six  équations  d'équilibre  que  nous  avons  d'abord  trouvées  se  ré- 
daisent  à  cinq,  savoir,  aux  équalions  (o)  et  à  cellcfs  que  comprend  la  formule  (6).  Les 
équations  (3)  expriment  que  les  forces  P,  P'  sont  égales  et  agissent  en  sens  opposés, 
suivant  la  même  droite ,  ou  suivant  des  droites  parallèles.  La  formule  (6)  exprime  que 
la  force  P  agit  suiyant  la  droite  qui  joint  les  points  d'application  des  deux  forces. 
Ajoutons  que  les  équations  (5)  et  la  formule  (6)  peuvent  être  remplacées  par  une  sentie 
formule,  savoir, 

Pti}%a Pcosp Pcoj.7 P'cos«e'  JP'cosp' P' eo^^' 

^"'  of-ar'    ~   y-y    ~    z-z'    ~     x'-x     ~     /-r     ~      z' -z      * 

£n  vertu  de  ce  qui  précède  »  une  force     P,     appliquée  au  point     {A)     et  agissant 

suivant  la  droite  AA\  fera  équilibre  à  une  seconde  force  P*i=P  appliquée  à 
«n  autre  péÎAt  {A') .  de  la  même  dt^itê,  et  dirigée  suivant  celte  droite,  tiiaift  en 
itas  contraire,  poui^m  que  l'ôH  aoppose  les  deux  points  Kés  invariablement  entre  eux. 
Cet  équilibre  subsisterait  eoCOre ,  s]  l'dn  treiiaportait  le  point  d'application  d)a  la  force 
P  àt  {A)  en  {A') ,  sans  cha«ger  1»  direction  de  cette  force»  puiaqu'alors  en  aurait 
au  point  [A')  deuac  forcea  égales  et  directement  opposées.  Le  point  {A')  pouvant 
d'ailleurs  être  choisi  arbitrairemeot  sor  la  direction  de  la  force  P ,  nous  devons  con- 
clure qu'une  force  dirigée  auiirant  une  droite  dont  tout  les  points  sont  supposés  liés 
invariablement  les  unsauxaut^s,  produit  toujours  te  même  effet,  en  quelque  point  de 
cette  droite  qu'on  la  suppose  appliquée.  C'estxe  qu'en  peut  encore  exprimer  en  disant 
que  deux  forces  appliquées  aux  extrémités  d'une  droite  invariable ,  et  agissant  suivant 
cette  droite  dans  le  même  sens ,  sont  étfahaUntes. 

/  Il  e»t  «Hentiel  d'obaef  rer  qn.'en  Itaaaportant  le  pokit  d!appUeatîon  d'une  force  par- 


JÊ 


(  »»8) 
tout  où  Ton  voudra  sur  la  direction  de  cette  force ,  on  ne  changera  jamais  ni  ses  prc 
jectiops  algébriques ,  ni  celles  de  son  moment  linéaire. 

Si  f  la  droite  A  A*  demeurant  toujours  invariable ,  l'extrémité  {A  )  de  cette  droite 
était  soumise  à  Faction  de  plusieurs  forces  P9Q9  etc....,  et  l'extrémité  (^')  à 
l'action  de  plusieurs  autres  forces  P\  Q\  etc. ...»  il  serait  nécessaire ,  et  il  suffirait 
pour  l'équilibre  que  la  résultante  des  forces  P,  Q ,  etc. ...»  fût  égale  à  la  résultante 
des  forces    P\  Q\  etc.... ,   et  que  ces  deux  résultantes  fussent  dirigées  suivant  la 

même  droite  AA\  mais  en  sens  contraires.  Par  suite  »  il  serait  nécessaire  et  il  suf- 
firait que,  pour  le  système  de  toutes  les  forces  données^  la  force  principale  et  le  mo- 
ment linéaire  principal  se  trouvassent  réduits  à  zéro.  Si  l'on  désigne  toujours  par 

X.     Y.    Z 
£,    Af,    N 

les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces  données  sur  les  axes,  et  celles  de 
leurs  moments  linéaires  «  les  deux  conditions  qu'on  vient  d'énoncer  seront  encore  ex- 
primées  par  les  deux  équations 

(0 

auxquelles  on  peut  substituer  les  suivantes 

^=0,  y  =  o,  Z=zOf 
L  =  o,  M  =  o,  N  =  o. 

Il  semble  donc,  au  premier  abord»  qu'il  y  ait^  dans  le  cas  présent,  six  équations 
d'équilibre.  Mais  on  prouvera  sans-  peine ,  comme  on  l'a  déjà  fait  dans  un  cas  sem* 
blablcj  que  la  sixième  équation  se  déduit  des  cinq  autres* 

Cherchons  maintenant  les  conditions  d'équilibre  d'un  triangle  invariable,  c'est-à- 
dire,  de  trois  points  {A),  (^') ,  {A")  liés  par  trois  droites  invariables  et  soumis 
à  l'action  de  trois  forces  données  P,  P\  P",  Si  l'équilibre  subsiste ,  il  ne  seta  pas 
troublé ,  lorsqu'on  fixera  deux  sommets  du  triangle,  par  exemple  les  points  {A),  {A')* 
Dans  cette  supposition ,  le  point  {A  ) ,  restant  seul  mobile ,  ne  pourra  décrire  qu'un 
cercle  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  à  celui  du  triangle  1  et  dont  le  centre  se 

trouvera  situé  sur  la  droite  AA\  De  plus,  la  force  P' ,  devant  maintenir  le 
point  [A")  en  équilibre  sur  la  circonférence  du  cercle,  sera  nécessairement  per- 
pendiculaire à  la  tangente  au  cercle  menée  par  le  point     (A'),    et  par  conséquent 


(  ««9  ) 
comprise  dans  le  plan  da  triangle  donné.  On  arriverait  encore  à  la  même  conclusion  » 
en  observant  que,  si  la  force    P"    n'était  pas  comprise  dans  le  plan  du  triangle ,  elle 

ferait  tourner  le  plan  autour  de  Taxe  AA'^  devenu  fixe  en  vertu  de  l'hypothèse  ad- 
mise. Cela  posé»  on  pourra  construire  un  parallélo^amme  qui  ait  pour  diagonale  la 

force  P*,  et  dont  les  côtés  coïncident  en  direction  avec  les  droites  A'^A^  A'' A'* 
ou  avec  leurs  prolongements.  Par  suite  on  pourra  décomposer  la  force  P"  appli- 
quée au  sommet  {A")  en  deux  autres  qui  agissent  suivant  les  côtés  adjacents.  Soient 
Q,  Q'    les  deux  composantes  dont  il  s'agit*  Il  sera  permis  de  transportpr  la  force    Q 

agissant  suivant  le  côlé     A" A     du  point     {A")    au  point     {A),    ei  la  force     Q' 

agissant  suivant  le  côté  A" A'  du  point  [A')  au  point  {A').  On  obtiendra  pat* 
ce  moyen ,  au  lieu  des  trois  forces  P,  P\  P'  appliquées  aux  trois  sommets  d'un 
triangle  invariable»  quatre  forces  P,  Q,  P^  Q'  appliquées  aux  deux  extrémités  d'une 
droite  invariable»  et  qui  devront  encore  se  faire  équilibre.  Donc»  pour  le  système  des 
quatre  dernières  forces,  la  force  principale  et  le  moment  linéaire  principal  devront 
s'évanouir.  D'ailleurs,  la  décomposition  de  la  force  P'  en  deux  autres,  et  le  trans- 
port de  ces  deux  composantes  ne  peuvent  changer  en  aucune  manière  ni  la  force  prin- 
cipale ni  le  moment  linéaire  principal  du  système  des  trois  forces  P,  P\  P^  Donc 
aussi ,  lorsque  le  triangle  invariable  est  en  équilibre ,  cette  force  principale  et  ce  mo- 
ment linéaire  principal  s'évanouissent.  Gela  posé ,  si  l'on  appelle 

L.,M.  ri 

les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces  P,P'^  P",  et  celles  des  projections 
algébriques  de  leurs  moments  linéaires,  on  aura,  dans  le  cas  d'équilibre, 

(0  /(;!:*+ I"  +  Z«)  =  o,        i/(L«  +  itf'  +  ^')=t); 

et  par  suite 

x=o^  y=o,  Zi=o, 

L  =  o,    3f  =  o,    N  =  o. 

Réciproquement  on  peut  affirmer  que  le  triangle  invariable  sera  en  équilibre ,  toutes 
les  fois  que  les  équations  (s)  seront  satisfaites,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  toutes 
les  fois  que,  pour  le  système  des  trois  forces  appliquées  aux  trois  sommets  du  triangle, 
la  force  principale  et  le  moment  linéaire  principal  se  réduiront  à  zéro.  En  effet ,  dans 
cette  hypothèse ,  les  directions  des  trois  forces  seront ,  ainsi  qu^on  l'a  précédemment 
démontré  [page  124],  comprises  dans  le  ptaik  du  triangle.  Par  suite,  on  pourra  dé- 
composer la  force    P'    en  deux  autres  dirigées  vers  les  points     {A)^  {A'),    et  trans- 


^  »5o  ) 

porter  ce»  ^roièree  comp^MDtes  àt  tamkiitt  k  lot  appliquer  ttix  poiols  êma%  il  s'agit. 
Ou  subsiitoora  par  oe  moyeo  au  ayalène  des  trok  forcea  dénuées  un  syalème  de  t|iialre 

£oroea  appUfuées  a4iK deux estrémkéa  {A)  »  (d')  d'une  droite  iefrariable;  et»  colMne 
la  force  priocipale  et  le  ttoment  Jinéaire  principal  ne  cfaao^roBl  paa  de  Taleitra  dans 
le  passage  du  premier  système  au  aecond ,  ces  deux  ^antités  seront  encore  naUes  pour 
le  nouvean  système ,  d'où  Ton  peut  conclure  qu'il  y  aura  équilibre* 

Si,  le  triangle  AA^A^  reatanl  inTariable»  ehacun  de  ses  sommets  était  soumis 
à  l'action  de  pliisieai«s  forces»  on  pourrait  remplacer  les  différentes  forcer  appliquées 
à  chaque  sotiiBet  par  une  résultante  nniqu&  Gela  posé«  comme  le  aystèaie  des  trois 
résultantes  ainsi  obtenues  aurait  la  même  force  piiu^ipale  et  le  même  moment  linéaire 
principal  que  le  système  des  forces  données,  on  trouverait  toujours  que  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  se  réduisent  à  l'évanouissement  de  cette  force 
principale  et  do  ce  moment  linéaire  principal,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'éva* 
nouissement  des  six  quantités  que  Too  obtient  en  ajoutant j  i.*  les  projections  algé- 
briques des  forces  données ,  s.*  les  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires. 

Dans  les  deux  cas  que  nous  Tenons  de  considérer ,  et  qui  sont  relatift  à  l'équilibre 
du  triangle  invariable ,  la  sixième  équation  d"éqailibre  ne  se  déduit  plus  des  cinq  autres , 
comme  il  arrive  quand  on  considère  l'équilibre  d'une  droite  invariable. 

Soient  maintenant  [A) ,  {A') ,  {A") . . ,  •  des  points  liés  invariablement  les  uns  aux 
autres  ,  et  en  tel  nombre  que  l'on  voudra.  Ces  poliits  formeront  ce  qu'on  appelle  un  sys- 
tème invariable»  Cela  posii^ ,  cherchons  les  conditions  d'équilibre  de  plusieurs  forces 

P    P'   P" 

respectivement  appliquées  k  ces  mômes  points  ;  et  désignons  encore  par 

X,  y.  Z,  A,  M,  N 

les  sommes  Ae^  projections  algébriques  de  ces  forces  et  de  leurs  moments  linéaires  ,  le 
centre  des  moments  étant  toujours  placé  à  l'origine  des  coordonnées.  Si  l'on  suppose 
d'abord  que  le  plan  mené  par  les  trois  points  [A),  {A')^  {A")..,.,  ne  renferme 
aucun  des  autres  points  donnés ,  chacune  des  forces  P''\  P\  etc. . . .  pourra  être  rem- 
placéç  par  trois  4:oinpo#antes  respectivement  dirigées  suivant  trois  arêtes  d'une  pyramide 
qui  aurait  poqr  base  le  triangle  AA'A\  et  le  point  d'application  de  chacune  de 
ces  coipposantes  pourra  être  transporté  à  l'un  des  (rois  sommets  du  triangle  dont  il 
s'agit.  Quaqd ,  à  l'aide  de  ces  deux  espèces,  d'opérations ,.  on  aura  substitué  au  système 
des  forces  donnée^  celui  de  plusieurs.  force$  appliquées  aux  trois  sommets  d'un  triangle 
iayariable,  il  sera  A^çessaire,  et  i|l  suffira  pour  Féquilibr^  qyiç  la  force  principale  ell« 


(  ^il  ) 

moment  principal  r«Mife  aipaoïiwia  «ytIèiiM  fr'évawMiiwmt  0?«  cettr  fiir^e  pmidpiie 
el  €•  mraMiil  Uoéaive  principal  9e  IromeAt  ropvéMiilés  pwtr  t»  preanv  système  pir 
les  detK  quantitAj  >   . 

et  comme»  en  passant  du  premier  systtoe  au  second,  on  ne  change  ni  les  sommes  des 
projections  algébriques  des  forces;  c'est-à-dire,  les  quantités 

X.     Y,     Z; 

ni  les  sommes  dos  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires ,  c'est-à-dire ,  les 
quantités 

ii  est  clair  que  les  conditions  nécessafres  et  suffisantes  pour  ré'quîKbre  seront  exprimées 
par  les  deux  formules 

(1)  ^{X*+Y^  +  Z^)=o,        \/{L*  +  M^'^N')=o, 

auxquelles  on  peut  substituer  les  mx  équations 

JbzsiO,    jTsottM  2s=^'Oi 

1^  =  0.,  M^=o,  iV  =  o 

Si  Tune,  dea  foroea  B"\  P^\  etc^  • .  • .  avait,  son  point  d'application  situé  dans  le  plan 
da  triangle  AA^A",,  il  airiverait  de  deux  choses  Tune.  Qu  cette.force  se  trouverait 
elle-même  comprise  dans  le  plan  du  triaùgle ,  et  alors  elle  pourrait  être  remplacée  par 
deux  composantes  appliquées  à  deux  sommets  de  ce  triangle,  par  exemple,  aux  points 
{A),  {A').  Ou  elle  serait  dirigée  suivant  une  droite  qui  couperait  le  plan,  et  pour- 
rait alors  être  appliquée  à  un  nouveau  point  de  cette  droite  que  l'on  supposerait  in- 
Tariablement  lié  avec  tous  les  points  du  sptème.  Ce  nouveau  point  étant  situé  hors  du 
plan  du  triangle,  toute  difficulté  dispavaUrait.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  parviendra 
évidemment  aux  conclusions  que  nous  avons  précédemment  obtenue!.  On  arriverait 
aussi  au  même  résultat,  en  substituant  au  triangle  A  A' A'  un  triangle  quelconque 
dont  les  trois  sommets  seraient  liés  invariablement  au  système  des  points  donnés.  Donc 
en  définitive,  pour  que  des  forces  quelconques  appliquées  aux  différents  points  d'un 
ijstème  invariable  se  fassent  équilibre ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  force  princi- 
pale et  le  naomeot  linéaire  principal  s'évanouissent ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  que  les 


(  >3a  ) 
sommes  des  projections  algébriques  des  forces  données  et  des  )irojectioos  algébriques 
de  leurs  moments  linéaires  se  réduisent  à  séro.  Lorsque  le  système  des  forces  données 
ne  satisfait  pas  aux  conditions  d'équilibre ,  on  peut  à  ce  premier  système  de  forces  eu 
joindre  un  autre  choisi  de  manière  que  l'équilibre  se  trouve  rétabli.  Soient,  dans  celte 
hypothèse , 

JLi  ,    Mit   Zi  9    Lif   Mm  9    Ni 

ce  que  defiennent  les  quantités 

X,    y,   Z.   L,   M,  N 
lorsqu'on  passe  du  premier  système  au  second.  On  aura  nécessairement 

l     XJ^X,  =  o,     J'+J'.  =  o.     Z  +  Z.  =  o; 

(8)  \ 

(     L+L,  —  o,    flf+itf»=o,    N+N,  =  o; 

ou ,  ce  qui  revient  au  même 

vX,=:  — ^,         x,  =  —  X,        ^i  =  — i!rf, 

(9) 

*=,—  Lp      iii,  =  — Jw,      if,  =  — iV. 


Réciproquement ,  si  les  équations  qui  précèdent  subsistent ,  la  réunion  des  deux  sys- 
tèmes produira  l'équilibre.  DonCj  pour  que  deux  systèmes  de  forces  appliqués  à  des 
points  liés  invariablement  les  uns  aux  autres  se  fassent  mutuellement  équilibre ,  il  est 
nécessaire  et  il  suffit  que ,  dans  le  passage  du  premier  système  au  second ,  les  sommes 
des  projections  algébriques  dés  forces  et  des  projections  algébriques  de  leurs  moments 
linéaires  conservent  les  mêmes  valeurs  numériques  »  mais  changent  de  signes. 


m         «1 


SUR  QUELQUES  FORMULES 


RELATIVES  A  LA  DÉTERMINATION 


DU  RÉSIDU  INTÉGRAL  D'UNE  FONCTION  DONNÉE. 


Soit    f{z)     uoe  fonction  donnée  de  la  variable     z.     Si  le  produit 

&  évanouit  pour  des  valeurs  infinies,  réelles  ou  imag;inaires  de  cette  variable ,  on  aura 
[Toyes  la  page  iix>]  - 

« 

$i,  au  contraire,  le  produit  (i)  se  tédtfiip  pour  des  valeurs  inCnies  de     z,    i  la  cons- 
tante   fs     on  trouvera 

1 

Or,  ù  l'on  pose    s=-  ,     le  produit  (i)  «e  ci^angera  dans  le  rapport 


(4) 


/G) 


a        ' 


el  la  constante  désignée  par    ^    coïncidera  j&videmuKent  avec  la  valeur  de  ce  rapport 
correspondante  à     «  =  o ,     ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  avec  le  résidu  de  la  fonction 


(i-. 


/G) 


relatif  ^  uite  Trieur  n|il|e  de    u.     On  aura  donc 


^"^^a-'))  ~^  ((*•))  ' 


'9 


(  »34) 

et  la  formule  (3)  pourra  être  remplacée  par  la  suivante 

Or«  cette  dernière  ne  doit  pas  être  restreinte  au  cas  où  le  produit  zf{:)  con- 
serve une  valeur  finie  pour  des  valeurs  infinies  de  z  ;  mais  elle  subsiste  généralement 
lorsque  le  résidu  de  la  fonction  (5) ,  correspondant  à  une  valeur  nulle  de  ti ,  se  réduit 
à  une  constante  déterminée.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  voir. 

Si  l'on  suppose  le  signe    C    relatif  à  la  variable    s  »     on  aura ,  en  vertu  des  prin- 
cipes établis  à  la  page  21, 

U    représentant  une  fonction  de    u    qui  conservera  une  valeur  finie  pour    u  =  0  ; 
puis  4  en  développant  l'expression 

et  désignant  par    m    le  nooibre  des  racines  de  l'équation 


(8) 


qui  se  réduisent  à  zéro  »  on  trouvera 


/(t) 


~?~=«*'"((7ôr+i?''  «••»  +  —  +1=ïr'-    ((,.)) — ^^ 

Si ,  de  plus ,  on  remet  pour    u    sa  valeur  —  ,    et  si  l'on  pose 

(10)  Vu*  =  v(z)        nu        V  =  z*v{z) , 

on  tirera  de  l'équation  (9) ,  multipliée  par    u'» 


(i55) 

Si  maiotenant  oo  prend  le  résidu  intégral  Jb^chacan  des  membres  de  la  formule  (i  i) 
par  rapport  h     $ ,  et  si  Ton  a  égard  aux  équations 


f 


((7))  =  '.       <î^((0)=0,        L'{iz))=0.:.,       1({Z''))=0. 


on  irouîera 

/(JL) 

'"^  lf{*)=l-j(;i^'^li{^{')))^ 

D'ailleurs,  puisque  la  fonction     V     conserre  une  valeur   finie,  quand  on  suppose 
tt  =  o,    la  même  supposition  fera  nécessairement  éranouir  le  produit 

Oo  aura  donc 

(.3)  <!:((•(,)  ))  =  o'; 


el  par  conséquent  Téquation  (la)  entraînera  la  suivanle 


ln--)  =  ljr^. 


qui  ne  diflëre  pas  de  la  foroMile  (6),  On  pourraU  encore  établir  lo  même  formule  à 
Taide  des  raisonnements  que  nous  allons  indiquer. 

Sil'on  remplace  immédiatement  j  dans  la  formule  (7),     u    par   —  ^     et  si  Ton    a 
égard  à  Féquation 


=^+  ' 


on  trourera 

(,S)  ..  .       .   r  /(t)  .    r     Kt) 


■^<'>=T'^  (û%'+'''«0)(-")+'"'- 


De  plus ,  on  rccopnaltra  facilemept  que  Texpressbn 


(  x56) 

considérée  comme  fonction  de  la  Tariable  z^  donne  pour  résidu  intégral  relatif  h 
celte  variable  une  quantité  nulle.  En  effet .  ce  dernier  résidu  ne  pourrait  différer  de 
zéro ,  que  dans  le  cas  oti ,  en  désignant  par  ^  une  valeur  finie  de  z,  et  par 
*  =  f,  s  =  ç-4-«',  des  valeurs  de  ê  et  de  «,  infiniment  rapprochées  »  Tune  de 
zéro ,  l'autre  de     ç ,     on  obtiendrait  »  pour  le  développement  de  la  fonction 

/(:)     /(t) 


<iwe,)       .[i.f(ç4-.')) 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  c  et  de  «'  »  une  série  de  termes  dont  Tuo 
serait  réciproquement  proportionnel  au  produit  «<'.  Or»  il  est  clair  que  le  dévelop- 
pement dont  il  s*agit  ne  renfermera  point  de  terme  de  cette  espèce.  Cela  posé ,  si 
Ton  prend  le  résidu  intégral ,  relatif  à  t ,  de  chacun  des  deux  membres  de  fa 
formule  (i5) ,  on  retrouvera  évidemment  Téquation  (i 4)  »  ou»  ce  qui  revient  au  mémo, 
la  formule  (6). 

Concevons  à  présent  que,  dans  la  formule  (6)^  on  substitue  à  la  fonction     /(^) 
le  rapport 

On  en  tirera 
et  par  suite 

(•7)  f(:r.\-r   «/C^)))    I    /        -^^"^^ 

Telle  est  l'équation  que  l'on  devra  substituer  à  la  formule  (5g)  de  la  page  lia,  si  U 
fonction     f{^)     devient  infinie  en  même  temps  que  la  variable    z  . 

Lorsque    f{x)     est  une  fonction  entière  de    x,     le  résidu  intégral 

s'évanouit,  attendu  que  f{z)  conserve  une  valeur  finie  pour  une  valeur  finie  quel- 
conque de  la  variable    z  ,    et  Téquation  (17)  se  réduit  h 


(  »37) 


H  est  facile  ée  vérifier  ceUe  demièra  formule.  En  èlfet  »  8iippo»6tt« 

d,b,c...»it»/  désignant  des  coefficients  constahts,  et  m  un  nombre  entier.  Eo 
teriu  de  ce  qui  a  été  dit  [page  is]»  le  second  membre  de  la  formule  (18)  ne  sera 
aatre  chose  que  le  terme  indépendant  de  la  quantité  infiniment  petite  t ,  dans  le  dé- 
Teloppement  du  produit 


M 


/(t) 


7n^=  (tï+t;;^:  +  THT +  ••••  + T+')  (»  +  •*  +  •'«•  + «^«"O 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  cette  même  quanlité^  Or ,  le 
terme  dont  il  s*agit.est  évidemment  égal  au  polynôme  (ig). 

Concevons  à  présent  que    f{x)    représente  une  fonction  rationnelle  de  la  variable 
X,    en  sorte  que  Ton  ait 

f(x)  et  F(x)     désignant  deux  fonctions  entières  de  la  même  variable.  Si  le  degré  de 
f(x)    est  inférieur  à  celui  de    F(x),  le  résidu 


((0)  («-«*) 

s'évanooira,  et  la  formule  (17)  »  réduite  à 

suffira,  comme  on  Ta  dit  (page  sa)  «  pour  la  décomposition  de  la  fraction  rationnelle 
f[x)  en  fractions  simples.  Au  contraire,  si  le  degré  de  t{x)  surpasse  le  degré  de 
F  (x) ,    la  fonction 

f(^) 

;  F((») 

se  trouvera  décomposée  par  Téquation  (17)  en  deux  parties  dont  Tune^  savoir. 


(  «58  ) 

(«4)  iSULûA 

représentera  la  somme  des  fraotiMs  simples  dont  raddition  fomnlt  \%  reste  de  k  di- 
vision  de  f  (x)  par  F  (a? )  ^  tandis  que  l'autre  partie ,  c'est-ji-dire ,  Texprcsaion  {««) , 
représentera  le  quotient  de  Dette  même  division. 

Supposons»  pour  fixer  les  idées. 
On  tirera  de  Féquation  (17) 

On  trouvera  d'ailleurs 


et 


<!:.  .  /+'* 


(i+zr)  ((*'))  (,-«z) 


=  0!. 


Par  conséquent  la  formule  (s6)  donnera 

ce  qui  est  exact. 

Concevons  enfin  que  la  fonction  f{^)  devienne  transcendante.  Alors»  pour  que 
la  formule  (17)  subsiste,  il  sera  nécessaire  que  Texpression  (22)  se  réduise  à  une  cons- 
tante déterminée.  C'est  ce  qui  arrivera  »  par  exemple ,  sî  l'on  suppose 

(a8) 

Pans  ce  cas  particulier ,  on  trouvera 


x-t 


(«.«)(  (ces  7)) 


n^)'- 

^    1 

=»  cot  - . 

1 

1 

1 

4ir« 

t 

1 

1 

9^ 

t 

9 

elCt.t 

ir» 

2ir 

'*-T;r 

*'r" 

f  1- 

I 
47r» 

1 

1 

1 

etc., 

<IF* 

jr-iw   ' 

J    1 

t. 

^  aw 

* 

OU  »  ce  i|iii  reTient  au  même  » 


-*  1  ir»««-i  ^4«'*».i  ^9K»a»«-i  "*"««....  j  . 


r  ((/(«)  ))  _ 

C^   — ^ 


et  de  plus  »  en  désignant  par    «    un  nombre  ipfiAiment  petit , 

Par  mite,  U  formule  (17)  donnera 

(t9)         oot^=:a»  —  «JB  j      \  .4-       V  ■  4.^~>-i- l-etc....! 

Oa  tnmvara  encore  de  même 


a 

sin 


sm 


ac^^a^ 


Stnv/[ir(7r4.03  i »in|/[air(air+0]  i 

V'[ir(jr-f  1)]  a*4-îr(a*-4?*)  "*■        ^/^aart^ir+l)]  a«  +  air(a»-a?») 

,    Si0i/[3ir(87r+l)]  s 

,         ,"^       V^[3ir(3ir+»)]  a>4.3,r(a*-»0  +  ®^^ 

-fax  { 

i/[ir{7r.|)]  a»-7r(tf»-«»)    "•  l/l:afr(air.  1  )]   a>  -  t7r(a». <r«) 


"•         V/[3ir(37r-i)]    a>.3ir(a*.a?«')  ^  ^^' 


Les  deux  équaticDs  tjui  précèdent  suffisent  poiir  monlret-  la  parti  que  t*on  peut  tirer 
delà  formule  (17).  Nous  ajouterons  que,  si,  dans  Téquatron   («9),  on   remplace 

1 
^  PP   -^  »    on  se  trouTcra  précisément  ramené  k  la  formule  (6a)  de  la  page  1 1 5. 


éft» 


I 


SUR  UN  THÉORÈME 


RELATIF  AU  CONTACT  DES  COURBES 


Lorsque  deux  courbes  se  touchent  eo  un  point  donné  (^)f  et  que  Ton  marque 
sur  ces  courbes  »  prolongées  dans  le  même  sens  »  deux  points  (  Q)  »  (  /^)  »  situés  &  des 
distances  égales  et  infiniment  petites  du  point  de  contact  «  eea  distances  atmt  le»  deux 
côtés  d*un  triangle  isocèle;  et»  comme  chacune  d'elles  forme  avec  la  langenlc  aux 
deux  courbes  un  angle  très-petit ,  on  peut  affirmer  que  la  base  du  triangle  isocèle  est 
sensiblement  perpendiculaire  à  ces  mêmes  courbes.  On  ne  devra  plus  en  dire  autant ,  si 

le  rapport  entre  les  cordes  ou  distances  PQ%  PU,  supposées  infiniment  petites, 
n'était  pas  rigoureusement  égal  à  Tunité,  mais  en  différait  très-peu;  et ,  dans  ce  dernier 

cas»  on  pourrait  seulement  assurer  que  la  distance     QB    forme  avec   chacune  des 

cordes  PQ,  PR  un  angle  sensible.  Ainsi ,  quoique  le  rapport  entre  ces  cordes  se 
rapproche  beaucoup  de  Tonité»  quand  les  deuxarca  deviennent  rigoureusement  égaux, 

OÙ  pourrait  douter  que«  dans  cette  hypothèse,  la  distance  QR  (&t  sensiblement 
normale  aux  deux  courbes  données,  Cest -néanmoins  ce  que  Ton  peut  facilement  dé- 
montrer à  TjEiide  des  considérations  suivantes. 

Supposons  que  les  longueurs  égales  portée  sur  la  première  et  la  seconde  courbe  à 
partir  du  point  de  contact ,  aboutissent ,  d'une  part ,  au  point  {x^y^z)^  de  l'autre , 
au  point  (S»ir2;)*  Soient  do  plusi  «  et  ç  les  arps  renfermés.,  t.*  entre  un  point 
fixe  de  la  première  courbe  et  le  point  {x^y^  z)  ^  s.*  entre  un  point  fixe  de  la  se- 
conde coujrbe  et  le.point .  (|[>i»c)«  ..  Tftndistque Ips coprdonujées    x,y,z;  (»i,ç .  ta- 

cieront  f^mpl^nément ,  la  4!9^éfe9(i|9! 

s  —  « 


I  (. 


restera  invariable ,  et  Ton  aura  en  conséquence    c  =  a  4"  const.  , 

(i)  dç=zd$. 

Soient  d'ailleurs  ««^«7  les  angles  que  forme,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives  9  la  tangente  commune  aux  deux  courbes»  prolongée  dans  le  même  sens  que  les 
arcs  a  et  c  ;  h  la  longueur  de  la  droite  menée  du  point  (£»«!»(;)  au  point  (x,j,9]i 
enfin  ^  »  ft  t  v  les  angles  que  forme  cette  droite  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives.  On  aura  isensiblement 


(  '4>  ) 

as  aç  ^         d$  ffç  ds         d^ 

i/^                     >            ï"-*                                                          ''•-/                                                          C** 
(4)  C08A  = ,  COSp=  ^.  CO«T»c= ; 


et  Ton  tirera  des  formules  (s)  réoDÎes  à  l'équalion  (i) 
ou,  c«  qui  reTÎeoi  au  même. 


V 


Orales  équations  (3)  donneront 


«. 


(b)  î =  -     '        = — 2.  =  ds  4-  o«  =^  î*  o*  • 

^  COâflt     '  COSp  COS7 

De  plus ,  en  faisant  converger  A  vers  la  limite  zéro ,  dans  la  formule  (3)  de  Taddi- 
tion  placée  à  la  soite  des  Leçons  sur  le  calcul  infinitésimal ,  on  en  conclût  que ,  dan$  U 
volêinagc  d^une  valeur  particulière  de  x,  qui  fait  évanouir  deux  fonetUm  donnéei , 
U  rapport  entre  ces  fanetions  diffère  trèê^peu  dn  rapport  entre  tmtr$'dérivée$f  e$  par 
conséquent  du  rapport  entre  leur$  différemieUes ,  quand  même  ces  différentielles  et 
ee$  dérivée»  ^^évanouiraient  à  léUr  tour  pour  Ut  valeur  particulière  dont  il  e'agit.  En 
appliquant  ce  principe  aux  seconds  membres  des  formules  (4)  »  on  reconnaîtra  que  les 
quantités  cos^«  cosp»  cosv,  peuvent  é^re  déterminées  approximativement  par  les  for- 
mules 

/  ,  ^       dX'-dJi  dy~dn  dz'-dr 

(7)  COSX= ,  C0S/A=— —  ,        'CUSVT= ; — 2.. 

•  av     •  dy  d\i 

Oo  aura  donc  ^  très-peu  près 

dfi^dl       dy^dn       dt-dr 

8)  — =-i = 2  =  d^. 

CQ$y.  COSu       .        COSv 

Cette  dernière  éqoalîpa  sera  d'autant  plus  exacte  i|ne  les  points  (^>7»^)  et  ({»«»() 
se  trouveront  plus  rapprochés  du  point  de  contact  des  deux  courbes.  Si  maintenant  on 
remplace ,  dans  la  formule  (5) ,  les  sommes 

4x  +  dl,        dj  +  dn,        dz  +  dt^ 

ao 


♦1 


^   •  (  «4»  ) 

par  les  qaàiatités    cosx,  cos^»  CO87,     qui  lM>nt  entre  elles  daoa  les  «écnos  rapports,  el 
les  rlifférctotes 

dx^-^dit         djr  — rf*j,         dz  —  dç 

par  des  quantités  proportionnelles  à  ces  différences  »  savoir ,  cos>,  cosfi,  et  cosv ,  on 
trouTora  défiffîtîvomeitt 

(9)  cos«cos^-f'^oâPcoafi*4-'COs^«ofv  =  o> 

Or,  la  formule  (9)  expriilieK{ffee'k>df(Mteta«iièft  duipoidl  {sB:^y  .s)  au  point  ($«  » ,  ;) 
est  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  »  ou  »  ce  qui 
revient  au  méme^  sensiblement  parallèle  au  pian  normal.  On  péfOtïtolit  éMlMiBr  1^ 
théor^raiB  suivant,  qui  est  fort  utile  dans  la  théorie  des  contacts  des  courbes. 

1."  THjfeoRâME.  Étant  dannéadeux  courbes  qui  se  touchent,  si,  à  partir  du  point 
de  contact t  on  porte  sur  ces  courbes,  prolongées  dans  U  méhu  sefiS ,  deêiongwM's 
égales,  mais  très-petites ,  la  droite  qui  Joindra  Us,  exit^émités  de  ces  longueurs  sera 
sensiblement  perpendiculaire  à  ta  tangenie  com^mune  aux  deux  courbes. 

Lotsque«  dans  ce  théorème,  on  remplace  la  seconde  courbe  par  une  droite  tangente 
k  la.premi^rç,  il  se  transforme  en  un  autre  donl  voici  l'ékiohcé. 


1.^  ^ubmUmB.  SL^  &  fktrsir  d^tfn  ^poùu  donné  sur  mu  courie^  on  ^porU  sur  cette 
imi«6e  w$'S9tr*}sa4mmgemê9i,  proiomgdes  das^  te  métnewons^t,  des  ligueurs  ^ales  et  trèi- 
^efàia»  lia  Uffciie  qui  joUsdtea  4eê  ex$i^àAi$éê^  dis  us  Jamgueurs  sera  sensiblement  per- 
ipénéè^utttire  sa  \ia  Utngemâe ,  ou^  ee  qui  reviesu  au  méme^  sensiblemenl  parallèle  au 
f4afn  }nomiUBL 

Concevons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  I^H  désigtie  ipar  i  <9blKMiBe  t^  kttgueor» 
égales  portées  sur  la  courbe  et  sur  sa  tangente  à  partir  du  point  donné.  Les  angles  for- 
més avec  les  demi-fei'xes  des  coordontiées  .positives  par  la  ^droite  qui  joindra  les  extré- 
mités de  ces  deux  lottgueurs ,  seront  dei  fonctions  de  i  ;  ^i,  si  Ton  fait  converger  < 
vers  la  limite  zéro,  ces  angles  convergeront  en  général  ver^  certaines  Jimites,  et  s'ap- 
procheront indéfiniment  de  ceux  qui  déterminent  la  direction  d'une  certaine  normale 
avec  laquelle  la  droite  dont  il  s'agH  tendra  flejihis  en  jri«s  à  se  confondre.  Cette  nor- 
male, qui  mérite  d'être  remarquée,  est  celle iitte  nous  appellerons  normale prcnripa^* 
Pour  en  fixer  la  direction ,  il  suffirait  de  recourir  aux  formules  (7)  et  au  principe  énoncé 
^  la  page  '(i40*  ^  P^u^  &u«sr  arrifel*  trte-facîhnfiietft  au  tntme  («ft  «pur 'hi»MAlhod9Jitt« 
nous  allons  mSiquer, 

Désignons  par    x,y,z    les  coordonnées  du  point  de  la  courbe  qui  coïncide,  noa 
plus  avec  l'extrémité,  maïs  ^vec  l'origine  Se  la^ongneof  •  t , t'cat-à-dire ,  les  coordon- 


(  A4i  ) 

née«  ^  {KfHtt  p&l^  télpitA  on  YBtoe  toi»  Uftgnie  à  la  CMrbe.  Soie  t0tt)<MiF*  s  l'are 
ct«i[rt6 ONir  fa  éotttta  «MM  lé  fK>ifll  (c»»y»  2)  »  ot  n&  (nriot  Su f4aoé  de  mamère 
(|ae  la  longueur  i  serve  de  prolongement  à  Tare  s.  Soient  encore  a»{)»  7  le» 
aagles  que  forme,  arec  les  demi -axes  des  coordoQAtes  positives,  la  tangente  au  point 
i^'J»  ^)  prolcmgée  dms  le  m4me  sens  i|ue  t'apc  s.  Si  Ton  pTBoA  cet  arc  pMjr 
variable  indépendante,  rextrémité  de  la  longueur  i,  portée  sur  la  courbe,  aura  évî-- 
dtstûtiKftit  i>ottr  eew^otfrtiéea  IMb  eia|Mmana  Aa  h  ^1 


1,J^K  devant  s*èvanouir  avec  i;  tandis  que  Textrémbé  'f^me  auim  hmgoeuf 
égale  à  i,  portée  sur  la  tangente ,  et  comptée  dans  le  mlSme  tetis  que  ta  pteaDièfe  , 
aora  pour  coordonnées 

aî  +  tcos«  =  4c  +  »  "7—  »      J^  +  *  cos  p  =  jr  =  t  — -  , 

(M)        {  *  .      '' 

,    .^  ,    ,  dz 

Ceh  i^oié ,  9r  fou  tieiiHne  ir  ta  •distance'  oompnw  «dtfe  ;lfla  êxâvémsléa  -des  d«u&  Jon- 
^ears,  et  >,  fi,  v  les  angles  formés  avec  les  dâmi'-tfaft  4ea  CDioodttiinées  positives 
par  la  droite  qui ,  partant  de  l'extrémité  de  la  seconde  longueur ,  se  dirige  vers  rextré- 
mité de  la  première,  on  aura  ëûdeoiment 

et  par  suite 

cosA  €os  ft  eo9  « 

d*x       -  rf*y        .  d*z 

ZfZUrl        JlLZa-/        -l^J^jj; 

ds^  ^  d$*  ^  ds^  ^^ 

*  > 


«^lB««éft*M«*BrtaMa«krt*«*«M*a 


y^m^'M-^-^^ïH-^^'ï]  ' 


:  (  iM  ) 

Si  maintenant  on-  fUtconvei^r     i  vers  ht.  Umite  .^éro,  le»  valeurs  numériques    de 

l,JtK  décrollronl  indéfiniment ^  et»  en  passant  aux  limites,  on  tirera  de  la  for- 
mule (i4) 

C08A     COSf*    COSV    I 

,  ^*   '  •  rf*«    ~    d'y  ~  1^  ^   l/[(rf»a?)-4.(i/»jr)ii 4.(1/3^).]  • 

Les  angles  X^  |a,  v  déterminéa  par  cette  dernière  formule  sont  ceux  qui  se  trouvent 
compris  entre  la  normale  principale»  prolongée  dans  un  certain  sens«  et  les  demi-axes 
des  coordonnées  positires.  La  même  formule  devrait  être  remplacée  par  la  suivante 

,    ^,  COSX  COStt  COSv  l 

(16)  ~~        —     ■    — 


d*a  d^y  d*z  V/f{«^'«)'4"  (^'r)'  +  (^"*)']    ' 

si  la  normale  principale  avait  été  prolongée  en  sens  contraire.  Ajoutons  que  les  équa- 
tions (là)  et  ()Ç)  sont  renCeripées  Tune  et  Tautre  dans  la  ^eule  éauation 


^       ^                                                                    C09>             COSft             COSv 

^*7)                                                                                                         rf.^                       d^y                      ^.^        • 

D'ailleurs,  on  a  évidemment 

dx                            dy 
T18)                               cOSa  =  -T^>        çoSÔ=--t-.,        C09  7  = 
^     '                                            ds                  ^          ds                   ' 

dz 
d,    • 

et  l'on  en  conclut,  en  prenant  toujoars  Tare    s    pour  variable  indépendante,  que  la 
formule  (17)  peut  être  réduite  à  > 

COS  X  COS  ft  COS  V 


(•9) 


dcoioL         i/cos^  dcosf 


Si  l'oi^  cessait  de  prendre  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  la  formule  (17) 
deviendrait  inexacte.  Mab  la  formule  (19)  existerait  toujours;  et,  en  substituant  dans 
celle-ci,  à  la  place  de  cosa,  cos^,  C0S7,  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (19)  »  on 
trouverait 

COSX         COSfA  COSV 

(ao)  /  rfa? 


"m  ^m  "m 


Nous  observerons,  en  finissant,  que  la  normale  principale  est  toujours  c#lle  sur  la- 
quelle se  compte  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  proposée.  Dans  le  cas  où  cette 
courbe  devient  plane ,  ia  normale  principale  reste  comprise  dans  le  plan  de  la  courbe. 


saBataoB 


SUR  LES  DIVERS  ORDRES 


DE  QUANTITÉS  INFINIMENT   PETITES. 


Dans  quelques-uoes  des  questions  qui  se  rattachent  au  calcul  infinitésimal  »  et  parti- 
calîèrement  dans  les  questions  relatives  au  contact  des  courbes  et  des  surfaces  »  il  peut 
être  utile  de  considérer,  non-seulement  des  quantités  infiniment  petites  du  premier, 
du  second ,  du  troisième  ordre ,  etc. ,  mais  encore  des  infiniment  petits  dont  les  ordres 
soient  représentés  par  des  nombres  fractionnaires  ou  même  irrationnels.  La  seule  diffi- 
culté qu*on  éprouve  alors  est  de  se  former  une  idée  précise  de  Tordre  d'une  quantité 
iafiniment  petite.  TootifiMS  oetle  difficulté  disparattra  »  si  l'an  définit  Tordre  dont  il  s'agit 
comme  nous  allons  le  faire» 

Désignons  par  a  un  nombre  constant,  rationnel  ou  irrieitionnel;  par  i  une  quan- 
tité infiniment  petite;  et  par  r  un  nombre  variable.  Dans  Je  système  de  quantités 
infiniment  petites  dont  i  sera  la  6as6 ,  une  fonction  de  i  représentée  por  f{i)f 
sera  un  infiniment  petit  de  Vardre    a ,    si  la  limite  du  rapport 

(.)  Zlil 

^  ^  l'- 

est nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  -  r    plus  petites  que    a ,     et  infinie  pour  toutes 
les  valeurs  de    r    pins  grandns  que    a. 

(^ette  définition  admise,  si  Ton  désigne  par  n  le  nombre  entier  égal  ou  immé- 
diatement supérieur  à  Tordre    a    de  la  quantité  infiniment  petite    /(t ) ,     le  rapport 

Ziil 

^ra  le  premier  terme  de  la  progression  géométrique 

(^)  f(i^       ^^'^       liîl      li^       etc 

ai 


(  i4«  ) 

qui  cessera  d'être  ane  quantité  infiaimeut  petite  ;  d'où  l'on  conclut ,  en  raisonnaDl 
comme  dans  l'addition  placée  h  la  suite  des  Leçons  sur  le'  calcul  infinitésimal ,  que 
y^"^(t)     sera  la  première  des  fonctions 

(5)  /(»•).     /'(«•).     /•(»•).     /"'(«•).     etc 

qui  cessera  de  s'évanouir  avec     t . 
Quant  au  rapport 


que  l'on  déduit  de  l'expression  (1)  en  posant     r  =  a,     il  peut  avoir  une  limite  finie, 
ou  nulle ,  pu  infinie.  Ainsi ,  par  exemple , 


i'  «• 


é 

sont  trois  quantités  infiniment  petites  de  Tordre    a,     et  les  quotients  qu'on  obtient  eo 
les  divisant  par     i',     savoir ^ 


e'.         -^JJ,         e'l(i) 


ont  pour  limites  respectives 


1 
1  ,         o ,     et       — . 

o 


Gela  posé,  on  établira  sans  peine  les  propriétés  des  quantités  infiniment  petites,  et 
en  particulier  les  différents  théorèmes  que  nous  allons  énoncer. 

« 

THikoRÊME  1.*'  Si  ,  dans  un  système  quelconque,  l'an  considère  deux  quantités  in- 
finiment petites  d^ordres  différents ,  pendant  que  ces  deux  quantités  s^ approcheront 
indéfiniment  de  zéro ,  celle  qui  sera  d*un  ordre  plus  élevé  finira  par  obtenir  cons- 
tamment la  plus  petite  valeur  numérique.    - 

Démonstration»  Concevons  que ,  dans  le  système  dont  la  base  est  i ,  Ton  désigne 
par  I^=if{i)  et  par  /  =  /«'(t)  deux  quantités  infiniment  petites,  la  première 
de  Tordre  a,  la  seconde  de  Tordre  6  ;  et  supposons  a  <  6 .  Si  Ton  attribue  au 
nombre  variable     r     une  valeur  comprise  entre     a  et  6 ,     les  deux  rapports 


(  a?  ) 

auront  pour  limites  respectives ,  le  premier    — ,    le  second,   zéro;  et  par  suite,  le 

quotient  de  ces  rapports,  ou  la  fraction 

/ 

r 

aura  une  limite  nulle.  Donc  la  râleur'  numérique  du  numérateur  /  décroîtra  beau- 
coup plus  rapidement  que  celle  du  dénominateur  /,  et  cette  dernière  finira  par 
deTenir  conatamment  supérieure  à  l'autre. 

Théobêhe  2.    Soient    a,  b ,  c tes  nombres  qui  indiqtunt ,  dans  un  système 

déterminé  »  Us  ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites  ^  et  a  le  plus  petit 
de  ces  nombres.  La  somme  des  quantités  dont  il  s'agit  sera  un  infiniment  petit  de 
C  ardre     a  .  ^ 

Démonstration.  Soit  toujours  i  la  base  du  système  adopté.  Soient  de  plus  /,/, 
etc. .  .  •  les  quantités  données  »  la  première  de  l'ordre  a ,  la  seconde  de  l'ordre  b , 
etc. .  • .   Le  rapport  de  la  somme    /  4*  ^  ""h  ^^c-  •  •  •  ^  ^^  quantité    / ,     savoir , 

1  ^^  _  "^"  eic*  • .  •  f 

j 
aura  pour  limite  l'unité ,  attendu  que  les  termes    —  ,  etc. . .  •  auront  des  limites  nulles. 

M 

Par  suite  »  le  produit 


(  1  +  y  +  etc. . . .  J  —  = 


i'^ 


aura  la  même  limite  que  le  rapport 


et,   puisque  ce  dernier  rapport  a   une  limite  nulle  ou  infinie»  suivant  qu'on  suppose 
r  <:  a  ou  r  >  a ,     on  pourra  en  dire  autant  du  rapport 

/-f- J-f-etc.... 


i'- 


Donc     /  +  /  4-  etc. . . .   sera  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre    a . 

Corollaire.  Les  raisonnements  par  lesquels  nous  venons  d'établir  le  théorème  !.•', 
montrent  évidemment  que ,  pour  de  très-petites  valeurs  numériques  de  la  base  i  ,  la 
somme  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites ,  rangées  de  mÉttière  que  letars  ordres 
forment  une  suite  croissante ,  est  positive  ou  négative ,  suivant  que  son  premier  terme 
est  lui-même  positif  ou  négatif. 


(  148  ) 

THioBEMB  3.  Dans  un  système  quelconque,  le  produit  de  deux  quantités  infinifneni 
petites  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a  et  par  b ,  est  une  autre  quantité  in,- 
finiment  petite  de  Cordre    a  +  ^  • 

Démonstration,  Soient  toujours  i  la  base  du  système  que  Ton  considère  »  et  I  ,J 
les  ({uantités  données  »  la  première  de  Tordre  a,  la  seconde  de  Tordre  b.  Les  rap- 
péris 


*  _  9  • . 


auront  des  limites  nulles»  toutes  les  fois  que  Ton  supposera  r  <z  a ,  s<ib  ;  deé  li- 
mites infinies ,  toutes  les  fois  que  Ton  supposera  r>  a,  s>  b  ;  et  Ton  pourra  en 
dire  autant  du  produit 

L  L—  ^^ 

11  en  résulte  évidemment  que  le  rapport 

IJ 


ir+» 


aura  une  limite  nulle  pour    r-|-«<a-f>fr»     ^^  une  lioûte  infime  pour     r^s'>a^ù. 
Donc  le  produit     /  /    sera  une  quantité  infiniment  petite  de  Tordre     a^^b. 

Nota,  Si  Tun  des  facteurs  se  réduisait  à  une  quantité  finie  ,  le  produit  serait  é?ide(n- 
ment  du  môme  ordre  que  l'autre  facteur. 

Corollaire.  Dans  un  système  quelconque ,  le  produit  de  plusieurs  quantités  infiniment 
petites  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a,  b,  o^....  est  une  autre  quantité  infini- 
ment petite  de  Tordre     a  4*  ^  -f-  ^  •  •  •  • 

-Théobbiib  4-  Si  trois  quantités  infiniment  petites  sont  telles  que ,  ta  première  étant 
prise  pour  base  »  la  seconde  soit  de  Cordre  a ,  et  que ,  la  second^  étant  prise  pour 
base,  la  troisième  soit  de  Cordre  b,  celle-ci,  dans  le  système  qui  a  pour  base 
la  première ,  sera  d*un  ordre  équivalent  au  produit    a  b. 

Démonstration»  Soient  i,  I  et  J  le»  ^ois  quantités  données;  en  sorte  que  les 
deux  rapports 


aient  dea  litniles  auUat  quand  on  suppose  à-la-foi«    r<la»  j<  A,    et  des  limites 
tniiiies  ^«ând  on  t^pfiQso  à4a^£oi»    r^a^  t>  b.     Il  est  clair  que  le  produit 


f— V— — — 


(  »49) 

aura  une  limite  nulle  pour  rsKab^  uoe  liipite  infinie  pour  rs>ab;  et  par 
suite»  que  y  si  l'on  prend  i  pour  base,  /  sera  une  quantité  infinimeut  petite  de 
Tordpe     ab.  ^     ■ 

C&rottaire  i.**  Le  mpport  enlre  les  ordres  de  deux  quantités  infiniment  petites 
J  et  J  reste  le  méme«  quelle  que  soît  la  base  du  système  que  Ton  adopte»  et  ce 
rapport  «est  équivalent  au  nombre  b,  qui  indique  l'ordre  de  la  première  quantité, 
quand  on  prend  pour  base  la  seconde.  Donc  »  si  »  après  arotr  déterminé  pour  uue  cer- 
taine base  les  ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites ,  on  vient  à  changer  de 
base  »  les  nombres  qui  indiquent  ces  divers  ordrçs  croîtront  ou  décroîtront  tous  à-lo- 
fois  dans  un  rapport  donné. 

Corollaire  s.*  Si  l'on  suppose,  dans  le  théorème  4»  que  1^  quantité    /     se  réduise 

k  la  quantité     i ,     on  aura  évidemment    a  6  =  i ,  b=  —  .    Donc  «  si  dans  le  s][s> 

lème  dont  la  base  est    i,     la  quantité    /    est  un  infiniment  petit  de  l'ordre    a, 

i    sera  de  l'ordre  —   dans  le  système  qui  aura  pour  base  la  quantité     / .     Ainsi ,  par 

exemple,  lorsque     /»     considéré  comme  fonction  de     i ,     est  un  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre ,  on  peut  en  dire  autant  de     t    considéré  comme  fonctioa  de    /. 

Le  second  corollaire ,  réuni  au  premier ,  entraîne  évidemment  le  suivant. 

Corollaire  3.*  Si  deux  quantités  infiaimen|  petites  sont  telles  que.  Tune  étant  prise 
pour  base ,  l'autre  soit  du  premier  ordre ,  le  nombre  qui  exprimera  l'ordre  d'une  quan- 
»tité  quelconque  restera  le  même  dans  les  deux  systèmes  qui  auront  pour  base  les  deux 
quantités  données. 

On  parvient  enoore  assez  facilement  à  démontrer,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  à  la 
page  170  des  Leçons  sur  le  calcul  infinitésimal,  un  théorème  qui  peut  être  employé 
avec  succès  dans  la  théorie  des  intégrales  singulières  des  équations  diflS&rentielles ,  et 
que  nous  ^lons  rappeler  ici. 

Théoxsiiis  â.  Si  Con  désigne  par  i  et  par  f{i)  deux  quaniités  infiniment 
petites,  zéro  sera  la  valeur  unique  ou  Cune  des  valeurs  que  recevra  le  produit 


lorsqu^on  y  fera  évanouir  ta  qua$uité    t. 

Nous  ajouterons  que,  si  la  fonction  f{i)%  dans  le  système  de  quantités  infini- 
ment petites  dont  i  représente  la  base ,  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a ,  le 
nombre  a  sera  ordinairement  la  valeur  unique ,  ou  du  moins  l'une  des  valeurs  que 
recevra  le  produit  de    i    par  la  fraction  (5)  renversée  «  c'est-à-dire  1  le  rapport 


(<î) 


(  »5o) 


lûTtqu'on  y  fera  évanouir  la  quantité     i .     C'e^t  ce  qui  arrivera  en  particulier  »  ai  l'on 
prend  pour    f{i)     Tune  dea  fonctions  .   ' 


i  1 

^*^'»     TTT  »      **'(*)»      i*»ll(t)  ,       i«5in— »     etc.... 

■  '     •  .. 

Toutefois  il  existe  des  fonctions  auxquelles   cette  '  remarque  n'est  pas  applicable.     On 
peut  citer ,  comme  exemple ,  la  fonction  imaginaire 


f  «  (  cos  -r  +  l/T  sin  -7-)  . 


En  effet,  si  Ton  pose 


(7) 


'r^- 


/(t)  ;=  («  I C08  4-  +  V/m  »in  —  j  =1'  t  ' 


y(t)     sera  infiniment  petit  de  l'ordre    a;     et  l'on  trouvera 


(8) 


if'(i)  i     ^ 


Or,  il  est  clair  que  cette  dernière  expression  acquerra  une  valeur  infinie  pour  une  valeur 
nulle  de  la  quantité     t. 


-,^^-^' 


.  * 


,  •  J. 


J       .1 


SUR   LES   CONDITIONS   D'ÉQUIVALENCE 


DE  DEUX  SYSTEMES»  DE  FORGES 


APPLIQUÉES  A  DES  POINTS  LIÉS  INVARIABLEMENT  LES  UNS  AUX  AUTRES. 


On  dît  en  mécanique  que  deux  systèmes  de  forces,  dont  les  poioU  d'application  se 
trouTcnt  assujettis  à  des  liaisons  quelconques,  sont  équivalents ,  lorsqu'un  troisième 
système ,  choisi  de  manière  à  faire  équilibre  au  premier ,  fait  en  même  temps  équilibre 
au  second.  Cela  posé ,  si  les  points  d'application  ont  été  liés  invariablement  les  uns 
aox  autres,  il  est  clair  qae^  dans  le  passage  du  premier  système  au  troisième,  ou  du 
second  au  troisième,  les  six  quantités  ci-dessus  représentées  [pag.  iig  et  suiv.]  par 

X,   r,   z,   L»   ir,   N 

devront  conserver  les  mêmes  valeurs  numériques ,  mais  changer  de  signe.  Par  consé- 
quent ,  dans  le  passage  du  premier  système  au  second ,  elles  conserveront  les  mêmes 
valeurs  numériques  et  les  mêmes  signes.  Ainsi ,  pour  que  deux  systèmes  de  forces  ap- 
pliquées à  des  points  liés  par  des  droites  invariables  soient  équivalents  ,  il  est  néces- 
saire et  il  suffit  que  de  part  et  d'autre  les  projections  algébriques  des  forces  et  de  leurs 
moments  linéaires  fournissent  les  mêmes  sommes  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  ces  deux 
systèmes  doivent  avoir  la  même  force  principale  et  le  même  moment  linéaire  principal. 

Concevons  maintenant  que ,  pour  un  système  de  forces  appliquées  à  des  points  liés 
invariablement  les  uns  aux  autres ,  on  connaisse  les  six  quantités 

X,  r.  Z.  L..M,  N.  ■  '  '      . 

ê 

Pour  que  ce  système  soit  réductible  à  une  force  unique,  ou,  en  d'autres  termes,  pour 
qu'on  puisse  le  remplacer  par  une  force  équivalente ,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que 
les  six  quantités  données  soient  propres  è  représenter  les  prpjections  algébriques  d'une 
seule  force  et  de  son  moment  linéaire.  Par  suRe,  il  sera  nécessaire  et  il  subira  que 
ToB  ait  en  même  temps 


V 

(i)  X.+  y.+  Z'  =  o, 

(2)  .  LX  +  ai¥+NZz^6. 

Ces  conditions  étant  supposées  remplies ,  la  force  équivalente  au  système  donné  sera  ce 
qu'on  nomme  sa  rétultarU^f  et  çf  tto  résultaiBle  n«  aéra  autre  chosç  que  la  force  prin- 
cipale  appliquée  à  Tun  des  points  de  la  droite  dont  les  coordonnées  S ,  «1  »  ^  vériiieDt 
les  trois  équations 

(5)  {     ^X  —  iZ=M, 

Si  Ton  avait  è-la-fois 
(4)  X  =  o,     F  =  o,     Z==o, 

Téquation  (s)  serait  toajoars  vérifiée.  Mais  la  formule  (1)  se  Iroaverail  remplacée  par 
la  suivante 

(5)  jr*  +  y+z*  =  o. 

Dans  ce  cas,  le  système  donné  sera  évidemment  réductible  à  deux  forces  égales  et  pa- 
rallèles ,  mais  dirigées  en  sens  contraires  de  manière  à  former  un  couple.  En  effet ,  pour 
obtenir  un  couple  équivalent  au  système  dont  il  s*agit ,  il  suffira  de  choisir  ce  couple 
de  telle  sorte  que  son  moment  linéaire  ait  pour  projections  algébriques  sur  les  axes  les 
trois  quantités 

L.    M,    N. 

Pour  y  parvenir ,  on  taracera  un  demi-axe  qui  forme  avec  enx  des  coerdomiées  positives 
des  angles  dont  les  oosinas  soient  respectivemeat 

L  M  N 


V^{L»^-«r»^.2V)'     VCÏ^+J^+Ï^*      v/(L»+Jlf+iV«)  ' 

on  mènera  par  un  point  quelconque  de  l'espace  un  plan  perpendiculaire  à  ce  demi-axe , 
et^ar  deux  points  pris  arbitrairetnenl  doDS  ce  plan  deux  parallèles  quelconques;  enfin 
on  divisera  le  radical 

par  la  distance  des  deux  pavallèles ,  puis  Ton  portera  sur  elles  »  dans  des  sens  opposés , 
deux  forces  égales  représentées  par  le  quotient ,  et  dirigées  de  manière  qae  cbacaoe 
tende  à  faire  tourner  le  plan  de  droite  à  gauche ,  soit  autour  du  demi-axe  primitivemeat 


constf mt ,  soft  M/M&  A'au  dMif-àEiN3  imnlIMift  àtfiA  )*«vig{ne  oi^ifttidwÉit  avèc  fe  jrohxt 
d'sf^liesttiofn  4^  Faiitrè  feit^.  Il  vè^fit  et  Wê  obêert£Ak>iis  iju^aptto  wéh  obtentt  titi 
couple  éfiaÎTalent  aa  sysl^iM  dmmé ,  DU  pôttiM ,  %M«  thMgêff  l^effet  de  ce  tMpIe  nla^ 
tiVemeot  à  Féf  uilibre«  Iraïuyioner  soq  plan  jMiraUèleaieiit  à  lui-même  partout  où  l'on 
roodrà»  et  Zaïre  varier  arbitrairemeot  dans  ce  plaa  noa-seulemeot  les  poiAts  d'applica- 
tion des  deux  farces .  mais  encore  les  droites  euirant  lesquelles  elles  agissent.  Ces 
droites  itani  «apposées  connues  »  on  en  déduira  immédiatement  Tiotensité  de  chaque 
Aurce.  il  est  luen  entendu  que  les  points  d'application  des  deux  fonces  du  couple  sont 
censés  liés  ânyariaUement  Tun  k  l'autre  et  à  tous  les  points  que  l'on  considère. 

Si ,  pour  k  «ystème  de  forces  do&dé ,  fèquiition  (^)  cesêeîl  d'être  vérifiée  ^  on  fvourraU 
substituer  à  ce  système  la  rétitnon  de  deux  autr^  qui  dooneraieiit  pour  tes  nommes  des 
projections  algébriques  des  forces  et  de  leurs  moments  linéaires ,  le.premier  les  six  quan- 
tités 

X ,  Yt  Z,  o ,  o  ,  o, 
et  le  second  les  six  quantités 

0 ,  0 ,  o,  L,  if,  N* 

Le  premier  des  deux  nouveaux  systèmes  pourrait  être  remplacé  par  la  force  principale 
appliquée  k  l'origine  des  coordonnées  >  <et  ks  «second  par  «m  couple.  Par  suite ,  cette  force 
et  ce  couple  réunis  seraient  équivalents  au  système  donné.  De  plus,  il  aenit  permis  do 
faire  passer  le  plan  du  couple  par  i'origine^  et  même  d'appliquer  à  cette  origine  une 
des  forces  du  couple,  en  la  supposant  dirigée  suivant  une  droite  quelconque.  Ajoutons 
^  f ori^ne  des  coiordoanées  peut  é^  tran^rtée  en  un  point  quèlcenquo  de  l'ospace , 
d  oii  il  suit  que  le  système  donné ,  quelles  qwi  soient  l^  valeurs  de  XtY^ZfL^M^JI , 
pourra  toujours  être  remplacé  par  la  force  principale  appliquée  à  un  point  quelconque 
de  l'espace  et  par  un  couple.  On  arriverait  aux  mêmes  conclusions,  en  considérant  ce 
système  comme  formé  par  la  réunion  de  deux  autres ,  pour  lesquels  les  sommes  des  pro- 
jections algébriques  des  forces  et  de  leurs  moments  linéaires  seraient  respectivement  de 
la  forme 

X.  Ys  Z,     j.Z  —  ««y,  ^oX  —  x.Z^  w.Y—jToY, 

o,  o,  o,   L — jr^Z  +  z^Y,  M-^z^X-^x.Z,  N  —  XoY^y^X. 

Le  couple  qui ,  joint  à  la  force  principale ,  peut  remplacer  un  système  donné ,  est  ce  que 
nous  nommerons  le  couple  principal  de  ce  système.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire ,  ce  * 
couple  principal  dépend  du  point  d'application  de  la  force  principale ,  et  son  moment 
linéaire  est  égal  et  parallèle  au  moment  linéaire  principal ,  quand  on  prend  le  point  dont 
il  s'agit  pour  centre  des  moments. 

Comme ,  dans  le  cas  où  Ton  applique  au  même  point  la  force  principale  et  une  force 

as 


(  r54) 
du  couple  priadpal ,  rien  n'empôche  de  composer  ensuite  ces  deux  forces  enlre  elles  ^ 
il  est  clair  qu'on  pourra,  si  Ton  veut ,  substituer  au  système  donné,  au  lieu  d'une  force 
et  d'un  couple ,  un  système  composé  de  deux  forces  seulement» 

^  Nous  terminerons  cet  article  en  faisant  observer  que  l'équation  (2)  est  satisfaite  dans 
deux  cas  dignes  de  remarque,  savoir,  1.^  quand  les  forces  données  sont  parallèles  à 
une  même  droite ,  par  exemple ,  à  Taxe  des  z ,  puisqu'on  a  dans  cette  hypothèse 
X  =  o,'Y=o,N  =  o;  8.^  quand  elles  sont  comprises  dans  un  même  plan,  par 
exemple,  dans  le  plan  des  x,y,  puisqu'on  a  dans  ce  cas  £  =  o,ilf^:=o,Z  =  o. 
On  en  conclut  que ,  dans  l'une  et  l'autre  hypothèses ,  le  système  donné  peut  être  réduit 
soit  à  une  force  unique ,  soit  à  un  couple  de  deux  forces  parallèles  à  l'axe  dea  z ,  ou 
comprises  dans  le  plan  des    x ,  j.     Ajoutons  que ,  les  quantités    . 

-A,  Y,  Z ,  L,  M 9  If 9 

ayant  des  valeurs  quelconques ,  on  pourra  toujours  décomposer  le  système  qui  leur  cor* 
respond  en  deux  autres  tellement  choisis  que  ces  mfimes  quantités  deviennent  respec- 
tivement pour  le  premier  système 

o ,  0 ,  Z,.  Z»,  M 9  o ,. 
et  pour  le  second 

X,  F,  0,  o,  o,  N; 

par  conséquent  en  deux  systèmes ,  dont  l'un  renferme  seulement  des  force»  paraUèléf 
à  l'axe  des    z^    et  l'autre  des  forces  comprises  dans  le  plan  dea    x^j» 


USAGE  DES  MOMENTS  LINÉAIRES 


DANS  LA  RECHERCHE  DES  ÉQUATIONS  DIqUILIBRE  D'UN  SYSTÈME  INVARMlRLE  , 


ASSOJETTI  A  CERTAINES  CONDITIONS. 


Dans  I^riiele  préoédent ,  hoos  avonâ  fail  voir  qa'un  système  de  forces  appliquées  à 
des  points  liés  inrariablemenl  les  uns  aux  aulres  pouvait  toujours  être  remplacé  par 
la  force  principale  appliquée  à  ub"  point- quelconque  de  Tespace,  et  par  un  couple; 
qu'en  outre  il  était  permis  de  supposer  l'une  des  forces  du  couple  appliquée  au  même 
point  que  la  force  principale ,  et  dirigée'  suivant  une  droitç  quelconque  menée  arbitrai- 
remeot  par  ce  point.  En  partant  de  ces  principes ,  on  trouve  facilement  les  conditions 
d'équilibre  d'un  système  invariable  retenu  par.  un  ou  deux  points  fixes. 

ConcevQus  d'abord  que  le,  système  invariable  soit  retenu  par  un  point  fixe ,  et  pre- 
nons ce  point  fixe  pour  origine  des  coordonnées.  Soient ,  à  l'ordinaire , 

les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces  données ,  et  des  projections  algébriques 
de  leurs  moments  linéaires ,  Torigine  étant  prise  pour  centre  des  moments.  Le  système 
de  CCS  mêmes  forces  pourra  être  remplacé  par  la  force  principale 

appliquée  à  l'origine ,  et  pat  lin  couple  de  deux  forces  Q  ,  qui  agiront  en  sens  con- 
traires suivant  deux  droites  parallèles  séparées  l'une  de  l'autre  par  la  distance  D , 
riotensité    Q    de  chaque  force  étant  liée  à  la  distance    D    par  l'équation 

•  0 

Ajoutons  qu'il  sera  permis  d^appllquer  la  première  force  du  couple  »  aussi  bien  que  la 
force  B ,  au  point  fixe  pris  pour  origine  des  coordonnées.  Alors  ces  deux  forces  se 
trouveront  immédiatemeni  détruites  par  la  résistance  du  point  fixe  »  et  la  seconde  force 


(  i56) 

du  coaple  pourra  seule  produire  un  mouTcment  de  rotation  autour  de  ce  point.  Pour 
que  toute  e^ffyc»  da  t^admce.  k.  un  iioinhlahle  mouvemeiit  d^patrajUs^  ».  ou ,  en  d'autres 
ternies ,  pour-  que  l^équiHbre  aubsiste  >  M  sera  nécessaire ,  et  il  sulBr»  q«te  la  seconde 
force  du  couple  s'éranouisse  ou  passe  par  Torigine,  c'est-à-dire,  que  Tun  des  facteurs» 

Q  et  JD»    dui  produit    QDm    ('éTanQui^ao*  Par  misi^  îLaora  uéQQsaaim  «gt  il  wffira 

que  ce  produit  lui-même  se  réduise  à  zéro  ;  ce  qui  donnera  Téquation 

à  laquelle  on  pourra  substituer  les  trois  suivantes 

(5)  L  =  o,  Jlf  =  0,  N  =  o. 

En  conséquence  dtes  sis  équations  d^équlitbre  qui  se  vapfe»tant  à  va  sysIkaM  iâvamible 
libre  dans  reépace»  ks  trofs-  dernlèrts  subsistent  sMies  »  lot sf  «e  oe  systënvs  est  assufeCti 
à  tourner  autour  d'un  pvtnt  ftie  »  et  que  cq  pt^înt  fute  eét  piri^  pç^r  or^;iiie  4ea  coer^ 
données.  Ces  trois  dernières  équations  expriment  que  pour  le  système  des  fopcos  données, 
le  moment  Knéaire  .principal  relatif  à  l\>pigitte  s'év^muil. 

■ 

ê 

Si  le  système  des  forçç^  dçnvées  était  composé  simplement  de  deux  forces  P^P'f 
son  moment  linéaire  principal  ne  pourrait  être  nul  qu'autant  que  les  moments  linéaires 
des  deux  forces  seraient  éçaux  et  directement  opposés  »  ou  »  ee  qu)  re?ienl  au  même , 
qu'autant  que  les  deux  forces  seraient  comprises  dans  u»  naéne  pivi  passant  par  l*eri- 
gine ,  et  auraient  dans  ce  plan  des  moments  égaux.  On  arriverait  aux  mêmes  conclu- 
sions» en  partant  des  équations  (3)  »  qui»  dans  le' cas  présent»  prendraient  la  forme 

« 

Pp  cos>  -f"  P'p^'co$y  =  o  » 
Pp  cosfi+  P^p'ee%^^:=ai  0  » 

t 

Ppeo8v  +  P^p'cos'/=io. 

L'équilibre  i}ue  nous  considérons  ici  est  évidemment  celui  d^un  loTier  coudé  qui  a  pour 
point  d'appui  l'origine  des  coordonnées  »  et  pour  bras  les  droites  inyariables  menées 
de  cette  origine  aux  points  d'application  des  forces  P^P*.  ,  Les  deux  forces»  dorant 
avoir  des  moments  égaux  dans  le  cas  d'équilibre  »  seront  alors  en  raison  inverse  des 
perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  leurs  directions.  Si  le  levier  est  droit»  et  que 
Iqs  deux  forces  soient  parallèles  »  on  pourra  substituer  à  la  raison  inversç  des  perpen- 
diculaires la  raison  inverse  des  deux  bras  de  levier. 

Pftsaon»  iMifllOBaAt A  rAf«flibfee  d'iu  syalène  iavarini^le  êiMour  do  im^  PQWM  fae$, 


►f  ■   .' 


I       I 


(• 


I    • 


sera  déterminé  par  l'équation 


Ir 


<  < 


L'orjpwk  «^  tJPW«#nt  ai(^^  ffir  1>|»  fix^  *  cjt  par  8|ii{^  é^At  ^l^^^^W^  fi^f^  »  ^  on,  I # 
applique,  ce  qui  est  permis,  la  première  force  du  couple  aussi  bieo  que  la  force  JR , 
la  seconde  force  da  couple  pourra  ê^9  pcod^iro  vm  ipouvement  de  rotation  du  système 
invariable  autour  de  l'axe  fixe.  Pour  que  ce  mouvement  devienne  imposs^}A^il.sera  n^^ 
cess^ire  et  il  su£Bra  que  la  secondp  force  du  couple  agisse  suivant  une  droite  qui  coupe 
Taxe  d«s  z,  ou ,  en  d'autres  termes ,  que  le  plan  du  couple  passe  par  l'axe  des  s  • 
Cette  condition  sera  remplie  si  le  moment  lij^éaire  d.9  Çoi^jj^Iq  est  PQr|[eiidic;v{<|ire  ^  l'iixe 
des  s,  auquel  cas  £^  pro)ecty)n  algébriaue  sur  cet  ai^e^  ç'c^tni-rdiVe»  ]a  C[uantit<}  N,, 
deyra  se  réduire  è  ^éro,  Donç^  pctur  le  système  ii^v^r^i^ble  as,fuj<etti  ^  to^rper  autour 
de  I^  des    z,    une  s^le  é^ualioq  d'é(}uilibre  sot^siitç,  MVçir,  l'^uation 


(4) 


ir=9. 


M 


exprime  b  condition  unique  d'équilibre  dan*  le  cm  où  l'on  fixe  l'axe  àet    y,    et  l'é- 
qoatioB 

dans  le  cas  où  I'od  iixe  l'axe  des    x. 


Si  le  système  mvariable  pouvait,  non-senlèmèoi  tourner  aatoar  de  Taxe  des    z  , 
mais  encore  ^lisi^  parallèlement  ft  cet  axe ,  il  Cadrait  à  l'équation  4*éqnilibre 


;4) 

loindre  la  sinvante 


N  =  o 


Zs?o. 


fl    «  A 


f 


t 

t  « 


Ea  eScl,  les  istcea  da  couple  poavani  être  ceDséea  agir  aw^Mt  4«R»  4MUfit  fn$iiti4P 


(158) 

entre  elles;  m'àfi  p^pendicolà'irei8'&  l'axb;  poar*  quH  n'y  eût  pas;  ddns'rhypôthèse  ad- 
mise, de.  inouténient  dati^'be*  sëijs  de  Taxe,' il  serait  héée^saire,  et  il  suffirait  qne  la 
force  principale  R  devint  elle-même  perp'eikllbîildre  à  l^axe.  Or ,  cette  condition  se 
trouve  exprimée  par  la  formule  (5). 

Si  plusieurs  points  du  système  invariable  étaient  assujettis  à  demeurer  dans  un  plan 
Axa  do|m^j4<^:P.iisitM)i>,!^ârD^W#MpJk*f4ûn  j^lantd^  >^as«^^.  .on  dtefOmpoMraît  le 
système  de  forces  qui  correspond  aux  six  quantités 


t  '  à  lit 


eVi'Méujc'  autres  tellement  èhmdis^  qiie  ées  six  quantités  devinssent  re$i>ecttrement 


•I     ' 


■     o'i  -©v   Z^  L,  M ,  o» 
pôtrtrie  premicfr,  et  ' 


, .      .  .  ■       .,        »f 


.  •  ri 

.        .  •  •       '  '•  \      ' 

Ji,  r,   O,   O,   O,  iv 

.  .M     ,  '        '   ('  J    î.   •    ..       .    :  ,     J 1    ;.;.:",  .-.  • 

I  •  i  • 

i..  '  •  ,..  ,..i  ... 

pour  te  second:  Le  premier'des  nouveaux  systèmes  de  forces  serait  rédMClIbTe  ou  à  une 

force  unique 'parallèle  àTaxe^des'     z^^  ou  4  un  couplé  Âede^x  forces  qui,  se  trouvant 

compitises  dans'  un  plaù'  parallèle  à  i  axé ,  pourraient  êti^e  censées  dirigées  dans  ce  p^an 

suivant  deux  droites  paràHèlès  à  ce  même  axe';  et ,  comme ,  dans  Thypothèse  admise , 

les  forces  parallèles  à  Taxe  des    a    ou  perpendiculaires  au  plan  des    x  ,y    ne  sauraient 

produire  aucun  eflfet,  il  est  clair  que  ies'fbrceis  du  second  système  seraient  les  seules 

qui  pussent  troubler  l'équilibre.  Or,- ce  second  èystèâie  peûft^évideminiBèt  W'rèdiiire 

soit  à  une  force  unique  comprise  dans  le  plan  des     x,j,    soit  à  un  couple  de  deux 

forces  renfermées  dans  ce  même  plan  »  à  moins  que  les  trois  quantités 


,  •  I  •  r  •  ,  .  .  •  t 

...       1  i  t     •    •  .  •  •  »  '         » 


X,  Y,  N 
ne  s'éranonissent ,  c'est-à-dire ,  à  moins'  que  Tbo  n'ait  à-Ia-fois 


...  •'...'-  M 


'I  n. 


(6)  J  M       J  ,     ,  ^^^O,    y=:zO,   iy=.o. 

S.i  ces  trois  équations  ne  sont  pas  vériuées,  la  force  pu  le  couple  équivalent  au  second 
fiystème  tendra  certainement  à  produire  un  mouvement  de  translation  ou  de  rotation 
des  points  situés  dans  le  plan  des  x^jr,  et  l'équilibre  ne  pourra  subsister.  Au  con- 
traire ,  si  les  conditions  (6)  sont  remplies ,  les  forces  comprises  dans  le  plan  des  x,y 
pourront  être  remplacées  par  une  résulfcaùfé'  nulle  »  d'où  il  suit  qu'elles  se  feront  mu- 
tuellement éauilibre.  Par  consécjuent,  dans  l'hypothèse -admise  »  les  conditions  d'équi* 


II  est  bon  de  remarquer  que  l'espèce  d'équilibre  dont  nous  venons  de  nous  occuper 
en  ce  mooàènt ,  eomprend ,  comme  «as  particulier  »  U6quiUbre  de  plusieurs  forces  ,siluées 
dans  le  plan  des  âD^y,  ot  appliquées  dans  ee  plan  à  mu  système  de  points  infarlable, 
que  Ton  suppose  entièrement  libre. 

De  même ,  l'équilibré  d^un  système  invariable  assujetti  à  tourner  autour  de  l'axe 
des  2»  comprend»  comme  cas  particulier»  l'équilibre  de  plusieurs  forces  situées  dans 
le  plan  des  x^j,  et  appliquées  dans  ce  plan  à  un  système  invariable  de  points ,.  assu- 
jeUi  à  tourner  autour  de  Torigine. 

11  suffit,  au  r«ste»  ^  comparjer  cet  article  et-J'artido-précédoBt  au  chapitre  II  de  la 
statique  de  M.  Poinsot ,  pour  reconnaître  l'analogie  et  la  liaison  qui  existent  entre  la 
théorie  dea  moments  liAéaires  et  la  théorie  des  couples. 


•  •  I 


»  '.' 


4H8«^ 
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ite^ittéa^ 


Stm  UN  THÊOBÈMOE  D'ANALYSE. 

{Eoarait  du  Btilktin  de  la  SocUii  pkilomaihi^ufif  ) 


TflfcoBEKE.  Soient 
et 

deux  polynômes  en  x,  U  premier  du  degré  m ,  le  second  du  degré  n  ;  $oit 
d^ailleur»  B  une  quantité  constante.  On  pourra  toujours  former  deux  autres  po- 
fynomes  u ,  v ,  le  premier  du  degré  n  —  i  ,  le  second  du  degré  m  —  i ,  et  qui 
seront  propres  à  vérifier  Céquation 

(5)  uf{x)+vF{x)=It. 

Démonstration.  En  Teriu  de  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange ,  la  somme  des 
produits  de  la  forme 

^Flx) 
^  (4i.^)(a.c)...(a*^)(a-B)(«-C)...  ~      r{a).F{a)   ' 

et  des  produits  de  la  forme 

(A-a)  {A-b)  {J-c)  ...[J~B)  (A-C)...  t{A).F'{A) 


m    * 


9era  équivalente  à    R.    Par  coiuéqa«it  on  Térifiera  l'équation  (5)  en  prenant 

/F(^)\  /  F(«)  \  /  F(^)  \ 

„t     \ai-A  I      _^      \  x-B  )        ,        \  x-C  I        ^_  . 

(^)        «=^i  f(^).FV)       HB).r{B)  ■+■  f(C).  F'(C)  -»■**«•••  i  • 


(5) 


/    (i(fL\  f  f(«)  \  ■  f  f («)  \  . 


(«).f'(«)    ^     F(*).f'(6)    ^    V(c).f'{c) 
Pooc«  etc. 


(  »««  ). 

Noia.  Si  l'on  voulait  déterminer  directement  les  polynômes  a  et  x  de  manière 
à  Térifier  Téquation  (8) ,  et  ^  en  réduisant  leurs  degrés  aux  plus  petits  nombres  pos- 
sibles ,  à  suffirait  d'observer  qu'en  vertu  de  cette  équation  Ton  doit  avoir , 

R  n  * 

pour    a>  =  ^,  tt=^.^>  ;  pour    x=B,  ^^^J7nT»  c^c•••• 

pour    aB  =  a9  ty=  ^.  >  ;         pour    flBr=fr»  ^^^vTFT'  ^^••' 

On  connaît  donc  n  valeurs  différentes  de  « ,  et  m  valeurs  différentes  de  v . 
Cela  posé ,  les  polynômes  les  plus  simples  que  l'on  puisse  prendre  pour  u  et  v  de- 
nont  élro  en  général  le  premier  du  degré  n  —  i ,  le  second  du  degré  m  —  i  ;  et 
tt  on  les  détermine»  par  la  formule  de  Lagrange,  à  l'aide  des  valeurs  particulières  que 
nous  venons  d'obtenir,  on  retrouvera  précisément  les  équations  (4)  et  (5). 

Corollaire  i.**  Supposons  que  Ton  prenne 
(6]  R=kmKn{a^jfj  («— S)  («— C)..  (Ih^A)  (*— 2?)  {b^C)..{c—A)  (e^B)  («— C).. . 


ou,  ce  qui  revient  au  même , 

(7)  R  =  k'nV{a).F{b).¥{e)...=  {—i)'^'^K'^t{A).t{B).t{C)... 

Le  premier  des  deux  produits 

F(a).  F(6).  F(«) f(^).  ((,B).({C) .... 

sera  évidemment  une  fonction  entière  et  symétrique  des  racines  de  l'équation  f  (a?)  =o , 
et  par  conséquent  une  fonction  entière  des  quantités 

tandis  que  le  second  sera  une  fonction  entière  des  quantités 

m,  €••• ,  Pp  i;-jj^ K'K  ' 

Ce»  conditions  ne  peuvent  être  remplies  simultanément  qu'autant  que  la  valeur  de  Jï, 
^terminée  par  la  formule  (7)  est  une  fonction  entière  des  quantités  A,  (...  ,p.  9  ; 
1^.  t... ,  P,  Q.    Ajoutons  qne,  si  Ton  adopte  cette  valeur  de    il,  les  équations  (4) 

•t  (5)  se  réduiront  à 

«5 


y 


(  jÇa) 


(8)  «-(-t)'»'.^'. .(^-^(^-d)('^-z»'...(ii-c)(«-iiJV..(c^©)..:'      '        ' 

.      F(A).F(c)..F(rf)...(*-c}(6-rf)...(c-rf)...(a!-6)(ai-«)(aî-rf)...+  eec. 
^^^  (a-^){a-c)(a-i/}...(^-c}'(^-rf).-.Cr-rf)... 

Or,  les  deux  termes  d|  la  fraction  que  renferme  FéqU^tion  (8)  sont  des  fonctions  at- 
urnées  des  quaiililés  A*  B»C\  D... ,  i^eét-à-dire ,  4f  s  fonctions  qui  cd^llonneot  des 
valeurs  alternativement  positives  et  négatives  »  mais^  toutes  égales ,  au  signe  près  ,  lors- 
q^'on  érfjftflge  fç§s  f^im^tés  ^n^  d\^.  ^  plvp,  M  fftnÇtipW  ^Itef^ée  ^u^  r^ppi&ejptç  fe 
d^oi9ia^t^r,.é(§pt  Wl^IvA  9ii»pfo  ^0  #oq  ^^»  dîvinw»  crf|^  qj^i  forw  1«  P»in^*r«- 
t^ur  [voyfti  la  fpnfni^  f^ftie  ^u  Caiir#  de  Cffçqk  ffiljififihhi^^  f  f^fP  751-  W  en 

résulte  que  le  rapport  —  sera  une  fanction  symétrique  et  entière  des  racines  dé  Té- 
quation     F  (œ)  =  o.     Donc  par  soite    u    sera  une  fonction  entière  des  quantités 

.      ,  ,  jr     L  P      Q 

itj  iw  •,,  p ,  çî  i\  p  — *75"'lt"*' 

et  de  la  variable     x  .     Par  la  même  raison    v     vera  une  fonction  entière  des  quantilés 

K  F.        P  n*  le    —  -^    -î. 

et  de  ta  variable  x^  On  doit  en  conclure  que  u  et  v  seront  équivalents  ou  à 
deux  fonctions  entières  des  quantités  œ^k,t.*»*,p,q;  K,  L. , . .  ,  P,  Q;  ou  à 
deux  semblables  fonctions  divisées ,  la  première  par  une  puissance  de  ^9  la  seconde 
par  une  puissance  de  A*  Or,  R  désignant  dépi  une  fonction  entière  des  quantités 
k,  l....  ,p,  q  ;  K^L. ..,  ^P,Q,  et  les  quantilés  u,v  devant  satisfaire  k  Téqufttion 
(3),  la  seconde  supposition  ne  .saurait  étrç  admise.  Donc,  si  Ton  attribue  à  A  la 
valeur  fournie  par  Téquattjpn'  ffi)  ou  (7) ,  H  ^  u  eï  v  seront  des  fonctions  entières 
des  quantités  k  ,.L. . , ,  p  ,  q  ;  K,  L. .. ,  ^  P,Q,  et  de  la  variable  œ ,  qui  entrera 
seulement  dans  a  et  v  .  D0  frfps ,  il  94»  mi  ite  FPÎr  qw.,  d#»  c^^  4^9? ^ftiVi  wU^es , 
les  coë'fficients  numériques  seront  toujours  des  nombres  entiers» 

Corollaire  s.*  Dans  le  ciy  où^'ra  supposç    k^^i.  K^=z  » ,   les  équations  (6)  et  (7) 
se  réduisent  aux  suivantes  r 

(*9)  li^i^—^)(A-^.Ji)kf-nC)».{trTTAi{kiTr^)0-r^),.uJlfirrr4)ie^ 

•  •     • 

(1.)  /î  =  FCa).FC6).F(c)...  =  (_,)".»fC^).fCiî),fJ^Ç^, 


(  id5  ) 

Ce  cêê  pifti^ier,  aa^el  ôb  tamène  faeiieiMAt  toui  lise  autres,  est  celai  que  nous 
afons  OMskiéM  dans  le  Mémoire  présenté  à  l'Institut  le  sa  février  i6^4- 

Corollaire  3.*  S^our  que  les  deux  polynômes    {{x)f  ¥{x)     se  changent  en  deu& 
fonctions  entières  de    x  et  y^     la  première  du  degré    m ,    la  seconde  du  degré    n  » 

il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  quantités     k,  l....  g  p,q     et    K,  L PtQ 

demnHeAt  de^  foActioiM  entières  de     j ,     de*  degMâ  représentée  pur  les  nombres 
o»i....mr^i,  m,    et  par  lés  HOHobreé    ô,  I»...  H«^i,  to.    hloti,  léë rapports 

i  D         ♦   .  ^  PO 


^^    •  *   •   •    P  «■._«     •  mi     9     ^"~    •   •  •    •    f  ^_^,     P  ^ 


se  réduisant  à  des  quantités  finies  pour  des  valeurs  Infinies  de    jr^     «n  pourra  en  dire 
atttant  dee  valeari  dé    »    propres  à  férifier  les  deux  équations 

<raî'"+-aj'"-'+..,4-tri:^ tf  1- -^  =  o  ,       et      £fl6»  +  -^  **-'  -h ..-  f-r^^ae  +  -^  =  o  , 
y  y*    '      y"  y  y  y* 


c'est-à-dire  des  rapports 


€        h        c  ABC 

— "    f  %        — ~    •     •  •  «  •  ,      —     y       "—    •     •   •  •    y 

y     y     y  y     y     y 


et  du  sui?ant 


7*"     \y  y  I  \y  y  I  \y   yj    \y  y  I  \y  y  I  \y  y)     \y  yi\y.yi\y  yl 

Cela  posé ,  la  tHéût  de  È ,  fournie  par  Téquation  (6)  ou  (7) .  sera  évidemment  une 
fonction  entière  de  j>  d'un  degré  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  au  produit  mn. 
Depltls,  éi,  dans  (5ètte  hjrpbthèse,  on  écrit  t{x,y),  ¥{x,j),  au  lieu  de  f(x) 
et  de    F  (âb)  »    la  foribûle  (5)  deviendra 

H  uî(x,j)+vr{x,jr)=B, 

et  il  est  clair  que  toutes  les  valeurs  de  j" ,  qui  permettront  de  vérifier  simultanément 
les  équations 

U5)  f(»,J>  — o.         F^lft,jr)±io, 

deyront  satisfaire  k  l'éqnMion 

(i4)  11=0. 

CaroUairc  4«*  Il  mit  du  coir^Uaire  précédent ,  qtt*élant  dolmées  deux  équations  al- 


1 


(  «64) 

gébriques  en  as  et  ^»  rime  du  degré  m,  Tautre  du  degré  n».  on' pourra  i<m* 
jours  en  déduire ,  par  rélimination  de  x,  une  équation  en  j^^  dont  te  degré  sera 
tout  au  plus  égal  au  produit  mn.  De  plus»  on. formera  aisément  le  premieri membre 
de  Téquation  en  y ,  par  la  mélbode  fondée  sur  la  considération  des  fonctions  symé- 
triques. 

•  _  

CoroUaire  5.*  Lorsque  les  quantités  k,  l. .,  ^p^q  ;  KpL... ,  P^Q,  c'e§t-è-dire, 
les  coefficients  des  deux  polynômes  ({x)  et  F(â?)  se  réduisent,  aux  signes  près»  à 
des  nombres  entiers ,  on  peut  en  dire  autant  des  coefficients  des  fonctions  u  et  t;  dé- 
terminées par  les  formules  (8)  et  (g);  et  la  valeur  numérique  de  la  quantité  i7. 
donnée  par  Téquation  (6)  bu  (7) .  est  pareillement  un  nombre  entier.  Dans  ce  cas ,  sî 
une  même  valeur  entière  de  x  rend  les  polynômes  t{x)  et  ¥{x)  divisibles  par 
nn  certain  nombre  p ,  on  conclura  de  la  formulé  (3)  que  p  est  un  diviseur  en- 
tier de    R.     En  d*autres  termes»  si  Ton  adopte  la  notation  de  M.  Gauss  »  les  formules 

(i5).    *"  f(a3)  =  0  (mod,p)        Qt        F(x)  =0  (mod.p/ 

eniratneront  la  suivante 

(16)  if  =  o(mod.  p). 

A  Taide  de  cette  dernière  formule ,  on  déterminera  facilement  tous  les  nombres  entiers 
qui  pourront  être  communs  diviseurs  des  deux  polynômes  ({x)  et  F  (a;).  Le  plus 
grand  de  ces  nombres  entiers»  ou  te  plus  grand  commun  diviseur  entier  des  deux  polj- 
nomes»  sera  précisément  la  valeur  numérique  de  R.  Si  cette  valeur  numérique  se 
réduit  à  l'unité  »  les  deux  polynômes  n'auront  jamais  de  communs  diviseurs;  ils  en 
auront  une  infinité ,  si  elle  se  réduit  à  zéro. 

Corottàire  6.*  A  l'aide  des  principes  ci-dessus  établis»  on  prouverait  aisément  que, 
si  Ton  donne  plusieurs  polynômes  ou  fonctions  entières  de  x»  jr,  e...  dont  le  nombre 
surpasse  d'une  unité  celui  des  variabjes  qu'ils  renferment  »  et  dont  les  coê'fficients  soient 
entiers,  on  pourra  former  un  nombre  entier  qui  sera  divisible  par  les  diviseurs  commuas 
de  tous  ces  polynômes.  Si  l'on  considère  en  particulier  trois  polynômes  de  la  forme 

(«7)  F(«.j).        ({x)        et        t{j).. 

on  trouvera  que  le  plus  grand  nojnbre  entier  qui  puisse  les  diviser  simultanément  est 
égal ,  au  signe  près  »  à  la  valeur  de    R    déterminée  par  Inéquation  . 

'      (18)     /l  =  lîC'"'^'"+'>F(a,fl)F(a,A)F(a,c)...F(A,flr)F(A,5)F(6,c)...F(c,a)F(c,6)F(tf,c)..., 
a ,  6 ,  o. .  •  •  désignant  les  racines  de  i'équatien    f (as)  =s o*. 


(» 


(  i«/5  ) 
CaroUaire  7.*  Toat  nombre  premier    p  »    divisant  nécessairement  le  binôme 

9)  œ'-x=x[x-coê i/TTsm sd-cos i/-i  sm ...(a-i)  » 

V         p-1   ^        p-1/  V         p-i    '^        P'i      ^      ^         » 


qneDe  que  soit  la  râleur  entière  de    x,    il  suit  du  corollaire  5  »  que  tout  diviseur  pre- 
mier   p     d*un  polynôme    T{x)     divisera  le  produit 

(.0)        Jf  =  F(o)F(co.^  +  |/Tsb^)F(co.^+|/:r«nil)...F(i), 

qui  peut  être  présenté  seos  b  forme 

i«i)  R=zdt,ABC....  {A'-*  —  i)  {B'-'—\)  (C'-'— 1)... , 

■s 
J 

lorsque,  le  coefficient  du  premier  terme  de    F(cd)     se  réduisant  à  Tunité»  l'on  désigne 
par    A  f  B^  C...  \e%  racioes  de  l'équation     F  (x)  =  o .     Si  l'on  suppose  en  particulier 

T{x)  = 


a?  +  i 


[n    étant  un  nombre  premier  quelconque],  on  trouvera 

^  ==  o ,        ou        il  =  it:  «-, 

saivant  que  p  sera  ou  ne  sera  pas  de  la  forme  de  na)  «f-i.  Donc  Tes  nombres 
premiers  impairs  de  cette  forme  sont  les  seuls  qui  puissent  diviser  le  binôme  (C-4-i, 
sans  diviser    sc-f-i.     Cette  proposition  était  déjà  connue. 

Corollaire  8.*  Tout  nombre  premier  p ,  divisant  les  deux  binômes  x^  —  x  ,  et 
j' — y,  quelles  que  soient  les  valeurs  entières  de  x  e%  y,  ne  pourra  diviser  le 
polynôme  V^x^y)  t  sans  diviser  le  noinbre  qui  représente,  au  signe  près,  le  second 
membre  de  l'équation  (ïé),  dans  le  cas  ot»  l'on  prend  pour  a,  é,  e...  les  racines 
de  l'équation    x'  —  ss  =  o  • 

On  pourrait  étendre  considérablement  les  applications  du  théorème  ci-dessus  dé- 
montré [page  160];  mais,  nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  celles  que  nous 
Tenons  d'indiquer» 

Posi-icriptum.  Le  théorème  qui  fait  l'objet  de  cet  article ,  peut  être  facilement  dé- 
duit du  calcul  des  résidus.  En  effet ,  si ,  dans  la  formule  (Sg)  de  la  page  11a.  on  pose 


<  iè6  ) 

^^^^  —  f{a>)  .T{m)  ' 

R    désignant  tinë  quantité  cbnlkante ,  et    f(a;),F(a3)     deux  fonction*  entières  de  a: , 
on  trouvera 

R       f  _R 1  r       H 1        ■    r        R ■ 

f(*).F(*)  -^x.t  {{i{,).¥{z)))-^  (*-«)fW  ((FW))"*"       (*-«)F(»)  ((f(*)  ))  • 

I 

et  i^à^  iuKe 

(")      ^■='^-^  ^  (.-»  f(.)  ((F  w  )) + ^(^)  ^  (.-^Vw  (^f(.)  ))  • 

Oa  aura  donc 

(3)  ttf(a!)+»F(a»)=fl, 

pourvu  que  l'on  suppose 

_  r     JF(a?)  I  _  r     Rf(x)  .i 

(35)  u_0  (^.,jf(,)     ((F(.)))   '       ^-^(a;..)F»    ((f(.)))  • 

Or,  les  valeurs  de  u  ei  v,  déterminées  par  les  équations  (aS)^  se  réduisent  évi- 
demment à  des  fonctions  enlières  de  x ,  dont  les  degrés  sont  inférieurs  d'une  unité 
aux  degrés  des  fonctions  proposées     F  (a;)  et  ({x). 


.  <  I 


4m» 


-■  ».»    ^1 


.  :  \ 


y»       1  ..-■■■ 


SUR  QUELQUES  TilANëPORMATf0N8  APPLICABLES 


ET  au  a  1^  G^AHopiniiT  99  yaaiabLb  issÉPtp^^m^àS&ÏJUiAU^h  des  résidus. 


Nous  avons  déjà  remarqué  [page  i54]  que  l'on  peut,  daos  un  grand  nombre  de  cas, 
substituer  au  résidu  intégral  d'une  foncticp  donnée  un  résidu  relatif  à  une  valeur  nulle 
de  la  variable.  Des  substitutions  4^  mJ^M  gf^T^  peuvent  encore  être  effectuées  à  l'aide 
de  quelques  autres  formules  que  nous  allons  faire  connaître. 

Considérons  d'abord  une  fonction  f{z)  qui  devien^ie  infinie  par  2  =  2;,;  et  sup- 
posons que  l'on  puisse  assigner  au  nombre  entier    m    une  valeur  tcRe  que  le  produit 

s'évanouisse;  ce  qui  arrivera  nécessairement^  si  la  fonction  f{z)  est  développable  en 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières ,  mais  positives  ou  néga*« 
tives,  de  la  variable  2.  Je  dis  que  le  résidu  de  la  fonction  donnée  f{z) ,  relatif 
à  la  valeur    s  =  z,    s'évanouira ,  en  sorte  qu'on  aura 

Effectivement ,  ^î  l'^n  rep^j^senfe  par  f  (&)  le  produit  (i) ,  pu,  en  d'autres  tprmeç.,  ^ 
l'on  pose 

on  trouver» 

et  par  suite 

»  •    • 

((»-«.))     ~       (((«-«.rT  •'"*♦'  (((....)*±i]^  ^  *,.J...(m.i)        "•  I.  ..5...  m  —     * 


•         .    » 


(  '68  ) 
Od  pourrait  encore  démontrer  la  formule  (i)  de  la  manière  «airante.  Si  Ton  dére- 
loppe  la  fonction  |S)  en  une  série  ordonnée  sairant  le$  puiasancei  atcendaiiles  de 
^  *— '  ^i  »     on  trourera 


(5) 


i.a. 3...m  i.a.3...m(m<fij  \     /    • 

et  par  conséquent 

(6)*     /'(«)=-«.-'<*•>-'»-    ''('•>  *  ''"-"('■^ 


(*-«,)*•-»•«  I     (f-z,)"»  i.a.3....(m-i)    («-*.) 


f(«4.0(«,)4.etc.... 


1.  3. 5...  m(m<f  i) 
Or  »  le  second  membre  de  la  formule  (6)  ne  renfermant  point  de  terme  proportionnel 


h  la  première  puissance  de   ' ,    on  en  conclut  immédiatement  que  le  résidu  de  la 

*  -  f  t 

fonction  dérÎTée    f'{^)  $    relatif  à  la  râleur    z^     de  la  variable     z ,    se  réduit  à  séro. 
GoncoTons  maintenant  que  l'équation 


(7) 


/w 


admette  plusieurs  racines  réelles  ou  imaginaires     Sg  »  t»  »  S) . . .  •  ,  et  désignons  par    C 
Tune  quelconque  d*entre  elles.     C    sera  encore  une  racine  de  Téquation 

Car,  si  Ton  représente  par    i    une  quantité  infiniment  petite  «  la  fonction 


(9) 


/(Ç+0 


s'éTanooin  pour    •  =:  o  ;    et ,  en  vertu  da  thAoréme  (5)  de  la  page  1^9  >  !•  rapport  it 
cette  fonctioQ  k  ta  dérÎTée,  c'est-k-dire,  h  fraction 


I 


V 


(  «69  ) 
s'éTanouira  de  môme  avec^  t  ;  ce  qui  ne  peut  avoir  li^u  qu'autant  que  la  fonction 
f\z)  deYiendra  infinie»  ayec  f{z) ,  pour  ^  =  ^  •  On  peut  ajouter  que ,  si  la  fonc- 
lioQ  f\z)  devient  infinie,  et  fournit  un  résidu  différent  de  zéro,  pour  une  valeur 
donnée  s  de  la  variable  z,  s  sera  nécessairement  une  racine  de  Téquation  (7). 
En  effet ,  soit     A    le  résidu  dont  il  s'agît ,  et 

le  développement  de  /'{z)  suivant  les  puissances  ascendantes  de  z  —  s.  On  Irou- 
?era,  en  intégrant  les  deux  membres  de  la  formule  (11), 

et ,  puisqu'on  vertu  de  l'hypothèse  admise ,  le  premier  au  moins  des  coefficients  A ,  A%. . .  • 
A,_,,Ar  ^  obtiendra  une  valeur  di£rérente''de  <éro,  il  e^  clair  que  la  fonction  f[z) 
deTieodra  infinie  pour  ^  =  <.  Cela  posé,  sij  pour  chaque  valeur  ;  C  de  «»  propre 
\  Térifier  l'équation  (7) ,  on  peut  choisir  le  nombre  entier  m ,  de  manière  que  la 
faleur  du  produit 

correspondante  à  «  =  (,  soit  finie  et  différente  de  zéro,  on  aura  évidemment,  en 
vertu  de  la  formule  (s) , 

(•4)  .    L  ((/'(*)  ))  =  0 . 

De  même ,  en  désignant  par    œ^,  X  »  y^tY    des  quantités  quelconques  •  on  trouvera 

(•5)  Van')))^o; 

nia  condition  que  nous  venons  d'énoncer  se  trouve  remplie  au  moins  poi)r Jes  raiaiiiesp 
de  l'équation  (7) ,  dans  lesquelles  la  partie  réelle  est  comprise  entre  les  limites  x.,  X , 
et  le  coefficient  de     |/!7    entre  les  limites    j« ,  y. 

Sopposons  maintenant  !     1  . 

(»6)  /(,)  =  .,(«),X(*). 

On  aura 

»4 


,  *  I 


(  »7o  ) 
(«7)  /'(«)  =  ?(«)/(«) +?'(«)x(»)- 

Par  conséquent  les  équations  (i4)  et  (iS)  donneront 

(18)  <î^(UW.x'W))  =  -<î^((r'W-xW)). 

et 

(.0)  V*^((tW.x'W  ))  =  -  "^Z ''((r'W-xW  )) . 

La  formule  (18)  ou  (19)  subsiste,  lorsque  les  racines  des  deux  équations 
(ao)  —-.  =  0,  («1)  — — =e 

férifient  les  conditions  auicqueMes  nom  anp^osions  précédemineot  aasiifflliîea  les  racines 
do  Téquation  (7).  8i  ces  conditions  étaient  sealemeni  Térifiéea  pour  les  racines  au 
l'équation  (so)  »  il.fiiudrait  k  la  formule  {18)  on  (19)  substituer  Tune  dea  suivantes 

• 

-(»»)  «£'((?(*))).x'W  =  -<C'((f'(*))).x(*) , 

t«5)  V  *'((▼  W  ))  -x'W  =  -  ""£  *'((?'(=)  ))  •  X  W . 

Les  formules  (18),  (19)»  (si)  et  (ss),  peuvent  ôtre  appliquées  avec  succès  au  déve- 
loppement des  fonctions  on  séries.  Leur  easploi  «  dans  le  calcul  des  résidus ,  offre  ifi% 
avantages  semblables  à  ceux  que  Ton  retire,  dans  le  calcul  infinitésimal,  de  l'intégra- 
tion par  parties. 

Nous  terminerons  cet  article  en  établissant  les  formules  à  l'aide  desquelles  ou  poul 
opérer,  dans  le  calcul  des  résidus, 'un  obangemont  de  variable  indépendante. 

Soit    z«     une  valeur  de     z    propre  à  vérifier  l'équation  (7).  Soit  de  plus     t,     uuo 
valeur  conrospoudanl^  de  la  variabia    t    liée  à  la  vdriai>b    z    par  Téquation 

et  coocevon*  que  l'on  veuîne  transformer  le  résidu 

r«5^  /  <*-*')./'(0 


(  »7»  ) 
de  manière  que  le  signe    l,    se  rapporte ,  non  plus  à  la  fariable     z ,    mais  à  la  va- 
riable    t     considérée  comme  indépendanle.  Si  Téquaiion  (7)  n'a  qu'une  seule  racine 
égale  ^     z,  ,     le  produit 

(«6)  («  —  «.)/(«)  =  [+(«) -*(«.)]/[+(<)] 

obtiendra  une  Yalour  finie  pour  zzssz^,  ou ,  ce.  qui  revient  au  même ,  pour  1  =  i. , 
et  cette  valeur  sera  précisément  celle  du  résidu  (aS).  D'ailleurs  on  a  généralement» 
pour    1  =  1,, 

•  *"  •  I 

et  par  suite 

(.8)  [+(0-+(^)]/[+(0]=('-^)/[+(0]^'^^7^ 

à  moins  que  la  fonction  dérivée  Y[^)  no  prenne  une  valeur  nulle  00  infinie  pour 
<  =  r,.  Donc,  si  Ton  excepte  ce  dernier  cas,  le  résidu  (aS)  coïncidera  nécessairement 
a?ec  la  valeur  du  produit 

(»9)  («-«.)/[+(«)]+'(0. 

correspondante  à    i  =  i« ,     et  par  conséquent  avec  le  résidu  de  la  fonction 

/C+(0]-+'(«) 

relatif  à  la  valeur    I,  *  de  la  Tariable    t.     Oo  aura  dooo  alors 

Concevons  maintenant  que  l'équation  (7)  admette    m    racines  égales  à     s, ,  m    étant 
un  nombre  entier  quelconque.  Alors ,  si  Ton  représente  par    t{z)     le  produit 

on  trouvera 


et  par  suite 


(  17»  ) 


pourvu  que  l'on  suppose 


(33)^(î)=- 


(m-i)(5-x»)"«--»         1  (m-a)(«-2,)'"— »        *"        i.a.3...(m-a)       s-«. 


+TT^f'""(^')  +  -  — T^^^T-rTf""""H*.)  +etc.... 
1.9.0...  m  '        a    1.3.5... m (m+i) 

Or»  OD  tirera  de  l'équalion  (3s),  en  y  remplaçaot     s     par    4'(t)  » 

(54)       nmi=fim^+ ,,3..^.^  i;:;:;^); 

etj'on'  en  conclura 

(25)  ^ ((Tô) 

r rfr  ^'-oç..)    f        (<-t.)f(<) 

'^        ((r-r.))        "^  i.a.3...(m-i)  ^  ({f-^))[^(/)-'K^)]  * 

D'ailleurs,  ^{t)  étant  une  fonction  de  z  déreloppable  suivant  les  puissances  ascendante» 

de    z  —  z, ,  ^[^(()]     sera  en  général  une  fonction  développable  suivant  les  puissances 

ascendantes ,  non- seulement  de  la  différence    ^{t)  —  ^(U)  >    mais  encore  de     (  —  l . , 
On  aura  donc ,  en  vertu  de  Téquation  (9.) , 


(56)  .  dt 


('-'.)- 

r 


(C-^)) 


o» 


et  par  conséquent  la  formule  (35)  donnera 


((^-e.))  i.a.3...(m-i)  ^  ((/W.))[^;(0-  +  ('OI 

De  plus ,  £1  la  fonction     Y{t)     prend  une  valeur  finie  cl  diflcrenlc  de  zéro  pour     t:=  r,, 
on  pourra  en  dire  autant  du  rapport 

(58)  HO-'Kt.) 

^  t-t,       ' 


(  173  ) 
dont  les  logarithmes  réels  ou  imaginaires  seront  en  générai  des  fonctions  de     i    déve- 
loppables  suivant  les  puissances  ascendantes  de    t  —  I,  :     et  »  comme ,  en  désignant  par 
v(r)     un  de  ces  logarithmes  pris  dans  le  système  dont  la  base  est    e,     on  trouyera 

I 

on  aura ,  [ en  Tertu  de  Téquation  (a)]  > 

Cela  posé ,  la  formule  (Sy)  se  réduira  évidemment  à 

^'♦*^  /^^  ((^-^))    ^        ~  i.a.3...(m-i)    —<-"      {{t^x,))      ' 

c'est-à-dire  à  l'équation  (5o). 

Si  la  fonction  "^{l)  obtenait»  pour  l  =  lit  une  valeur  nulle  ou  infinie,  on 
pourrait  en  dire  autant  de  la  fraction  (38)  ;  et  Téquation  (3o)  cesserait  d*aYoir  lieu.  Con- 
cevons que,  dans  cette  même  hypothèse,  la  fraction 

fians  laquelle  fA  désigne  un  nombre  quelconque  »  obtienne  une  valeur  finie  difféVente 
de  2éro.  On  trou%cra,  en  désignant  par  v(l)  l'un  des  logarithmes  Népériens  réels 
on  imaginaires  de  la  fraction  (42)  »  et  en  ayant  égard  à  la  formule  {9)', 

Par  (uile,  U  formule  (S;)  donnera 


(  »74  ) 
T«He  est  réfuaiîott  qni ,  dans  rhjr^oihèse  admise»  derra  remplacer  la  formoie  (5o)« 

Supposons  à  présent  que ,  l'équation  (7)  ayanjt  plusieurs  racines  réelles  ou  imaginaires 
z, ,  r» ,  Zi ,  on  propose  de  transformer  le  résidu  intégral 

en  un  résidu  dans  lequel  le  signe    £    se  rapportée  la  variable    t .    Si  Téquation  («4) 

fournit  pour  chaque  valenr  de  z  une  seule  râleur  de  la  rariable  t ,  on  aura  évi- 
demment ,  en  vertu  de  la  formule  (5o) , 

(47)  l  ((/(«)  ))  =  l  ((/[+(0].no  )) . 

Si ,  au  contraire  »  m  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  l'équation  (s4)  fournil , 
pour  chaque  valeur  de  z,  m  valeurs  de  la  variable  l ,  on  aura  »  toujours  en  vertu 
de  la  formule  (So)  , 

(4«)  <{^  ((/(»)))  =  "»  <S((/[+(0]-nO  )). 

Il  réstrhe  d'ailleurs  de  la  formule  (45)  que  Téquation  (48)  s*étend  au  cas  même  où 
plusieurs  des  valeurs  de  t ,  tirées  de  l'équation  (s4)  »  deviendraient  ^ales  entre 
elles  pour  une  valeur  ^  Aq  z  propre  à  vérifier  la  formule  (7),  c'est^ii-dire,  au  cas 
où  l'équation 

(49)  +(0— Ç  =  o, 

résolue  par  rapport  à     t  »     aurait  des  racines  égales. 

Si,  h  fonction  /{*)    étant  donnée  par  l'équation  (16),  00  voulait  remplacer  la 
variable     z    par  la  variable    t,     non  dans  l'expression  (46) ,  mais  dans  la  suivante 

(50)  l{{f{*)))x,i*)' 

il  fàudrah  éWdeiomeiit  MbstUoer  à  féquation  (io)  ou  (48)  l'une  dei  deux  formules 

(S>)  l  ((f (*)  ))z(»)  =  l  ((tC4'(0].n«)  ))xiHt)) . 

(5»)         l  ((?(«)  ))x(»)  =m  C  ((îucoi-no  ))z[+(oi . 


(■75) 
Il  est  Lon  d'obierver  que ,  dam  lu  formules  (3o) ,  (4&)  ■  (4?)  >  6lc< . . . ,  la  lonction 


Pour  montrer  uns  «pplicatton  des   fermulei  obtentiet  dant  cet  article ,  suppottmi 
que  l'on  ait 


,55,  /(.,  =  ^f(iîi^)   , 


el  que ,     <  :=  s.     déiigaant  une  racine  de  l'équation   (7) ,  on  propose  de  transformer 
le  résidu 

«D  substituant  k  la  rariable  imaginaire    t    une  autre  variable  imaginaire     t    liée  Ii  la 
première  par  Téqualion  de  condition 


(i« 

m='- 

que  l'o 

>n  peut  écrire  comme  il  suit 

(S5) 

'='^^^^■ 

II  est  clair  que,  dans  cette  hypolbèso,  li  la  valeur  t,  de  la  variablo  s  corres- 
pondra une  aeule  râleur  l,  de  la  variable  t.  On  devra  donc  recourir,  ponr  la 
Iransformalion  du  résidu  (aS) ,  i  h  Formule  (So).  D'ailleurs ,  on  tirera  de  l'équation  (34) 

t\  par  conséquent 

Cela  posé,  on  conclura  de  la  formule  (5o),  en  y  lempbcanl     -^'(i)     ]ior    —, 

^581  r     '-'.       '    .lt+^\r^\_.     I     f     '-.'i_AO_ 


(  176  ) 

L'équation  (58),  combinée  avec  l'équation  (53)  de  la  page  (io4)»  conduit,  comme 
nous  le  montrerons  plus  tard ,  h  des  résultats  dignes  de  remarque. 

.On  pourrait  encore»  à  Taide  des  principes  ci -dessus  établis  »  opérer  un  cbangement 
de  variable  indépendante  dans  un  résidu  pris  entre  des  limites  données.  Seulement 
les    limites  placées  à  droite  et  à  gauche  du    signe      C   '  ^^^  ^^  nouveau  résidu ,  ne 

seraient  plus  celles  de  la  nouvelle  rariable  t,  et  du  coefficient  de  \/TT  dans  la 
même  variable.  C'est  au  reste  ce  que  nous  expliquerons  avec  plus  de  détail  dans  un 
autre  article. 


4HB# 


SUR  LES  DIVERS  ORDRES  DE  CONTACT 


DES  LIGNES  ET  DES  SURFACES. 


L'illustre  auteur  de  la  mécanique  analytique  a  étabG  sur  de  nouvelles  bases  la  théorie  du 
coQtact  des  lignes  et  des  surfaces.  Il  a  fait  roir  que,  si  deux  courbes  planes,  représentées 
par  deux  équations  entre  des  coordonnées  rectangulaires  x^y»  renferment  un  même 
point  {P)»  pour  lequel  les  dérivées  de  Tordonnée  y  prises  par  rapport  à  x^  de- 
puis la  dérivée  du  premier  ordre  jusqu'à  la  dérivée  de  l'ordre  n ,  ne  changent  pas  de  va« 
leurs,  quand'on  substitue  la  seconde  courbe  à  la  première,  une  troisième  courbe  ne  pourra 
passer  entre  les  deux  autres ,  è  moins  que  les  quantités  7'  >  /^  •  •  7^"^  >  relatives  à  la 
trobîëme  courbe ,  ne  reprennent ,  pour  le  point  (P) ,  les  valeurs  déjà  calculées.  Donc, 
si  cette  condition  n'est  pas  remplie^  les  deux  premières  courbes  seront  plus  rapprochées 
Time  de  l'autre  que  la  troisième.  Telles  sont  les  considérations  que  I^agrange  emploie 
poor  donner  une  idée  Ae  ce  rapprochement  des  courbes  que  l'on  nomme  communé- 
ment contact  ou  osculation ,  et  que  la  manière  ordinaire  de  concevoir  le  calcul  diiléren- 
tiel  faisait  regarder  comme  une  coïncidence  plus  ou  moins  rigoureuse ,  plus  ou  moins 
étendue,  quoique,  à  proprement  parler,  comme  l'observe  cet  auteur,  la  comcid^ice 
de  deox  courbes  tangentes  ne  s'étende  pas  au-delà  du  point  de  contact.  Dans  la  théorie 
de  Lagrange,  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  planes  n'est  autre  chose  que  le 
nombre    n ,    c'est-à-dire  ^  le  nombre  de^  teiimes  jauccessifs  de  la  sérip 


(0  y'^y'fy 


•  •  •  j  ^ 


qui  conservent  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact ,  lorsqu'on  substitue  la 
conde  courbe  à  la  première.  Ajoutons  que  l'auteur  étend  cette  théorie  non-seulement 
ans  courbes  à  double  courbure ,  mais  encore  aux  surfaces  courbes.  Il  mesure  Tordre 
de  contact  de  deux  courbes  à  double  courbure ,  représentées  comme  par  deux  équa- 
tions entre  trois  coordonnées  rectangulaires  x,y,  z,  à  l'aide  du  nombre  des  termes 
successifs  qui^  dans  chacune  des  séries  . 

(0  /.  j''  7'"'  '•" 


(»)  %',  z',  z' 


Jff 

•  .  .  .   , 
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conservent  les  mdmes  valeurs ,  relallres  au  point  de  contact ,  lorsqu'on  substitue  ta  se- 
conde courbe  k  ht  première;  et  il  en  conclut  que ,  si  deux  coudies  tracées  dans  l'espace 
ont  entre  elles  un  contact  de  Tordre  n,  une  troisième  ne  pourra  passer  entre  elles, 
sans  avoir  avec  ces  mêmes  courbes  un  contact  de  Tordre  n  ou  d*un  ordre  plu» 
élevé.  Pareillement ,  il  mesure  Tocdre.  da  contact  de  deujL  surfaces  courbes  dont  cha- 
cune est  représentée  par  une  seure  équation  ehlre  trois  coordonnées  rectangulaires 
x,y,  s,  à  l'aide  du  nombre  équivalent  à  Tordre  des  dérivées  partielles  de  z  qui 
forment  les  derniers  termes  dé  la  suîle 


(8) 


dJi       dx  ^  d^%        d^^t,       d*9  ^    d^t  d'r  d^t         d^t. 

dâ*  Ji*  rfï\-  dAdy'   ày^   '    dx^   '   dx^dx  '  dxdjf^  *  'dp' 


p  etc**»»- 


etk  supposant  que  Ton  arcâte  cette  suite  à  Tinstant  m£me  où  Ton  rencontre  uh'  ordre  de 
iéfhée^  ^  ne  coosecvent  pa&  toutes,  tes  mêmes  valeurs  »  relatives  au  point  de  contact, 
q^awl  oni  substitue  Tune  des^  sur^Kce^k  Tautre;  puis  il  attribue  au  contact  de  Tordre 
ffs ,  eetro  deux  sarfaces  données;,  ce  principal  caractère  qu'une  troisième  aHcface  ne 
pNMiJ^  pa^MT  entre  les  deux*  premières  ^  san$  avoir  avec  elles  un  contact  da  même  ordre, 
ou  d'u».  ond^O;  plus*  élAvé* 

Quoique  ht  lèéorie  que  nous  venons  de  rappeler  'ait  Tavantage  de  présenter  gékiéra  • 
fement  nne  idée  assez  nette  du  contact  de  deux  courbes  planes,  elle  paraît  laisser 
encore ,  sous  le  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  précision  »  quelque  chose  à  désirer. 
O'abordt-  elte  lait  entrer»  dans  Iti  définition  de  Tordre  de  contact  de  deux  courbes  oa 
surfaces  courbes ,  Tindication  ètx  système  do*  coordonnées  que  Ton  emploie ,  tanAs 
qu*en  réalité  cet  ordre  dépend  uniquement  de  la  nature  des  deux  courbes  ou  des  deux 
surfhces.  Lorsqu'on  adopte  cette  même  théorie  »  le  rapprochement  plus  on  moins  con- 
sidérable de  deux  courbes  qui  se  touchent  est  mesuré  par  l'intervalle  qui  s^are  deux 
points  situés  sur  ces  deux  courbes  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  mais  à  des 
distances  do  ce  point  inégales  entre  elles ,  et  dent  le  rapport  varie  avec  la  direction 
des  axes  coordonnés.  De  plus ,  quand  il  s'agit  de  courbes  à  double  courbure ,  on  ne  voit 
pat  bien  dattemeat  oe  fu'oa.  doit  entendre  par  nnO'  ooorbe  qai  passe  ou  ae  passe  pas 
QQtce  deux  antres^  Une  dîifioulié  dn  nèe^a  geiure  existe  à  Tégardr  d^  suifaeea  courbes. 
Venir  Ih  faire  mieusfc  compsendre ,  eonsidérona  lee  doux  surfaces  du  trossièHus  degré 
vepcéseolées  par  loe  deux  Apitionsi 

(4)  z  =  —  x^—y*,  (5)  nz^^^+y^. 

Ces  deux  surfaces  qui  se  touchent  K  Torigine ,  où'  elles  ont  entre  elles  un  contact  du 
troisième  ordre ,  en  offriront  un  du  premier  ordre  seulement  avec  la  surface  cylindrique 
représentée  par  Téquation 


Donc ,  en  rertu  <!es  principes  ci-dessus  mentionnés ,  la  sorfat^  cyFîndrique  ne  sânrait 
passer  entre  les  deux  autres.  C*est  pourtant  ce  qui  arrivera ,  du  moins  pour  la  portion 
de  la  surface  cylindrique  qui  sera  très -voisine  dé  l'axe  des  y^  et,  en  particulier, 
pour  les  points  situés  sur  cet  axe.  Car  ces  points  seront  compris  entre  les  courlies  sui* 
vanl  lesquelles  les  surfaces  (4)  et  (5)  se  trouvent  coupées  par  le  plan  des  y,«, 
c'est-à-dire ,  entre  les  deux  courbes  renfermées  dans  le  plan  des  y»z  et  déterminées 
par  les  équations 

kl)  «  =  -^J^  (8)  *=;y*. 

Enfin,  la  comparaison  des  valeurs  que  fournissent  deux  courbes  ou  deux# surfaces  tan- 
gentes Tune  à  Tautre  pourries  différents  tcfrmes  des  séries  (i),  (s)  ou  (3),  ne  sorifit 
plus  à  la  détermination  de  Tordre  du  contact,  lorsque  Fangle  formé  par  la  tangente 
commune  aux  deux  courbes  avec  Taxe  des  a;,  ou  par  le  plan  tangent  commun  aux 
deux  surfaces  avec  le  plan  des  a;, 7,  est  précisément  un  angle  droit.  Concevons, 
par  exemple ,  que  Ton  veuille  comparer  deux  à  deux  les  trois  courbes  représentées  pat* 
les  équations 

(9)  «=y*.  t«o)         ^—y^^  (il)         «=y*- 

Ces  trois  o<nirbes  qui  'se  ioucbSDt,  et  dont  Ja  Itagenie  ceniBMine  ooîotide  avec  r«xe 
des  y,  fourniront,  pmir  les  dépinées  stiocessives  de  rordotmée  y^  Ata  vdleurs  qui 
deviendront  toutes  infinies  quand  on  supposera  ce  2=0.  Cependant  le  centaot'dela 
première  courbe  arec  'chacune  des  deux  autres  sera  «euleméot  ^u  premtor  ot4re  ^  ol 
le  contact  des  deux  dernières  sera  seulement  «du  Iroiéième  ordre. 

Les  difficultés  que  tious  venons  d'indiquer  disparaissent,  lorsque,  potir  établir  la 
théorie  du  contact  des  courbes  et  des  surfaces ,  on  .a  recours  aux  principes  que  nous 

allons  exposer. 

<  .  •  • 

D'abord  on  définit  aisément  la  tangente. à  une  courbe,  en  la  considérant  comme  la 
droite  de  laquelle  s'approche  do*  plus  en  plus  une  sécante ,  qui  coupe  là  courbe  en  deux 
points^  tandis  que  l'un  de  ces  points  demeure  fixe  et  que  l'autre  s'approche  indéfiniment 
do  premier.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  prouver  qu'en  général  les  tangentes  menées  par 
un  point  d'une  surface  courbe  à  difl!*érentes  courbes  tracées  sur  cette  surface  sont  com- 
prises dans  un  même  plan ,  et  l'on  établit  ainsi  l'existence  de  ce  qu'on  appelle  le  plan 
tangent  à  une  surface  courbe.  Enfin ,  on  dit  que  deux  courbes  'OU  deux  sorfacefe  eourbei 
sa  touchent  en  un  point  donné j  quand  eUci  ont  «n '4e  point  Jk  «nnôme  tangenle  (Ni  le 
loi^aie  plan  tangent 


(  i8o  ) 

Cela  posé ,  considérons  deux  coarbes  planes  on  à  double  courbure  qui  se  touchent  en 
un  certain  point.  Si  de  ce  point  comme  centre  »  et  avec  un  rayon  infiniment  petit  désigné  par 
i,  on  décrit  une  sphère ,  la  surface  de  la  sphère  coupera  les  deux  courbes  en  deux  nouveax 
points  très-Toisins  l'un  deJ'autre»  et  le  rapprochement  plus  ou  moins  considérable  des 
deux  courbes  »  à  la  distance  i  da  point  de  contact ,  aura  éyidemmcnt  pour  mesure 
la  longueur  infiniment  petite  comprise  entre  les  deux  points  dont  il  s*agit»  ou»  ce  qui 
revient  au  même ,  la  corde  de  l'arc  de  grand  cercle  renfermé  entre  les  deux  courbes. 
Ajoutons  que  les  rayons  menés  aux  extrémités  de  cet  arc  seront  dirigés  suivant  des 
droites  qui  formeront  des  angles  très -petits  avec  la  tangente  commune  aux  deux  courbes; 
d'od  il  résulte  que  Tangle  compris  entre  ces  rayons  sera  lui-même  une  quantité  très- 
petite.  Soit  e»  ce  dernier  angle.  L*arc  de  grand  cercle  compris  entre  les  deux  courbes 
aura  pour  mesure  le  produit 

(ta)  i^r 

et  la  corde  de  cet  arc  sera  équivalente  à 

(i5)  assm  —  . 

a. 

Si  les  deux  courbes  changent  de  forme  de  telle  manière  que ,  se  touchant  toujours  au 
point  donné  »  elles  se  rapprochent  davantage  l'une  de  l'autre  dans  le  voisinage  de  ee 
point,  les  valeurs  de  Texpression  (i3) ,  correspondantes  à  de  très-petites  valeurs  de  i, 
diminueront  nécessairement;  ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  i  représentée  par  w 
diminuera  ellenadéme.  Si ,  au  contraire ,  en  vertu  du  changement  de  forme ,  le  rappro- 
chement des  deux  courbes  devient  moindre»  les  valeurs  de  oi  correspondantes  à  de 
très-petites  valeurs  de  i  croîtront  nécessairement.  On  peut  donc  a£Qrmer  que ,  dans 
le  voisinage  du  point  de  contact ,  h  rapprochement  de»  deux  courbée  sera  plus  ou  nwifis 
considérable,  et  leur  contact  plus  ou  moins  intime,  suivant  que  les  valeurs  de  u, 
correspondantes  à  de  très-petites  valeurs  de  i,  seront  plus  ou  moins  grandes.  De 
ce  principe  joint  au  théorème  i.*'  *de  la  page  i^6,  on  déduira  immédiatement  la  pro- 
position suivante. 

i.**  TnioEâiiE.  Si  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donné  {P) ,  ^t  que  ton 
marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points  (Q)  »  {B)  situés  à  la  distance  infiniment 
petite  i  du  point  de  contact ,  le  rapprochement  entre  les  deux  courbes ,  dans  te  voisi- 
nage de  ce  point ,  sera  d'autant  plus  considérable ,  que  Cordrt  de  la  quantité  infini-- 
ment  petite     o ,     destinée  à  représenter  Cangle  compris'  entre  les  rayons  vecteurs 

PQ,  PB,    sera  plus  élevé. 

'^  Démonstration.  En  efiet ,  si  la  forme  des  deux  courbes  ou  de  Tune  d'entre  elles 
vient  à  changer»  de  manière  que  l'ordre  de  la  quantité  infiniment  petite    »    s'élève» 


(  i8*  ) 

la  vakar  oumérique  de  »,  dans  le  yoisinage  da  point  de  contact  diminaera,  en 
verla  du  théorème  i.*'  de  la  page  i46,  el  par  iuite  le  rapprochement  entre  les  deux 
courbes  deviendra  plus  grand  qu'il  n'ékoit  d'abord. 

Le  théorème  i.*'  étant  démontré»  il  est  naturel  de  prendre  Tordre  de  la  quantité 

infiniment  petite   »  »     considérée  comme  fonction  de  la  base    i ,  pour  indiquer  ce  qu'on 

peut  appeler  Tordre  de  contact  des*deux  courbes  proposées.  Soit  a  cet  ordre.  Puisque 
le  rapport 


sin-^tt» 


B 
—  W 


a  Tanité  pour  limite  »  le  produit 


—  =  a  sin  — 


lera  encore  une  quantité  infiniment  petite  de  Tordre  a,  tandis  que  les  expressions 
(12)  ei  (i3)  seront»  en  yertu  du  théorème  3  de  la  page  i48»  des  quantités  infiniment 
petites  d.^  Tordre    a^i.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suirante. 

t.*  THicn&ME.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donné  (P)  »  Fordre 
du  contact  csS  infirieur  d^une  unité  à  Perdre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  re- 
présente  la  distance  entre  deux  points  (Q)  »  {R)  situés  sur  les  deux  courbes,  éga- 
lement éloignés  du  point  de  contact,  et  dont  ta  distance  à  ce  point  est  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre^ 


11  importe  d'observer  que  la  droite  Q R  menée  du  point  ( Q )  au  point  {R) , 
étant  la  base  d'un  triangle  isocèle»  et  opposée»  dans  ce  triangle  »  au  très-petit  angle    w» 

sera  sensiblement  perpendiculaire  aux  rayons  vecteurs  PQ,  PR,  et  par  suite  à  la 
tangente  commune  aux  deux  courbes.  Ajoutons  que  la  surface  du  triangle  PQR  sera  » 
d'après  un  théorème  connu  de  trigonométrie  »  équivalente  au  produit  des  côtés  égaux 

PQ,  PR    par  le  sinus  de  Tangle  compris  entre  eux»  c'est-à-dire  »  à  l'expression 

(x4}  — f'sintt»^ 

et  par  conséquent  à  une  quantité  infiniment  petite  »  dont  Tordre  a  -f-  >  surpassera 
de  deux  unités  Tordre  du  contact  des  deux  courbes. 

Considérons  à  présent  le  cas  particulier  oti  les  courbes  données  se  réduisent  à  deux 
courbes  planes  comprises  dans-  le  plan  des  x,yi  et  concevons  que  »  par  les  points 
(Q)  »  {R),    situés  sur  ces  deux  courbes  è  des  distances  égales  »  et  infiniment  petites ^  du 


^oifit  de  eoatàct,  on  idène^ttt  Arôites  parattèléB  dont cboeane forme  a^ec  la  tangente 
tofmnnne'an  angle  fini  9.  Be  ces  decet  fmraltèAes ,  Tune  se  troayera  plus  rapprochée 
que  l'aulre  du  point  de  contact.  Supposons»  'pour  fixer  les  idées,  .qne  ce  soit  la  droil^ 
;iHenée  ,par  le  point     {Q)    pris «ur  la  première  courbe,  et  que  cette  droite  coupe  la 

seconde  courbe  «n  (5),  Dans  leltriangle  QRS,  4e  côté  ItS^  sensiblement  parallèle 
è  'la  ^lÉngenie  ctaimone ,  puisqu'il  représentera  une  corde  -dont  les'estfémités  niUiées  sur 
la  seconde  courbe  seront  très-yoisines  du  point  de  contact  »  formera  évidemment  avec 

les  côtés  QRt  QS,  des  angles  finis»  dont  le  premier  différera  très-peu  d'un  angle 
droit,  et  le  second  de  l'angle  i.  On  aura  donc,  en  désignant  toar  /  et  /  dei 
quantités  infiniment  petites , 


_"'(t+0^  Mi+') 


(i5)  QS=      .   :.     y/  QIt=      :'      ,'   *  «csin-. 

t)o  plus ,  comme  le  rapport  entre  la  {Perpendiculaire  abaissée  do  point  (  P)  êxn  tt 
droite     QS  f    ou  sur  son  prolongement,  et  le  rayon  yecleur    P'Q  =  î     se»  i   sfusi- 

blcmçnt  égal  à     cos  ( — — -^  j  =sin  ^,     cette  perpendiculaire  pourra  et  *.    ^présentée 

•par  un  pei^dint'de  la  4braie 

(i'6)  ê(sTû»itO» 

dbf  désignant  encore  une  quantité  infiniment  petite.  Gela  posé,  ndri. étions  que,  kl 
deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact  de  rt>rdr«  a  ,  l'on  considère  le  rayon  rec- 
teur i  comme  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Il  est  clair  que  l'expression  (i6)  sera 
encore  un  infiniment  petit  du  premier  ordre ,  tandis  que  l'expression  (  1 5)  sera  de  l'ordre 
a-f~  !•  Ajoutons  que  l'ordre  de  cette  dernière  ne  yariera  pas  [yoyez  le  3.*  cor<^Uaire 
du  théorème  4  de  la  page  i48]  si  l'on  prend  pour  base  l'expression  (i(>) ,  on  une  quantité 
tellô  que  l'expression  (i6)  reste  infiniment  petite  du  premier  ordre.  Ccâ  remarques  snP 
fisent  pour  établir  un  nouyeau  théorème  que  nous  allons  énoncer, 

5.*  TnioRÊXE.  U ordre  de  contact  de  deux  courbes  planes  qui  se  tonchcnt  en  un  point 
donné  (P  )  est  inférieur  d^une  unité  à  C  ordre  de  la  distance  infiniment  petite  comprist 
entre  les  points  {Q)f{S),  ou  les  deux  courbes  sont  rencontrées  par  une  sécante 
tfui  forme  un  éngle  fini  et  êensibbmenS  différent  de  tér0  avec  la  tangente  communs^ 
dans  tout  système  oii  ta  distance  du  pùinsde  umUutà  ta  sécante  dont  il  s*agit  esS  un 
sufimisnênt  ^petit  d»  premier' ordre» 

Si  les  deux  courbes  sont  représentées  par  deux  équations  entre  des  coordonnées  rec- 
langulalres    a; ,  7  >    et  si  la  tangente  commune  n*est  pas  parallèle  à  Taxe  dès    y,    a)ors, 


eu  suffomnt  1q  séeaaie  jmrattèle  èi  ce  auSme  axe ,.  oDt^  déduira*  dû)  d^rèMA*  &  la  pro^ 
posîtioiii  auifsan^  : 

4.*  THioBKME.  Pour  obtenir  Cordre  de  contact  de  deux  courbes  planes  qui  se  touchent 
en  un  point  ou  la  tangente  commune  n'est  pas'paraUèle  à  Caxc  des  y,  il  suffis  dts 
mener  une  ordonnée  très-voisine  du  point  de  contact,  et  de  chercher  le  nombre  qui 
rep^fésemêe.  dmdra  ée^  ta  portion  infiniment  petite  dJordassnée  cemprieù  entatû  Us.  detm 
courbes ,  dans  le  cas  ou  l'on  considère  la  distance  du  point  de  contact  à  Vombmsièe. 
comme  infiniment  petite  du  premier  ordre.  Ce,  ntmibre ,, diminué  d^une  unité,  indi^uù 
Cordre  de  contact. 

Corollaire  i.**  Soient 

{17)  j^=/(^).      y=F{^) 

les  équations  des  deux  courbes  planes.  Elles  auront  nn  point  correspondant  à  une  va- 
leur donnée  de  x,  et  en  ce  point  une  tangente  commune,  Mb  parallèle  il-  l^axe 
des  jr  »  si  y  pour  la  valeur  donnée  de  x,  les  équations  des  deux  courbes  fournissent 
des  Takaw  égalée  et  finies  s  ■oo-seulcmenC:  du-  l'ordonnée  y ,  oaais  encore  de  sa  dé^ 
rivée    y',    eo.  aorte  que  les  éqEealiens» 

(18)  f{x):=^F{œ). 
et 

(19)  r{x)^F\x) 

soient  vérifiées,  et  que  les  deux  membres  de>  ehecime  d^eUeseonserveiit  éa»  vefeurS'S^ 
nies.  Dans  cette  hypothèse  »  la  différence 

(.0)  F{x)^f{x), 

« 

qui  s'évanouira  pour  Is^  vatoov  de  es  rabuive  a»  poinCi  contiiiiiii ,  derie&dr a  infinifenent 
petite  quand  x  recevra  un  accroissement  infiniment  petit  ;  et ,  si  Ton  considère  cet 
accroissement  comme  étaal  diApaernief  ordr^.  Tordre  4^  là  f^uaalilé  infiniment  petite 
qui  représentera  la  nouvelle  valeur  de  J^  (»)  —  f{x) ,  surpassera  d'une  unité  Tordre 
de  contact  des  deux  courbes. 

Corollaire  s.*  Si  les  deux  courfafs  Sf  touchent  qb  on  point  de  Taxe  des  y,  mais 
»ans  avoir  cet  axe  pour  tangente  commune,  il  sufiira ,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 
pour  déterminer  Tordre  du  contact ,  de  chercher  le  nçi^re  qpx.  indîqjaere  Tordae  d% 
la  différence 

F{x)^/{x), 


(184) 
en  eonsidituii  Tabscisse    x    comme  tme  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre , 
et  de  diminuer  ce  nombre  d'une  unité.  En  opérant  ainsi ,  on  reconnaîtra  que  les  para- 
boles 


(ai)  J^  =  »S        y  =  x 


3 
» 


ont  à  l'origine  des  coordonnées  un  contact  du  premier  ordre ,  tandis  qu'au  même  poiot 
les  deux  courbes 


K  +  S 


auront  un  contact  de  l'ordre    n ,    et  les  deux  courbes 

i  i 

(23)  jr=zx\        J  =  x^ 

un  contact  de  l'ordre    —-.—»•  i  =  —  ^ 

4  4 

Corollaire  3.*  Supposons  que  les  courbes  (17)  aient  un  point  commun  correspon- 
dant à  l'abscisse  x  ,  et  en  ce  point  une  tangente,  commune  non  parallèle  à  Taxe  des 
y ,  avec  un  contact  de  Tordre  a .  Soit  d'ailleurs  n  le  nombre  entier  égal  ou  im- 
médiatement supérieur  à    a.     La  différence 

(ao)  F{x)—f{x) 

sera  nulle  ;  et ,  si  Ton  désigne  par    i    un  accroissement  infiniment  petit  du  premier 
ordre  »  attribué  à  l'abscisse    x ,    l'expression 

(34)  F(x  +  i)^f{x  +  i) 

sera  [en  rertu  du  corollaire  1.^]  un  infiniment  petit  de  Tordre    a-4- 1-     Or,  les  dé- 
rivées de  cette  expression  par  rapport  à    {    étant  respectivement 

/5"(a5  +  f)--/'(«  +  f),         F>  +  f)— /'(«  +  e),etc-..., 
il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  [pages  i45  et  i46]  qqe 

sera  la  première  des  expressions 

ji[x  +  i)—f{x  +  i).  F\x  +  i)^f\x  +  i)\  F'(x  +  i)-f%x  +  i),  Ole.,... 


(  »8S  ) 
qui  cessera  de  s'évanouir  arec    «•     En  d'anlres  termes, 

sera  la  première  des  diifêrénces 

■  F(x)  — /(œ) ,     F'(x)  —/'H  ,     /"'(x)  — /'(x) ,  etc....  , 

•  *  » 

qui  obtiendra  une  valeur  différente  de  zéro*  On  aura  doiïc  pour  le  point 'commun 


1 1 


(î5)    F  (x)  ==  /(«) .  F'{x)  =  f'{x) ,  F'{x)  =  f'{x) ,...  Fi'>{x)=  f<'\x) . 

Par  conséquent  j  lorsque  deux  courbes  planes  se  touchent  en  un  point  où  la  tangente 
commune  n'est  pas  parallèle  à  Taxe  des  y,  non^seuleroent  pour  Je  point  dont  il  Vagit 
Tordonnée  y  et  sa  dérirée  y  ne  changent  pas  de  .yaleurs  dans  le^pas^age  de  la 
prezaiëre  courbe  à  la  seconde ,  mais  il  en  est  encore  de  même  des  dérivées  successives 
j',y..«. ,  jusqu'à  celle  dont  Tordre  coïncide  avec  le  nombre  entier  égal  ou  immé- 
diatement supérieur  à  Tordre  du  contact. 

Corollaire  4**  Si»  les  deux  courbes  ayant  un  conta<;t  de  Tordre  a,  la  tangente 
commune  devenait  parallèle  à  Taxe  des  y ,  alors ,  en  attribuant  à  Tabscisse  du  poipt 
ie  contact  un  accroissement  infiniment  petit  du  premier  ordre ,  on  ne  trouverait  pas 
généralement  pour  la  valeur  correspondante  de  la  difTérence  /^  (œ)  — -  y*(a;)  un  infini- 
ment petit  de  Tordre  a  4- 1  •  Néanmoins  on  pourrait  encore  dét.erminer  Tordre  du 
contact  par  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage»  pourvu  que  Ton  substituit  la  va-» 
riable  j  à  la  variable  x  p  et  réciproquement^  Ainsi  »  par  exemple  ».  pour  montrer 
que  les  deux  courbes 

(26)  j^  =  »,        j^  =  »\ 

qui  touchent  à  Torigine  dé  Taxe  des    y ,    ont  en  ce  point  un  contact  de  Tordre   -^  » 

I  il  suffira  d'observer  que  leurs . équations ,  résolues  par  rapport  à    x,^  prennent  les 

formes 

i  .     i 

x=y  ,         âî=jr  , 
4        • 

et  que  la  différeikce    y  —7    est  un  mfiniment  petit  de  Tordre 


>        t*  \I        K  »   X 


.        «  •  »       f  • 


^        *  ■  4 


quand  on  considère    y    comme  un  infiniment  petit  du  premier  prdrot  Quant  à  la  dif- 
férence   F{x)  — f{x) ,    elle  se  réduit,  dans  cet  exemple;  h  '  , 

a6 


(  i86  ) 


9  5 

ï  4 

X  —a?  ; 


cl  lorsque  Ton  considère    œ    comme  un  infiniment  petit  da  premier  ordre ,  elte  est  nne 
quantité  infiniment  petite»  non  plus  de  Tordre    ~  »    mais  de  Tordre  —    seulement. 

Corollaire  5.*  Lorsque  la  tangente  commune  n'est  pas  parallèle  à  Taxe  des  j»  et 
que  Tordre  do  .Contact  .est  ua  nombre  eoiier,  il  suffit^  pour  déterminer  cet  ordre,  de 
chercher  quelle  est  la  dernière  des  équations 

(97)  f{x)=iF{x),    /'{x)=zF'{x),    /'(a;)  =  F»  .  elc 

■ 

•  

qui  se  irouve  rérifiée  par  Tabscisse  du  point  de  contacl.  L'ordre  des  dérÎTées  com- 
prises  dans  cette  dbrnière  équation  sera  précisément  le  nombre  demandé. 

Passons  maintenant  au  cas  ^^ral  ob  Ton  considère  .deux  courbes  à  double  courbure 
qui  se  touchent  en  un  point  (P).  Soient  toujours  (Q)  »  (  A  )  deux  points  situés  sur 
ces  courbes  à  des  distances  égales  et  infiniment  petites  du  point  de  contact.  Soient  encore 
•  là  valeur  commime  de  ces' distances,  *>  Tangle  très-petit  qu'elles  forment  entre 
elles  ;  et  supposons  que  Ton  projette  les  deux  courbes  »  avec  le  triangle  PQR ,  sur  on 
plan  qui  de  Soit  pas  sensiblement  perpendiculaire  au  plan  de  ce  triangle.  Les  deux  courbes 
projetées' auront  évidemment  là  même  tangente  »  ou»  en  d'autres  termes,  seront  tan- 
gentei  Tune' h  l'autre.  Désignons  par  {p)  ,  {q) ,  (r)  les  projections  des  trois  points 
[P),  {(^) ,  {B)    par    i    l^anglo compris  en tre  les  plans  des  triangles    PQR,  pqr, 

.  .  MBMM^a.  ^VB^MlMB  ■VHaasa^ 

et  par   *?,x»^    i^^  angles'que  les  droites    PQ»  PB,  QR    forment  respectivement 
avec  Içurs  projections    pg $  pr,  ^r.     On  aura 


(28)  I 

qrzzzQR  cosif '==  3 1  sîn  — ' .  cos  ^^  • 

D'ailleurs ,  on  prouve  facilement  que  la  projection  de  la  surface  dCun  triangle  sur  un 
plan  quelconque  est  équivalente  à  cette  surface' multipliée  par  le  cosinus  de  langk 
aigu  compris  entre  le  plan  du  triangle  etj^:  pt^^.  sur  ^Uquel.on  pwfffiêp^^  oti',  ee  qui 
revient  au  même,  par  le  cosinus  de  C angle  aigu  compris  entre  des  droites  perpen- 
diculaires aux  deux  plans  dont  il  s*qgU. -Pone-la  ;surface  du  triangle  pqr  aura  pour 
mesure  le  produit 

(«9)  —  *'i?ijQ/?t;fiOS^  :f=  f 'fiîfl^ —  «•  COS  —  0*.  C0S<^  r 


(  >«7  ) 
Cl  le  ftinos  de  Tangle    pqr    sera  équivalent  au  quotienl  qn*on  obtient  en  dir isant  le 
double  de  cette  surface  par  le  produit    pq  X  f  ^>     c'esl-è- dire  »  à  la  fraclton 

cos-«>»eos9 
(5o)  ■    , —  • 


Donc  le  produit  de  ce  cosinus  par  la  droite    pf ,     ou  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point    (p)     sur  la  droite    fr»    sera  représenté  par 

C08i-o».COS^  '   ' 

(5i) 


0084» 

.'    ,   5 

Or»  la  valeur  de  Tangle    ^    étant  très-petite,  et  celles  des  angles     f  «  x^  ^    iXtjA  sen«- 

•  *  r  t 

««biement  dUE&rentes  de   —  »   les  quantités 

COS — »,      COSa,      COSç,      CÎOS;^,     .COS^J» 

auront  des  valeurs  sensibles.  Gela  posé,  il  suffira  de  jeter  les  yeu^c  sur  les  formules  (aS) 

et  sur  Texpression  (3 1  )  pour  reconnaître ,  i  /  que  la  distance  qr  est ,  dans  Thypo- 
ihise  admise ,  une  quantité  infiniment  petite  de  To/dre    a  +  >  »    ^^  qi)r^elle  fontae  avec 

la  distance    pq        un  angle    pqr     sensiblement  di0S&rent  de  aéro;  a.*  que  la  dis* 

tance  qr  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Observons  encore  que  la  tan- 
|i;eate  oonunune  aux  deux  courbes  prD)elées ,  se  confondant  à  très-peu  près  avec  la 

droite  p  q ,  formera  elle-même  avec  la  sécante  qr  un  angle  fini  et  sensible.  Donc 
[en  vertu  du  théorème  3.*]  lu  courbes  projeliei  auront  entre  elles ,  ainsi  que  Us  courbes 
proposées ,  un  contact  de  C ordre    a  • 

Si  le  plan  du  triangle    pqr    devenait  sensiblement  perpendiioulaire  au  plan  du  triangle 

PQB9  mais  en  continuant  de  former  un  angle  sensible  avec  les  côtés  PC,  Pi?, 
et  par  conséquent  avec  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  données ,  le  contact 
entre  les  deux  courbes  projetées  ne  pourrait  être  que  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  au 

nombre    a.     Alors,  en  effet,  les  distances    pq^pr    seraient  encore  des  quantités 

iafinimcat  ^petites  èa  premier  ordre ,  tandUs  ■  que  la  dailanee  q  r  serait  infiniment  pe- 
tite de  Tordre  a  -f- 1 ,  on  d*un  ordre  supérieur.'  Or ,  imaginons  que ,  dans  cette  nou-^ 
Telle  hypothèse ,  une  sphère  soit  décrite  du  point    (p  )    comme  centre  avec  un  rayon 

égal  h    pq,    et  que  cette  sphère  coupe  la  seconde  des  deuxicouri^es  profetéea  en    (s). 


(  i8«  ) 


SI  Ton  joÎQt  le  point  {s)  atec  les  potals  (7)  et  (r)  »  la  droite  r«  sera  sensible- 
ment parallèle  à  la  tangente  commune  aux  deux  oourbes  projetées  »  puisque  ses  extré^ 
mités  seront   situées  sur  Tune  de  ces  courbes  à  des  distances  infiniment  petites   du 

point  (p).  Au  contraire ,  la  droite  q  r^  ou  »  en  d'autres  termes  »  la  base  du  triangle 
isocèle    pqs,    sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  même  tangente.  Donc  le  triangle 

qra    sera  sensiblement  rectangle  en     {$) ,    et  par  suite  la  longueur    q  s ,    sensiblement 

égale  ail  produit  qêcos^rqa),  sera,  ainsi  que  la  longueur  qr,  un  infiniment 
petit  de  l'ordre  a  + 1  #  ou  d'un  ordce  supérieur*  Donc ,  en  vertu  du  théorème  s  » 
l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  projetées  sera  nécessairement  égal  où  supérieur  au 

nombre    a. 

«  •   ~ 

Concevons  à  présent  que»  tous  les  points  do  Tespace  étant  rapportés  à  trois  axes 
coordonnés  des  0,^  et  :;,  on  projette  successivement  les  deux  courbes  données  sur 
le  plan  des  Xiy,  et  sur  le  plan  des  x,  z.  Supposons  d'ailleurs  que  l'angle  com- 
pris entre  l'axe  des  x  et  la  tangente  commune  aqx  deux  courbes  diffère  sensiblement 
d'un  angle  droit.  Cette  tangente  ne  pourra  être  sensiblement  perpendiculaire  ni  au  plan 
des  x  ,y,  ni  au  plan  des  x,  z^  attendu  que  l'un  et  Taulre  passent  par  l'axe  des 
X.  De  plus  9  ces  derniers  plans  ne  pourront  être,  tous  les  deux  à-la-fois ,  sensiblement 
perpendiculaires  au  plan  du  triangle  PQR.  Car,  Jans  ce  cas,  leur  ligne  d'inter- 
section, c'^est-à -dire   l'axe    des     x,     formerait  nécessairement  un  angle  très-peu  dif- 

feront  4ç:  —   ajveç  les  droites    PQ,  PR    coinprises  dans  lé  plan     PQR^    et  par 

* 

consé(|u«at  avec  1«  tangente  commune  aux  deux  courbes.  Cela  posé,  il  résulte  des  prin- 
cipes.ciidessus  éMblis  que,  dans  l'hypothèse adoiise ,  le  contact  des.deux. courbes  pro- 
'  jetées ,  1  .<*  sur  le  plaq  des  x^yt  »•«  s|]p  le  plaa  des  x^Zg  sera  toujours  de  l'ordre 
a ,  on  d'un  ordre  supérieur,  et  sur  l'un  des  deux  plans  au  moins ,  de  Tordre  a  seur 
lement.  On  peut  donc  énoncer  la  proposltioa  suivante*. 

Théorbmb  5.  Pour  obtenir  Cordre  de  contact  de  deux  courbes  qui  se  toucRent  en-  un 
point  ou  I»  tangentfi  €fominhuno  ne:  formé  pas  un , angle  droit  avec  Caxe  des  x^  il 
suffitr  de.diercher^les  nombres  qui  indiqueif,t.  les  ordres  de  cq^tact  des- projections  des 
deux  courjfcs  surlcplan  des  ,  a:,jr,  etsurleplan  des  x,z,  Cliacun  de  ces  nombres, 
s  ils  sont  égaux,  pu,  le  plus  petit  d^ entre  eux ^  s  ils  sont  inégaux,,  indiquera  lordo'e 
de  contact  des  courbes  proposées*^    -♦ 

,Çorollflire^\.f;L&  ibiôr$aie  qui  ptéeëde.sttbsUte  égalemenl^,,dlils;ll8;  e^^m  les  va^ 
rlablesi  .  as,,j,:^,  ..^ésign^fil  4eS  .eoerdonhé^  rootaflgnlàires  1»  ct^da^s  le  eas.oùloes  va- 
riables, représentent  des.  cK^ardonnées  jobliqu»».  . 


.1 


Cc;rW(0Îrer  fi,^  Lorsque :deux*ceurbes  à  double iceurb are  se  louchent  en  ub\poItitoii 


la  tangente  ne* forme  pas  un  angle  droit  avec  Taxe  des  x,  la  délerminalion  de  Tordre 
du  contact  se  trouve  réduite  par  le  5.*  théorème  à  ta  recherche  de  Tordre  de  contact 
de  deux  courbes  planes»  c'est-à-dire,  à  un  problême  déjà  résolu. 

CaroUaire  3.*  Supposons  qu^e  deux  courbes,. représentées  chacune  par  deux  équations 
entre  les  coordonnées  rectangulaires  ou  obliquea  x^y,  ^»  aient  entre  elles  un  point 
commun  correspondant  à  Tabscisse  x,  et  en  ce  point  une  tangente  commune  non 
perpendiculaire  à.  Taxe  des  x ,  arec  un  contact  de  Tordre  a  •  Soit  d'ailleurs  n 
ie  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supéHeur  à  a.  Enfin,  admettons  que  Ton 
prenne  Tjd>scisse  x  pour  variable  indépendante,  et  que  Ton  désigne  par  y'^j'^y'"**- 
t\z'tz''\.B  les  dérivées  successives  des  Y«riables  y  eï  z  considérées  comme  fonctions 
de    X.    En  vertu  du  5/  théorème ,  les  quantités 

,  7'.  y»  y''  ••••  y^'-'    . 

y.     sV    «',    ....     «f> 

conserveront  les  mêmes  valeurs ,  pour  le  point  dont  il  s'agit ,  dans  le  passage  de  la 
première  courbe  à. la  seconde,, tandis  que  chacune  des  quantités 

(35)  jr(«-^i>;         «C^+O^ 

ou  au  moins  Tune  des  deux  changera  de  valeur. 

Corollaire  4-*  Lorsque  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  ne  forme  pas  un 
angle  droit  avec  Taxe  des  x^  et  que  Tordre  de  contact  est  un  nombre  entier,  il 
suffit,  pour  déterminer  cet  ordre ^  de  chercher  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  at- 
iribner  au  nombre  entier  n ,  en  choisissant  ce  nombre  de  manière  que  les  quantités 
(3a)  demeurent  toutes  invariables  pour  le  point  de  contact  dans  le.passage  d'une  courbe 
à  l'autre.  Cette  valeur  de     n    indique  précisément  Tordre  demandé. 

Corollaire  5.*  Si  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  formait  un  angle  droit  avec 
Taxe  des    x,    elle  ne  pourrait' être  à-.Ia- fois  perpendiculaire  au  plan  des    x,y    et  ^u 

plan  des    x,  z.    Par  suite  elle  formerait  un  ai^  différent  die:  -^  a^^c  Taxe'des    y, 

et  avec  Taxe  des  z,  ou  au  moins  avec  l'un  de  ces  deux  axes.  Donc«  pour  déterminer, 
dans  cette  hypothèse  *  Tordre  de  contact  des  deox  courbés  à  Taîda  du  5#?  théortBiii  >  il 
suffirait  de  substituer  à  Tfkxe  des  x  Taseles  i  y  ,  ou  Taxé  des  z^  et  dé  re^iplaccr 
ea  même  temps,  le  plan  4fes-,  <»»  s,    ou  des    x^y^  .parle  plali  d^*  j^v  v. 

lie  5.*  théorème ,  ii  Tàfde  duquel  on  fixe  aisément  Tordre  dé  cbntact  des  deux  courbes 
à  dofibte  courbnre,  peut  être  remplacé  par  un  autre  théorème  qui  n'e$t  sojet  %  aucune 
reslriction  »  et  que  nous  allons  établir*  en  peu  de  motSi: 


-* 


Soît  toujours  (P)  le  point  commun  à  deux  courbes  qui  se  touchent.  Soienl  encore 
{Q),  {R)  deux  autres  points  situés  sur  la  première  et  sur  la  seconde  courbe»  paie- 
ment éloignés  du  point  de  contact ,  et  dont  les  distances  è  ce  point  se  réduisent  à  m» 
longueur  infiniment  petite,  désignée  par  i.  Enfin ,  concerons  qu'à  partir  du  point 
(P)  on  porte  sur  la  seconde  courbe  un  are  PS,  qui  ait  la  même  longueur  que 
Tare    PQb    qui  soit  dirigé  dans  le  même  sens,  et  qui  aboutisse  au  point     (5)«     La 

sécante  QS,  en  vertu  du  théorème  i.**  de  la  page  142  $  sera  sensiblement  perpen- 
diculaire «  ainsi  que  la  sécante  PU,  b la  tangente  commune.  De  plus,  la  corde  RS, 
étant  comprise  entre  deux  points  de  h  seconde  courbe  très-rapprochés  du  point  de 

contact,  sera  sensiblement  parallèle  à  cette  tangente.  Par  conséquent,  danale  triangle 

rectilîgne  QRS ,  les  côtés  QR  et  QS  formeront  avec  le  troisième  coté  RS 
des  angles  dont  chacun  diiTbrera  très-peu  d*un  angle  droit.  Donc  le  rapport  entre  les 
deux  premiers  côtés,  ou,  ce  qui  revioiit  au  même,  le  rapport  entre  les  sinus  des 
angles  opposés  diil%rera  très-peu  de  Tunité;  et  Ton  aura,  en  désignant  par  /  uoo 
quantité  infiniment  petite  « 

(34)  Q5l=Qy(i4,/)  =  (i  +  /)atsinX, 


D^aulropart,  comme  le  rapport  entre  Parc  PQ  et  la  corde  PQ  =  i  aura  pour 
limite  l'unité  «  on  trouvera  encore,  en  désignant  par  /  une  quantité  infiniment  pe- 
tite , 

(S5)  arcPQ  =  (i-H/)»\ 

Cela  posé,  admettons  que,  les  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact  de  Tordre 
a ,  Ton  considère  le  rayon  vecteur  t  comme  infiqiment  petit  du  premier  ordre*  Il 
est  clair  que  Tare    P  Q    sera  encore  un  infiniment  petit  du  premier  ordre ,  tandis  que 

la  distance  QS  sera  de  Tordre  a-^  i.  Ajoutons  que  Tordre  de  cette  distance  ne 
variera  pas  [voyez  le  3.*  corollaire  du  théorème  4  de  la  page  i48],  si  Ton  prend  pour 
base  Tare  PQ  ou  une  quantité  telle  que  Tare  PQ  reste  infiniment  petit  du  pre- 
mier -ordre.  Ces  remarques  suiEsent  pour  établir  le  nouveau  théorème  que  nous  allooi 
énoncer. 

TvfcoH&KB  6.*  Pour  obtenir  Cordrc  de  eontact  de  deux  courbes  qui  te  touchent 
en  tp»  point  donn^f  il  tuffit  de  chercher  le  nombre  qui  représente  C ordre  de  la  dit- 
lance  infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de  deux  longueurs  égales  portéti 
sur  Us  deux  courbes  à  partir  du  point  de  contact ,  dans  leeasudices  menus  i&ngueun 
deviennent  infiniment  petites  du  premier  ordre*  Le  nombre  dont  il  ^ugit,  diminué 
d'une  unité  f  indique  toujours  C  ordre  du  contact. 


(  19»  ) 
C&roUairt  i.**  Soit    i    la  quantité  infiniment  petite   qui  représente  chacune  des 
deux  longaeors  xnenti<Hmée8  dans  le  6.*  théorème.  Désignons  en  outre  par    x^y^z 
et  par    (  «  «  »  C    les  coordonnées  des  points  auxquels  ces  longueurs  aboutissent  sur  la 
première  ot  la  seconde  courbe.  Enfin  »  soit 

(56)  •  =  V/[(a^—0'  +  (j^  — »)"+(«— 0'] 

la  longueur  de  la  droite  menée  du  point  ((«  «i»  C)  au  point  {x^y^z)*  Si  Ton 
considère  i  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  si  Ton  appelle  a 
Tordre  de  contact  des  deux  courbes  »  la  distance  a  sera  [en  rertu  du  6.*  théo- 
rème] un  infiniment  petit  de  Tordre  a-4-t  •  P^  suite»  le  carré  de  cette  distance  « 
ou  la  somme 

(37)  (ar— 0'+(y-'')'+(*-?)' 

sera  un  infiniment  petit  de  Tordre    a  a  -4*  ^  >     ce  qui  exige  que  des  trois  différences 

(58)  «-^Ç,        7  — n,        »  — ç, 

l'ane  au  moins  soit  de  Tordre  a  + 1 ,  les  deox  entres  étant  du  même  ordre  ou  d'un 
ordre  plus  éloTé.  On  arriyerait  à  la  même  conclusion,  en  observant  que  les  valeurs 
Dumériques  des  expressions  (38)  représentent  les  projections  de  la  distance  »  sur  les 
axes  des  x^y  tX  z.  En  efiiet,  il  est  aisé  de  reconnaître  qu*fciie  diitanet  infiniment 
peiUô  a  sa  profeeiian  sur  un  axe  .quelconque  Sdnu  en  général  des  quaaUités  de  mâme 
ordre.  Seulement  Perdre  de  la  prejeetion  peut  surpasser  C ordre  de  la  distance  ^  dans  le 
cas  ou  celles  et  devient  perpendiculaire  à  Caxe,  Mais  il  est  clair  que  cette  dernière  con- 
dition ne  saurait  être  remise  k-ia-^fois  pour  tes  trois  aies  des    ic ,  des  ^  et  des  t. 

Corollaire  i.*  Conservons,  les  mêmes  notations  que  dans  le  corollaire  précédent.  Soit 
toujours  a  Tordre  de  contact  dés  4eux 'courbes  données ,  et  désignons  par  n  le 
nombre  entier  égal  on  immédiatement  supérieur  k  a.  Puisque,  la  quantité  i  élant 
regardée  comme  infiniment  petite  du  premier  «rdre  »  i^«&e  des  trois  différences 


(59)  flB  — 5,        7  — nr        «  — Ç 

devra  être  de  Tordre  a  + 1  ,  les  deux  autres  étant  du  knème  ordre  ou  d'un  ordre 
plus  élevé;  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  [page  i46]  que>  si  Ton  prend  t  pour  va- 
riable indépendante  y 


«  — ç 


(  «9»  ) 


•1    »  m 


»  j-        »  TvT        »  •  •  •  •  •  ...'  '  '»  \ 


di      '        di'      '•     •'       di 


W"/  ï     7       "  »  — 77 —  »    — rn^ —  » ITT: 


a  — Ç. 


'       di      '         di-      ' rfi-      ' 


j^  >  J  •.  »  •  •  •  •  •  -j-rz         > 


s^éTanouiront  n^vec    t  »    tandis  que  chacune  des  dérWéea 


(4i)' 


rf"+'(«-0'     rf"*?(j'r»»)       rf-^'(»-g) 


»  JTm^m  > 


rf4"+»  rf/"*»-»  rfi^^ 


I 


OU  du  moins  Tune  d'entre  elles  cessera  de  s'éyanouir  pour  t  =  o .  Soient  d'ailjeun 
/  et  r  les  arcs  renfermés,  i.*  entre  un  point  fixe  de  la  première  des  courbes  données 
et  le  point  mobile  {xpy,z);  s.*  entre  un  point  de  la  seconde  courbe  et  le  point 
(S  »  ^  >  ()  ;  et  admettons  que  ces  nouveaux  arcs  soient  dirigés  dans  le  même  sens  que 
Tare  i  •  Gomme  les  trois  y^riables  s  «  5  et  r  dilfèreront  entre  elles  de  quantités 
constantes ,  on  aura 

(4fi)  dis=zdêi=::dr  ; 

et  Ton  pourra  prendre  pour  variable  indépendante»  quand  il  s'agira  de  la  première 
courbe ,  s  au  lieu  de  '  i;  quand  il  s'agira  de  la  seconde  courbe,  «•  au  lieu  de  i* 
Cela  posé,  les  expressions  (4o)  et  (4i]  deviendront  respectivement 

dot        rfÇ     d^a        rf«Ç  d'^x        rf»Ç 


iSB— Çf  -; 


^wmm* 


d9        rfç  '  d$^         rfç»  •  rf*"         rfç*  ' 

dz        rfÇ     d*t         i/"Ç  d'^t        rf«Ç 


et 


(44) 


rf"+*«       rf"+«Ç      ^"•••"r        i/*+*ii      £^*+««        £^*+«ç 


En  égalant  les  quantités  (43)  à  zéro ,  l'on  formera  les  équations 


_        ds éH      d*w é»l  d'm rf«{ 


,,Ev                 1                    dj       dm       d*y       ^*i>  d'y        d'n 

(45)  l     y  =  ,,_=-^,    ^==:^ 17^==7F' 


d*       d^       d**      -d^A    .         d*»        </*C 


qui  deyront  toutes  se  yérifier  pour  le  point  de  coiîtact  deé  courbes  proposées ,  tandis 

que,  pour  le  même  point»  chacune  des  expressions  (44) t  ou  au  moins  l'une  d*entre 

dles ,  obtiendra  une  yaleur  différeinte  de  «Srd.  Si  iMiiftesant  on  observe  qu'on  ^j^t 

%èxk%  incouTénient  substituer ,  quand  il  s*agit  de  h  seconde  courbe ,  les  lettres    x^jr^t 

et    1    aux  lettres    C»  ^,  C  et  c,    on  arrivera  immédiatement  au  théorème  que  nous 

allons  énoncer* 

»# 
7.*  THioB&MK.  Etant  fTQpoUeê  dcupn  courbes  gui  sô  toucheni  en  un  point ,  si  Von 

considàrt  Us  eooptUmnées    x,  y,%    de  chacune  éCMles  comme  des  fonctions  de  Tgrc   s 

prisfour  vaviaJble  indépendante,  et  M  Con  suppose  cet  arc  compté  iiif  chaque  courte 

de  teUê  manière  qvCH  sej>rolon^e  dans  le  même  sens  pour  Us  deux  courbas  /lu-delà  du 

point  de  contact  j  non-seulemenl^  pour  U  point  dont  il  s^agit,  ies  variable»    x  ,  y ,  z  ^ 

et  leurs  dérivées  du^remier  ordre 

A»         dr         dz 
7s'       ds'      7ê' 

ne  changeront  pas  de  valeurs  dçms  U  passage  de  la  première  courbe  à  la  secowU  ;  mais 
il  tn  sera  encore  de  môsnc  des  dérivées  euccessives 

.à^x        dlm  rf'y         d^y  rf*/        dU 

ds*         rfj'  idê*         et*'  ds*       tds^ 

jusqu'à  mUêss  4kmiyC4frdT0sSe9a  .imU9Jud.jiar  4eMmkbre  jcotifitj^^  om  injmi4i0t0nent 
mipét4$ur  «à  Cordre  ^u  MsiMaeL  Xletles^  eerant  Us  demièresiqui  ren^pliront  Ut  cfln- 
dMssi  émoneâe^feA  m9aesque4es  4r4>is  suivantes^  tou^au smiae  Cume  àêH  VW^é  johange- 
rùnt  «te  yvadeur ,  fuaekd  .on^^assena  /tjune^cûUiKbe  à  \FasUaa^ 

Corollaire  i.*'*^!  les  deux  courbes  ont  eillre  elles  un  contacl  de  fôi^re  n,  ri  àé- 
fti^nt  uu  nombre  entier  »  alors ,  dans  1e  passage  de  'la,  première  couAe'à  la  seconde  i 
chacune  des  quantités  ' 

•7 


(  >  M  ) 

dm        d^K  d'^m 


»  •  •  •  •    --    *    r 


l/<  (/•<  <^"s 


z 


•    rfl  '    rf#»  •        rf**  ' 


conservera  la  même  râleur  pour  le  point  de  contact ,  tandis  qae  cbacane  dés  trois  dé- 
rivées 

d^^^m         rf"^'y  rft+t^ 

eu,  att  moins  l'une  des  trois  »  prendra  une  valeur  nouvelle. 

Ou  pourrait  aisément  revenir  du  ibéoréme  7  aux  théorèmes  4  ot  5.  On  pourrait  aosri 
en  déduire  généralement  lés  conditions  auxquelles  doivent  satfsfaire  Tes  dé^rîvées  dei 
coordonnées  de  deux  courbes  quelconques ,  pour  que  ces  deux  courbes  aient  entre 
elles  un  contact  d*un  certain  ordre»  dans  le  cas  où  Ton  prend  pour  variable  indépendante, 
non  plus  Tabscisse  x  ou  Tare  s»,  mais  une  fonction  quelconque  des  coordonnées 
X, y,  z.  Toutefois»  comme,  pour  y  parvenir,  il  suffirait  d'avoir  recours  à  un  cban- 
gement  de  variable  indépendante»  nous  ne  nous  étendrons  pas  sur  ce  sujet,  qui  ne  pré- 
sente aucune  difficulté  réelle ,  et  nous  passerons  immédiatement  à  Texposition  des  prin- 
cipes qui  nous  paraissent  devoir  être  adoptés  dans  la  tbéorie  des  contacts  des  surfaces 
courbes. 

Considérons  deux  surfaces  qui  se  touchent  en  un  point  donné  {P)»  Si,  par  le 
point  (P) ,  on  mène  un  plan  normal  aux  deux  surfaces ,  les  deux  lignes  d'intersection 
seront  tangentes  Tune  à  l'autre;  et,  si  l'on  fait  tourner  ce  plan  autour  de  la  normale , 
les  deux  lignes  dont  il  s'agit  changeront  en  général  de  position  et  dé  forme.  Quant  au 
nombre  qui  représentera  l'ordre  de  contact  de  ces  deux  lignes ,  il  pourra  ou  demeurer 
toujours  le  même,  ou  changer  de  valeur  avec  la  position  du  plan  normjil.  Or,  ce 
nombre,  quand  il  est  invariable,  où* sa  valeur  intnftnttfi»,  dans  le  cas  contiraire,  sert  à 
mesurer  ce  qu^on  appelle  V ordre  de  contact  des  deux -surfaces.  Soit  a  cet  ordre;  et 
supposons  que ,  hos  deux  surfiices  étant  coupées  par  un  plan  normal  quelconque,  c'est- 
à-dire  par  un  plan  qui  renferine  la  normale  commune,  on  nomme  [Q)  $  {B)  '^ 
points  où  les  courbes  d'intersection ,  prolongées  dans  un  certain  sens ,  sont  rencontrées 
pi^r  IIP.  arci  de  cercle  décrit  du  point  (P)  comme  centre  avec  un  rayon  très -petit 
désigné  par     s.     Si  l'on  considère  ce  rayon  comme  infiniment  petit  du  premier  ordre, 

la  diatance^     QI^  >     variable  avec  la  position  du  plan  normal,  sera  elle- môme  une 


(•iô«) 

H|oanlité  infeniroenl  petite  »  A*an  erdre  marqué  pair  on  netnbre  eointanl  tm  rariable-  doDt 
«  4- 1     ropréseûtera  la  Taiesr  unique  ou  la  Taleur  mjfimfmi. 

Goncerons  maintenant  que»  par  le  point  '  (Q)  situé  sur  la  première  surface,  on 
mène  une  sécante  parallèle  h  une'  droite  qui  forme  avec  le  plan  tangent  commun  aux 
deux  sQrfiH^es  un  angle    ,i    sensiblement  différent  de  zéro ,  mais  infi^ieur  ou  tout  au 

plus  ^âl  11    —  9    et  que  cette  sécante  coupe  la  seconde  surface  en     {S).     Dans  le 

trÎMigle  QRS,  le  côté  BS,  sensiblement  parallèle  au  plan  tangent,  puisqu'il  sera 
compris  entre  deux  points  de  la  seconde  surface  très-rapprochés  du  point  de  contact  » 

formem  éridemment  afec  les  côtés  QB  ^  QS  des  angles  finis»  dont  le  premier  dif- 
ièrara  trèa-peis  d*uB*angle  droit,  landis.  que  le  second  sera  égal  ou  supérieur  à'  i. 
Donc»  si  Ton  désigne  par     /     une  quantité  infiniment  petite  »  et  par     à     un  angle 

compris  eolie  les  Inouiles    ^   .al   «—  «    4>n  num 


am 


(t+'I 


ÇS= '■        ''  QB. 

smA 


Or,  il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  la  distance  infiniment  petite    QS    sera  . 

poor  toutes  les  positions  du  plan  normal ,  de  même  ordre  que  la  distance  QB .  De 
plaSj  comme  le  rapport  entre  la  perpendiculaire  abaissée  du  point     (P)     sur  la  droite 

QS    ou  sur  son  prolongement ,  et  le  rayon  yecteur    PQz=ii  ,   sera  équiFaient  au  sinus 

de  Tangle  PQS  formé  par  la  droite  QS  avec  une  droite  PQ  sensiblement  pa- 
rallèle au  plan  tangent ,  et  par  conséquent  une'  quantité  finie  différente  de  zéro ,  cette 
perpendiculaire  sera  évidemment  une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre.  De 
ces  diverses  remarques  on  déduit  immédiatement  la  proposition  suivante. 

8.*  THioa&iB.  Uordrô  de  contact  de  deux  surfacei  qui  se  touchent  en  un  point  donné 
(P)  esl  inférieur  d^une  unité  à  la  valeur  unique  ou  à  la  valeur  minimum  du  nombre 
qui  repréeente  tordre  de  la  distance  infiniment  petite  compriee  entre  les  points  {Q),{S) 
oii  elles  sont  rencontrées  par  une  sécante  qui  forme  avec  le  plan  tangent  commun  à  ces 
deux  surfaces  un  angle  sensible,  lorsque  ton  considère  la  distance  du  point  de  contact 
à  In  sécante  dont  il  s^agit  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

Supposons  que  Ton  ait  mené  par  le  point  {P)  un  plan  quelconque  qui  forme  un 
'ingle  sensible  avec  le  plan  tangent.  Ce  plan  coupera  les  deux  surfaces  suivant  dmx 
nouvelles  courbes.  De  plus,  on  pourra  concevoir  que  la  sécante  ci ^ dessus  mentionnée 
coïncide  atec  une  droite  comprise  dans  ce  même  plan  ;  et  alors ,  en  comparant  le  théo- 
rème précédent  au  3.*  théorème»  ou  établira  sans  peine  une  proposition  que  nous  allons 
èooDcer. 


(  iO»  ) 

9**  fêtmiw.  Lm^nw  énm  swfi^m  am  mm  dU9  m  un  imnt  ém9é  4»^  im)^ 

iô  Cardre  a ,  tout  plan  mmnât^H'Mi^m,  ifm  furm»  «n^  4Vig(0  âmêiky^0¥fic  4b  flm^ 
tangent  commun  à  ces  deux  wrfacei^  Ut  tumpc  tuivant  4itUB  courir  qui  (M  fmXn  iV^ 
un  contact  de  C  ardre    #    au  d^un  OTib^  ^ttpéfiw/r^ 

Il  itiyiiit»  ^MnêOÊWt  ioi  »  ntm  •  êeriesieiil  ^^  he  «edioiM  Mtes  An»  tm  4mn 
aurfacet  p  par  im  plan  iMnoal  ou  oUif  uq  qfù  renferme  k^  point  commutt ,  pf  iweit  ^Toir 
entre  elles  un  contact  d'un  ordre  beaucoup  plus  élevé  que  le  nombre  a,  mais  ^u'ellei 
fMS^iA  fiaélBe ,  MM  wltafan  cas ,  se  conibudre  entièfenient  1  une  avec  i  autre*  Alors 
J«  nottrbre,  qett  rep^Ssente  ftsrflre  de  contact  des  deux  sections ,  prend  une  râleur  infinie. 
4)Pi|4MM|  ^lieciii  4euK  soclnw  ae  iséduifetft  qndlquefirftà  «oe  aede  dmito.  OnpMt«flMr 
jR>ur  fifisiiph  ;ki  fénéaatnw  oiimia  k  4aiuc  «aiCices  ^miiqu^s-  oai  •ylifi4riqoas  ifoi  se 
ftMifiluuit  en  un  point  èêaué*^ 

Si  les  deux  surfaces  sont  représenté»  far  «deux  ^q[ualiona  eatve  ias  «aavdottuéei  «se- 
tilignes  x,  y,  z,  et  si  le  plan  tangent  mené  par  le  point  commun  n'est  pas  sensible- 
ment parallèle  à  Taxe  des  z,  alors.,  nn  jnpposaol  la  sécante  QS  parallèle  à  ce 
même  axe ,  on  déduira  immédiatement  du  t^h^t»Annft  Ç  f^  proposition  suivante*- 

10.*  TBioaiMB.  Pour  obtenir  C ordre  de  contact  de  deux  surfaces  qu^  se  touchent  en 
un  ^M  <a2i  le  fian  ftangani  n^tat  pus  pmrmUèle  ^à  V^me  des  %  *  Al  suffitda  nsÊânsr  um 
ordonnée  trèsvoisme  du  ppiat  dfi  comt^ctt»  et  de  /chercher  UvoUtfrMniqyp  mJoi'vaieur 
minimum  du  nombre  constant  au  variable  ^i  rtfrisento  Sordte  fh,  lit  ffirtiém  i^fi^ 
niment  petite  d* ordonnée. eomprifie  entre  Us  deux  turfaces,  dans  U  cas  ou  Con^^- 
sidère  la  dUtanâe  du  jfoînt  de  contact  à  Jf ordonnée  comme  infiniment  petite  du  pre- 
net^r  ordre.  Cette  ^^àltur  unique^  au  cette  ^aUur  minimum,  diminuée  d^une  unité, ^ 
innHque  Corére  du  camam. 

Corollaire  i."  Soient 

t4«)  *=/(». 7).  (49)  '^=F{p,j) 

tes  éxfutitions  des  deux  surfaces.  Elles  auront  un  point  commua  correspondant  à  un  sys- 
tème de  valeurs  données  des  variables  x,y ,  et  en  i:e  point  un  plan  tangent  4:ommun, 
non  parallèle  à  faxe  des  z,  si,»  pour  les  valeurs  proposées  de  x^y^  les  formules 
(48)  et  (49)  fournissent  des  valeurs  é^les  et  finies ,  non-seulement  de  Tordonnée    t , 

dz  tiz 

mais  encore  de  ses  dérivées  paatielles    ,p  =  i^-  »     ?  ^^  T* ^    -^  84iri«'i)ue  Jns  4i((iisims 

(5o>  ^f{fi^,y)^^F^((Xi.,y)  r 

I 

et 


(Si) 


'(-W7  ) 
dx  '•'■^*M.  4fgi      '    ,  '  <,4j  ».   --.       dy 


soient  Térifiées ,  et  que  les  deux  membres  de  diÀcune  £s\\^  <VllVWrT^  4^  T^t^F* 
finies.  Dans  cette  hypothèse,  la  dilTérence 

I 

■  •  >  a 

•     <   .  .   \  •  .  ,        .  ,    1  1  I     •      *    ' 

qui  s'évanouira  pour  les  yaleun  4®  i  ®  ^^4®  /  relatives  au  point  coi^mpn ,  de- 
viendra infiniment  petite,  quand  les  variables  x,j  recevront  des  accroissements  infi- 
aiment  petits    Ao:  »  A  jr;     et  »  si  ^'^n^^sidère  la  djsfance 

i^^)  ...  j/^^^'+^^r). ... 

comme  étant  un  infiniment' petit'  du  premier  ordre /l'ordre  de  la  quantité  infiniment 
petite ,  qui  représeiK^yi  Ja  iidjjrçUs  »Kur  d^ 


•  H^rr^^/iJPtf)- 


surpassera  d*une  unité  Tordre  de  contact  des  ^ux  surfaces.  If  importe  d'|ijleurs  À^oi- 
server  que  Texpression  (55)  sera  une  quantité  -infiniment  petite  du  premier  ordre ,  si 
chacun  des  accroissements  A9»,  ^  «eftt  un  iaAiiim€iil4petit  de  cet  ordre ,  ou  si;|tu)i 
d'eax  est  du  premier  ordre  »  l'autre  étant  nuF  ou  d*un  ordre  supérieur. 

ÇârqUairc  s^/  jSi  Içs  deux.^urra<ces  Se  tpudient  en  un  point  de  l'axe^'ieir  tr^  mais 
de  manière  que  cet  axe  no  soit  pas  renfermé  dans  le  planHangent  meM^'^t'  4ë  pcÀnt  ife 
contact»  if  suffira»  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire»  pour  déterminer  Tordre  du  contocf , 

de  chercher  le  npfs^  jfpi  in4ÛVfiC^  XfifiïP  Al>  }t  -àîf*PWÇ  fS^f  y)  —  /(®  »!X)  > 
en  considérant  les  deux  variables  x,y  comme  des  infiniment  petits  du  premier  or^re  , 
<^^Ab4î«WW^  cp  P^VW^f'  fTw^m^^*/^»  «pérant  ajiyi,  on  rpcoiiçaUra  que  Içs  quatre 

»  .  •      •        / . 

\ 

»  •    •  •    , 

ont  toutes  entre  elles  »  k  Torigine  des  coordonnées  »  un  contact  du  premier  ordre  »  tandis 
qn'aa  même  point  les^leux  auiCstes  i 

ont  un  oontact  de  Tordre    n  »    ,^t  \^  ^ux  suc£^9|ps 


'»         ».:♦ 


{  »d«  ) 

un 'contact  de  Fordro i==i^  '-     ni         . 

4  4  '  . 

Corollaire  3.*  Supposons  que  les  surfaces  (47)  et  (48)  aient  an  point  commoD  cor- 
respondant aux  coordonnées  os,/»  et  en  ce  point  un  plan  tangent  commun,  non 
parallèle  à  Taxe  des  z ,  avec  un  contact  de  Tordre  a  •  $oit  d'ailleurs  n  le  nombre 
entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à    id.     La  différence 

(54)  '^(«./) -"/(«./) 

s'évanouira;  et»  si  l'on  désigne  par  Ax»  Âjr  ^  des  accroissements  infiniment  petits  da 
premieiT  ordre  attribués  aux  coordonnées    x.9y,     répression 

(55)  F{x  +  ^x,    7+Ajr)~/(fle+.Aa5,  ^  +  Ajr) 

sera  [en  vertu  du  corollaire  i.*"]  un  întiniment  petit  de  l'ordre  a -4-1.  D'ailleurs, 
pour  que  les  accroissements  aob  ,  A  jr  soient  infiniment  petits  du  premier  ordre ,  il  suf- 
fira de  prendre 

<      * 

(56)  AaB=:«ii0«         àx  =  ^dyt 

en  désignant  par  a  une  quantité  infiniment  petite  dn  premier  ordre ,  et  en  donnant 
aux  différentielles  dx,  dy,  des  râleurs  finies.  Alors  l'expression  (54)  se  présentera 
sous  la  forme 

(57)  F{x^oidx,y'\'OLdy)—f{x'\'f^dx,y+oLdy). 

•  ■  • 

Donc',  si  l'on  considère  la  yariable  a  comme  infiniment  petite  du  premier  ordre , 
l'expression  (57)  sera  ,  dans  l'hypothèse  admise ,  un  infiniment  petit  de  l'ordre     a  -f- 1 1 

quelles  que  ^ient  d'ailleurs  les  valeurs  finies  attribuées  aux  différentielles     dx  et  dj. 
Concevons  maintenant  que  l'on  pose,  pour  abréger. 


I-  . 


(58)  F(a5  +  ada>,  y-^-^^dy)  — /(fic  +  arfflc,  J4-»*'/)  =  +  («)  • 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit'[p'age  i46]    t^^"'^'^  (a)    -sera  la  première  des  fonctions 

+(«),        n«),        rW,  etc 


(  »99  ) 

♦  (o),        +>),  ^    V{o).^tc 

quiobtiendra  ane  valear  différente  de  léro.  On  aura  donc 

•  »      ♦ 

(59)  ♦(P)  =  0,      +'(Q)=0,      +'(0)=0,....      +00(0)=:0. 

I 

VÊiiltun,  en  ajant  ég«r4 tas, pipnçipe»  ét«l)li»d«iis  la  14.*  leçoikde  cakatLiafiaitétimal. 
oa  troavera  v.  ~, 

+  (0)=  F{m,jr)'-f{w,y). 


'    \, 


(60) 


etc. .    . 


Oone ,  en  aura ,  peur  le  point.  eonuDUn  aux.  deux  auHacea , 

dP{p,jr)==4fix,x), 

(6»)  !•  d'Pix,y)  =  d'f{x,y), 

etc.  •.••«.•  ». 


•      r         k 


•0 ,  ce  qui  reTieni  au  méma^» 


* 

F{x.y)  =  f{^x,y), 


i£^.,+i£^.^^/!-z),.+i4^,^. 


dy 


(6«): 


•  I 


dût 

etC*  •  •  ■  a 

I    .^ 


(  :w»  ') 
aux  dîfiérentielles     dx,dy,    entraîneront  éridemment  les  éqaatioDS 


• .    • 


*l  "         T»        »'»       t.|/|»       «II.» 


(65) 


ii»tf'i(.M^^'ir»y(4e,»  W^fW^^^ïW^'  ^^^*»y^_-<in»»yV 

rf«»  rfa>»        '      dxdy  daij     '       dy*  '«y» 

...         ,    .  •.  \ 

etc 


iZ/ÇfiZi  _  _^!/(«u2  t^'^(^>y)     ^"A^yy) 

dxdy"^—^  dxdy"-*  '   I      dy"  dy" 

Par  conséquent ,  lorsque  ofeux  kunaceè  M  lônchent  en  un  poiht  ob  lo  plan  tangent  n'est 
pas  parallèle  à  Taxe  des  z ,  aMMnisl0mebt^fiM»4e']Rrilt<â6kil  il  s^ngil  «  Vvfimmé»  «« 
considérée  comme  fonction  des  deux  variables  «indépendantes  x,y,  et  ses  denrées 
partielles  du  premier  ordre ,  slivoir  » 

ne  changent  pas  de  valeurs  «  dans  le  passage  de  la  première  slirface  à  la  seconde;  mais 
il  en  est  encore  de  même  des  dérivées  partielles 

V»V  t^z  d*% 

dxdy  *  dy*  '* 


dx^ 

•» 

• 

dU 

1  *   • 

rf  3 

• 

's 

d^^ 

dx^ 

■<r 

etc. . 

•  s  •  • 

•    •    •    •    4 

k 

(65)  /  d^z  d^z  d^z  d^ 


z 


■w 


rf»<(y»  t^' 


jusqu'à  celles  dontTordre  coîhciae  avec  le  iMiùibre  entier  égal  ôiilmmédi  atelnent  sapé- 
rieur  à  Tordre  du  contact  :  en  d'autres  termesvt  si  l'on  déijgne  «par  n.  ice  nombre 
entier,.  Tordolme  -7  n^  "BesMifiSnMtréttes  "Zolates  Ses  ^tters  «ondres  fus  qu'à  celle  de 
Tordre     n ,     c'est-à-dire  les  quantités 

(66)  z,         dz,         4*z,,^^..  d^-'z,         d-a,. 

consbrveroiHfles  inlmës  Valeurs  dans  t|to  *pM)ige ide *la  premiCm^ surface  à  là  seconde, 
quelles  que  soieAt  les  valeurs  assignées  aux  d^fTésentielles  '^x/^/.  des  vëriables  in- 
dépéil^ntés.  "^'  ' 


U     1 


(    201    )    . 

Corollaire  4**  Si  »  les  doux  surfaces  ayant  uo  contact  de  Tordre  a  ,  le  plan  tangent 
commun  derenail  ptralMe  h  Taxo  des  z ,  alors,  en  attribuaat  aux  valeurs  des  coor- 
données x^j,  qui  se  rapportent  au  point  de  contact ,  des  accroissements  infiniment 
petits  du  premier  ordre,  on  ne  trourerait  pas  généralement  pour  les  valeurs  correspon- 
dantes de  la  différence 

un  infiniment  petit  de  Tordre  a  4*  >  •  Néanmoins ,  on  pourrait  encore  déterminer 
l'ordre  du  contact  par  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  »  en  substituant  Tuuc  des 
variables    x^y    à  la  variable     r.     Ainsi,  par  exemple,  pour  montrer  que  les  deux 

surfaces 

i  i  i.  ' 

qui  touchent  à  Torigioe  le  pian  dos  J*^*  oQt  en  ce  point  un  contact  du  second  ordre  , 
il  suffira  d'observer  que  leurs  équations  résolues  par  rapport  &     x     prennent  1rs  formes 

X  —  — — — ^—  j  ^ 


et  que  la  différence 


g» 


c&t  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre ,  quand  Ton  considère    j  et  »    comme  drs 

infiniment  pçtits  du  premier  ordre.  Quant  à  la  différence     F{x^y)  —  f[x*y) ,     elle 

5e  réduit  dans  cet  exemple  à 

1  11  1 

et  lorsque  Ton  considère     a;  et  j"     comme  des  infiniment  petits  du  premier  ordre  >  clic 

est  une  quantité  infiniment  petite ,  uon  plus  du  troisième  ordre ,  mais  de  Tordre  —  seu- 
lement.    ^ 

Corollaire  5.*  Lorsque  le  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  n'est  pas  parallèle 
^  Taxe  des  z  ,  et  que  Tordre  du  contact  est  un  nombre  entier  ,  il  suflit ,  pour  déter- 
miner cet  ordre ,  de  chercher  quelle  est  la  dernière  des  équations 

qui  se  trouve  vérifiée  pour  le  point  de  contact»  indépenijûmmeot  des  valeurs  attribuées 
aux  différentielles  dx.dy  des  variables  indépendantes,  L'ordre  des  différentielles 
totales  comprises  dans  cette  dernière  équation  sera  précisément  Tordre  demandé. 
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APPLICATION  DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS 


A  LINTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 


HNÉAIRES   ET  A  COEFFICIENTS  CONSTANTS. 


Concevons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'intégrer  l'équation  différentielle 

a, ,  a, ,. . .  r7„.. ,  a„     désignant  des  coefficients  constants;  et  faisons»  pour  abréger 
(2)  F  (r)  =  r"  -f  âar*— «  +  a^r""'  +  . . .  +  «n-.r  +  a„. 

II  est  clair  que,  pour  vérifier  l'équation  (1) ,  il  suffira  de  prendre 

fp(r)     désignant  une  fonction  arbitraire  de     r    qui  ne  devienne  pas  infinie  pour  des 
valeurs  de     r    propres  à  vérifier  la  formule 

(4)  Y{t)=^o. 

Effectivement ,  si  l'on  substitue  la  valeur  précédente  de    y    dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (i) ,  ce  premier  membre  se  trouvera  réduit  à 


(5)  i  \rz\\'::  =<>> 


r    F(r).y(r).»" 


D'ailleurs,  les  valeurs  de  f  (r) ,  tf\r)  ,  clc. . .  • ,  qui  correspondent  aux  diverses  ra- 
cines égales  ou  inégales  de  l'équation  (4)  •  pouvant  être  choisies  arbitrairement  »  il  est 
aisé  de  reconnaître  que  la  valeur  de  y,  fournie  par  l'équation  (3) ,  renfermera  un 
nombre  n  de  constantes  arbitraires.  Donc ,  l'équation  (3)  sera  l'intégrale  générale  d« 
l'équation  (i) . 

Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 


(  «o3  ) 

On  posera 

^'^  y-^    ((F(r)))    • 

Pour  que  les  dérivées  de  celte  dernière  valeur  de  y  »  depuis  la  dérivée  du  premier 
ordre  jusqu'à  celle  de  Tordre  n-—  i  »  conservent  la  forme  qu'elles  prendraient  si  Ton 
remplaçait  ^{r,x)  par  v  (r) ,  il  suffira  d'admettre  que  Ton  a ,  pour  toutes  les  va- 
leurs entières  de    m    inférieures  à     n  —  i , 

^^^  ^"^     ^d^   ((F(r)))    -^- 

Ajoutons  que ,  si  cette  condition  est  remplie  »  on  tirera  de  l'équation  (6) ,  en  y  substi- 
luant  la  yaleur  de    y    donnée  par  la  formule  (7) , 

Toute  la  question  se  réduit  donc  à  déterminer  la  fonction  >|'(r»x)  de  manière  qu'elle 
vérifie  les  équations  (8)  et  (9).  Or,  comme  on  aura  généralement  [en  vertu  de  la  for- 
mule (63)  de  la  page  s3] ,  et  en  prenant    m  <  n  — •  i , 


(10)  L 


((F(r))) 


=  0  , 


il  est  clair  que  les  conditions  (8)  et  (9)  seront  remplies  »  si  l'on  suppose 


(i3)  ^i,r,x)=   I     •-"/(*)<'«  +  ?('•). 

X,    désignant  une  valeur  particulière  de    oOp    et     v  (  r )     une  fonction  arbitraire  de    r . 
Par  suite ,  l'équation  (7)  donnera 


^    ^ 


(  "4) 


t 


('^^  •'--((F(O))     V   -  ((F(r))) 

Cette  dernière  formule  est  précisémeQt  rintégr'ale  générale  de  l'éqUation  (6) 
Exemple»  Si  l'équation  (6)  se  rédait  h 

4 

on  trouvera     F  (r)  =  (r  —  i)  ' ,     et  la  formule  (i4)  donnera 


(.6)  ,.      r    ^jr)..-        çfy-'A^)'^^ 

=  «'[t'(i) +»?(»)]+   /      (a— s  )«—/(=)«''. 
On  aura  donc ,  en  désignant  par     C  '  C'    ^^  constantes  arbitraires     f  (i) ,  ^'^i  )  , 


(17)  J'=(Ç'+Ga')c'+    /      (x  — ;)e'-/(j)rfr. 


(a;  — ;)c'-\ 


Ou  voit  par  cet  exemple  avec  quelle  faciliié  le  calcul  des  résidus  s*applique  à   l'inté- 
gration des  équations  (1)  et  (6),  brs  même  que  l'équation  (4)  a  des  racines  égales. 

Nous  montrerons,  dans  un  autre  article ,  les  avantages  que  présentent  les  formules 
(5)  et  (i4)  >  relativement  à  la  détermination  des  constantes  arbitraires. 


SUR  LES  LIMITES 

PLACÉES  A  DROITE  ET  A  GAVGHE  DU  fStGfm  L 

DANS  LE  CALCUL  DES  RÉSIDUS. 


SoieDt    X  f  y    deax  variablei  réàiks*  Soient  4e  fim 

(0  «  — «+jrv/tr 

une  varUble  ima^oaire,  et  /(s)  une  fonçUoa  quftlcoQque  4e  z.  Ea  ^V%u  dei 
conventioiif  adoptées  [po^»  1 5  ]  »  la  notation 

représentera  le  résida  de  la  fonction  /{z)  pris  entre  les  Kmllea  as  =  â?o ,  x:=  X  ^ 
j^=^j^9  j^=Y  9  c'est-k-dire  la  somme  des  résidus  de  f{fi)  relatUa  aux  racines  de 
l'équatioa 

dans  lesqadles  la  partie  réelle  demeure  comprise  entre  les  limites  x^^X ,  et  le  cocf- 
ficieal  d«     f/TT  entre  les  Iknlles    y.^Y. 

GonceTons  maintenant  que  j  ^[x^j^  ot  x^x^y)  désignant  deux  fonctions  réelles 
ésa  variaklea  »%yt  en  vemlle  indiquer  fai  somme  der  résidas  de  /*(s)  correspoti- 
dants  k  miles  4ea  racines  de  féquation    (S)    que  Ton  peut  dédQik*e  de  h  formulo 

(^)  «  =  t(«,J')+l/ïï>i(a3,j), 

en  attribuaml  à  la  fmrtable  â»  dioa  ftakur»  comprises  entre  les  Knrftas  x^,  X  ^  et  k 
Is  ntiable  ^  daa  ▼alears  eomprisea  entre  les  limiiDa  y^ ,  1^  Alors  notti  ferons  usage 
4e  la  notalsen 

(^)  <î:    ((/(»))).   o«     (6)        i    «/(»))). 

«9 


(    206   ) 

à  la  suite  de  laquelle  noi^s  placerons  eotre  deux  crochets  l'équation  (4)  #  que  nous  nom- 
merons V équation  èaraotérisliquô,  parce  qu*elle  caractérise  la  relation  établie  entre  la 
variable  imaginaire  z  et  les  rariables  réelles  x^y  qui  ne  doivent  pas  dépasser  ks 
limites  exprimées  dans  la  notation  (5)  ou  (6).  Ainsi >  par  exemple»  la  notation 

(7)  ^'^    ^^    ((/(O))*  [*  =  e'(cosjr  +  |/:rsinj.)] 

indiquera  la  somme  des  résidus  de  f^,^")  relatifs  à  celles  des  racines  de  Téquation  (3) , 
que  Ton  déduit  de  la  formule 

(8)  3»  =  e'(cosj<+V/n'sinj) 

en  attribuant  à  a;  des  valeurs  intermédiaires  entre  les  quantités  x^^X^  et  à  j 
des  valeurs  intermédiaires  entre  les  quantités  y^ ,  Y.  Ajoutons  que  les  variables  réelles 
et  la  variable  imaginaire  pourront  être  représentées  indi£féremment  soit  par  les  lettres 
^fj*  ^  »  soit  par  d'autres  lettres  arbitrairement  choisies.  Par  conséquent,  on  pourra 
employer  la  notation 

(9)  ~   <[^  ~    ((/(*)))  »  [«  =  r(co»p  +  l/:7"nf>)] 

f  •  * 

I      •  ■ 

pour  exprimer  fa  somme  des  résidus  de  f{z)  relatifs  à  celles  des  racines  de  l'équa- 
tion (3)  que  Ton  déduit  de  la  formule 

(10)  «  =  r(cosp  4"  i/Hsinp)  , 

en  attribuant  à  la  variable  r  supposée  réelle  des  valeurs  comprises  entre  les  limites 
r^,n,    et  à  la  variable    p    supposée  réelle  des  valeurs  comprises  entre  les  limites  po»^* 


i   tf 


)"■  » 


Il  est.  bon  d'observer , que,,  dans  les  notations  (7),  {g),  etc....,  on  peut  échanger 
entre  elles  »  coinq^è  on  l'a  fait  en  passant  de  la  notation  (5)  à  la  notation  (6) ,  les  lettres 
placées  à  droite  et  à  gaucho  du  signe     £, ,     et  destinées  à  indiquer  les  variables  réelles 

ainsi  que  leurs  limita. 

Lorsque  l'équation  caractéristique  se  réduira  simplement  à^la  formule  (1)  »  nous  rem- 
placerons ,  comojLe  nous  l'avons  fait  josqu'à  présent ,  la  notation  (5)  ou  (6)  par  la  no- 
talion  (3) ,  dans  laquelle  les  limites  placées  à  gauche  du  signe     £,     indiqueront  toujours 

les  valeurs  extrêmes  de  la  partie  réelle  de  la  variable    z . 

Lorsque  l'équation  caractéristique  se  réduit  à  la  formule  (10) ,  et  que  la  variable    r 


(  «07  ) 
demeure  positive  entre  les  limites    r^,li ,    celte  variable  est  précisément  le  module  de 
Texpression  imaginaire  désignée  par  la  lettre    z.     Dans  ce  cas  particulier,  auquel  se 
rapportent    des  formules  dignes  de  remarque  »  et  qui  niérite   une  allcntion  spéciale, 
nous  remplacerons ,  pour  abréger ,  la  notation  (9)  par  la  suivante 

(ro)       iPo)     ' 


1     I 


dans  laquelle  les  limites  placées  entre  parenthèses  k  la  gauche  du  signe    C    indiqueront 

toujours  les  valeurs  extrêmes  du  module  de  la  variable  imaginaire  z  •  Gomme ,  pour 
obtenir  toutes  les  valeurs  possibles  de  cette  même  variable ,  il  suiBt  de  faire  varier,  dans 
la  formule  (i  o) ,  le  module  r  entre  les  limites  r  =  o ,  r  =  éo  ,  et  Fangle  p  entre 
deux  limites  de  la  forme  p:=pt^,  pz=  Pznp^'^  ^ir,  il  est  clair  que  le  résidu  inté- 
gral de     fi^)    pourra  être  désigné  par  la  notation 

qoi  se  réduit ,  lorsqu'on  prend    p^'^  —  ^9    k  la  suivante 

(00)       (tt) 

05)  L     ((/(O))- 

(0)  (-1.) 

On  aura  en  conséquence 

-00     -00  (0)      (-ir) 

On  troarerait  de  b  même  manière 

00      0  (qd)      (0) 

('5)  -  i     ((/(*)))  =  ,    L      ((/(»))). 

-GO       -co  .  (o)      (-ir) 

00        QO  (oo)      (ir) 

(•6)  L    ((/(*)))=    L,  ((/('))). 

-ee       o  (o)      (0) 

o       «  (•)     (^j 

-«     -«  (o)       (7) 


(  tl»8  ) 


^      -iè 


Admettons  encore  que  Ton  yeuillè  iaAiqiier  la  s omme  des  résidus  de  f{z)  cor- 
respondants k  celles  des  racines  3e  Téquation  (S)  que  Ton  peut  déduire  de  la  formule  (4), 
4ew  le  daa  ob  l'on  pvtnd  pdur  <oei  y  4es  ooordoiméeè  reetilignes  de  peints  situés 
dans  le  plan  des  x,  j^  entre  4^ux  courbes  et  deux  droites  représentées  par  les  quatre 
équations  ...  - 

('9)  7  =  f(^)'  (20)  jr=;F(»),  (21)  X  =  X.,  (22)  a5  =  X 

>  •  •       • 

Alors  à  la  notation  (5)  ou  (6)  nous  substituerons  Ta^ne  ou  Vautre  des  deut  suifantes 

(«4)  '^£        ((/(»))).         [*  =  T(«.j')  +  t/Tx(»,7)]. 

Ces  dernières  se  présenteront  elles-mêmes  sous  les  formes 

r 

ou 

(«6)  <[:((/(»))).         l*  =  T(*,j)-hv/:Tx(«.7)]. 

si  Ton  pose,  pour  abréger,  l{x)  =jo  ,  F(^)  =  ^-  P^i"  conséquent»  les  notations 
(5)  et  (6)  peuvent  être  étendues  à  des  cas  ^ns  lesquels  y^  et  Y  désignent  des  fonc- 
tions de  la  variable  o^  »  tandhqûe  ^  <^  X  continuent  de  représenter  des  quanthé» 
constantes.  Si  Ton  supposait ,  au  contraire ,  que  x^ ,  X  désignent  deux  fonction» 
f(jr),F(j^)  de  la  variable  />  et  y^^tY  deux  quantités  constantes ,  chacune  def 
notations 

»  =  P(y)       y=ï^    ' 


exprimerott  la  somme  des  résidus  de  f{z),  correspondaDts  k  miles  des  racines  de 
i'éqaalion  {S)  qttô  l'on  peut  déduire  de  la  formule  (4)  $  daas  le  cas  ûji  l'on  prend  poer 
X  ei  y  des  coordonnées  relatives  k  des  points  situés  dans  le  plan  des  x,  j,  entre 
éeiit  oMirkes  él  deux  droites  représentées  par  les  (fiiatre  éqoatioiu» 


(ag)         aî  =  f(jr),         (5o)        x  =  T{y).         (5i)        jr=jr.,        ($a>      j.  =  K 

D'après  les  conyentions  que  MOi  ^sbobs  dUoptur ,  il  est  fiioila  da  reir  ce  qa  eiprî- 

nieraient  les  notations  (aS)  ou  (s4)»  et  (sS)  ou  (96) ,  etc »  si  l'on  considérait  les  va- 

riablçs  réelles  «  »  jr  ou  ^«  p  »  etc..^.  »  comme  représentant»  non  plus  des  coordonnées 
reciilignes ,  mais  des  mordoonées  d*un  autre  genre.  Ainsi ,  par  exen^rie  »  si  Ton  désigne 
par  r  et  p  des  coordonnées  polaires ,  c'est-à-dire ,  le  rayon  vecteur  mené  d'un  point 
fixe  h  m  point  «lobib,  «C  fafj^ fkmaé  put  ce  ntyon  reetovr  avec  un  sm  £at ,  on  re- 
connaîtra sans  peine  que  la  notation 

(55)  ^         ((/(O))  .  [^  =  f(p,0+^V/nx(p,r)] 


exprime  la  somme  des  résidus  de  f{z)  Bektifii  à^ceUea  des  racines  de  l'équation  (3) 
qne  l'on  peut  déduire  de  la  formule 

(54)  «  =  f(p,04-i/n"x(p,f), 

dans  le  cas  oh  l'on  prend  pour  r  et  p  les  coordonnées  polaires  de  points  situés  dans 
un  plan  fixe  entre  deux  courbes  et  deux  droites  représentées  par  les  quatre  équations 

(55)  r  =  f(p),  (56)  r  =  F(p),  (S7)  p=p.,  (38)  p  =  P. 
Ad  contraire ,  la  notation 

(59)        '^"^  l'^  jyf^^)  ))  ^       [*  =  f(p>.)  +  v^x(p,r;)i 

exprimerait  la  somme  des  résidus  de  /(')  relatifs  à  celles  des  racines  de  Téquation 
(5)  que  ron  peut  déduire  de  la  formule  (54)  »  en  prônant  pour  r  et  p  '  les  coordon- 
nées polaires  de  points  situés  dans  un  plan  fixe  entre  deux  cercles  et  deux  courbes  re- 
présentés par  les  quatre  équations 

(4o)        p=p,,         (4,)        p  =  p,         (4a)         r  =  f(p),         (43)        r  =  F(p>, 


(  «ïo  ) 

Lorsque  Téquation  (4)  se  réduira  aimplemeni  à  la  formule  (i),  nous  remplacerdm  , 
pour  abréger,  les  notations  (siS)  et  (37)  par  les  suivantes 

X       F{»)  F(y)       Y 

(44)  <C ,,((/(»)))  .       .  (45)  /    ((/(»))). 

dans  lesquelles  nous  placerons  toujours,  h  ta  gauche  du  signe     C»    1^  limites  de  la 
partie  réelle  de  la  Tariable    z. 

De  même,  lorsque  Téquation  (34)  se  réduira  simplement  à  la  formule  (10),  nous 
remplacerons  les  notations  (33)  et  (39)  par  les  suivantes 

(46)  ^,  ^  l^    ((/(O  ))  .  (47)  l        ((/(O  »  . 

dans  lesquelles  nous  placerons  toujours ,  à  la  gauche  du  signe  £ ,  les  limites  du  mo- 
dule de  la  variable    z . 

Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  sont  immédiatement  applicables  à  ta  trans- 
formation des  résidus  pris  entre  des  limites  données ,  dans  le  cas  où  l*o&-«père  un  chan- 
gement de  variable  indépendante.  Ainsi ,  par  exemple ,  si  Ton  suppose  que  les  variables 
imaginaires    z  et  i    soient  liées  entre  elles  par  l'équation 

(48)  *  =  >K0. 

et  qu'à  chaque  valeur  de  z  corresponde  une  valeur  do  i ,  on  aura ,  en  vertu  des 
mêmes  principes ,  et  de  ceux  que  nous  avons  précédemment  établis  [page  170  et  suivOi 

(49)  i   ((/(*)  ))=*^  l        ((/[+(«)].+'(«))). 

l'équation  caractéristique ,  relative  aux  variables    x,y,  t,    étant 

(50)  x+y^==^{t). 

Cooccvons  en  particulier  que    -^{t)     représente  une  des  valeurs  de    z    propres  à  vé- 
rifier la  formule 

(5i)  «  =  ••, 

et  soit  en  outre 


(«Il) 

{5«)  /(«)=«•/(«•)• 

Oa  aura 

(53)  .  +'(0-^  =  -; 

et  la  formule  (49)  donoera 

(54)  «      l    ((eY(e-)))=         <Î:         ((MO)).  h  =  ^  J* 

oBo     y»  »=«o     y=y«  *- 

puis ,  en  posant  »  pour  plus  de  commodilé  » 

(55)  c'=r,        c'*=r.,         c^  =  iB,        7=;>.        J^=Pop         y=Pp 
on  trouvera 

(56)  ^4!: *'((«•  A«')  ))='"V^''((A«)  ))  .     [«  =  r(co.;»  +  V/:rsiB;))]  , 

ou,  c^  qui  revient  au  mémej 

X      Y  (H)      (P) 

(57)      <î:  ((e7(o))=  ^iS,  ((f(o)). 

A  l'aide  de  Téquation  (67)4  on  déduira  sans  peine  de  la  formule  (11)  [page  98]  de 
nouveaux  résultats  dignes  de  remarque.  En  effet ,  si  »  dans  la  formule  dont  il  s'agit , 
on  pose    f{z)  =  e*f{t* ) ,    on  en  tirera 

^  l    X   I  X'^y^Tiy^  K.     I  «•  +  y|/"\   )    y^' 


(58) 


n^  l    X    I   X^y^T,.  X.     f   ».  +  y^/-\    )     y^" 

VZ-y       je  f[c  )-e    f[c  Jje        dy 

e       /^(e  )-e        /^(e  )  U  d«==«irv^-^^^^j(e-f(e-)) 

puis,  en  ayant  ^ard  aux  équations  (55)  et  \ày)p  on  trouvera 

^f''\Bf{R/'')^r.f[r./'^)]/'\p 

(59)  I  "' 


L'a  formate  (5g)  suppose  évideauneot  que  la  fonction 


(60) 


f[r6         )  =f[r{coBp  +  \/rrrBmp)} 


conserve  une  Valeur  unique  et  déterminée  i  tant  qu'elle  ne  devient  pas  infinie ,  au  moÎQs 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  r,p,  comprises  entre  les  Kmites  r=zr., 
r-=iR ,  p^l^'f  f=^P'    Si  l'on  pose  date  ki  mteM  formule 

r,=:0,  11  =  1,  P  =  0,  /»S=ir, 


on  obtiendra  la  suirante 


(•)     («) 


(61)  v/^rv*''v(/*'*)rfp+r'[A')-/'(-'')]«''=«»v^  L  «m». 

J    O  ^  1  J    9  (O)        (0> 


que  l'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit 

c        fit         ]dp  =  y/r,   I     f{r)4r  +  *n     ^ 
Si  l'on  posait ,  au  contraire    P = p,  -^  2  « ,    on  aurait 


fO    (*) 

,((f(«>)). 


e        =e 


et  la  formule  (Sg)  donnerait 


(65) 


(«)    0».+»«) 


((m))- 


Cette  dernière  ;  dont  les  deux  membres  ont  des  valeurs  indépendantes  de  l'angle  dé- 
signé par    po  >     se  réduira  simplement  à 


(64) 


0)). 


si  Ton  prend    )i*  =  ir.     Enfin ,  ai  l'en  prend    r,==o,if=i;    et ,  si  Ton  admet  que 
leptoduil    tf{t)    rfiSTamuisM  pour    tssKo,    on  tarera  de  l'équation  (69) 


(  9>3  ) 
e        f[e         )rfp  =  .,r     l       {{fit))) 


(65) 

•^     -TT  '  '  (O)         (.TT) 

Les  formules  (5ç))  »  (6i)  et  (65)  coïncident  «foe^M  éqoaUons  que  j'aî  données  idan»  le 
Bulletio  de  la  société  philomatique  de  1833 ,  dans  le  ig.*  cahier  du  Journal  de  l'école 
royale  polytechnique»  et  dans  le  mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des 
limiles  imaginaires.  Il  est  essentiel  d'observer  qu'en  évaluant  l'expression 

w  ^  i   ant))) 

comprise  dans  le  second  membre  de  l'équation  (5g)  »  on  devra  »  m  r»  n'e^t  pas  nulle  » 
réduire  à  moitié  chacun  des  résidus  relatifs  aux  valeurs  de  la  variable  I  »  qiii ,  étant 
propres  è  vérifier  l'équation 


167) 


r(o 


auraient  pour  module  l'une  des  quantités  positives  r^,  R ,  ou  correspondraiont  à  l'un 
des  arcs  p, ,  P.  C'est  une  conrention  que  l'on  est  forcé  d'admettre ,  si  Ton  veut  que 
les  formules 

<M)         i    ((Ao))=    r,  ((r(0))+  z,  ((r(0)). 

(r.)      (/».)  {r.rC/».)  (p)      (p.) 

1  * 

(il)    (P)  W^M       ,      '  (^)    iP) 

(r.)*^(p.)  ('■.)*^(p.)  '(roj^Cw) 

s'étendent  au  cas  même  oii  quelques-unes  des  racines  de  l'équation  (67)  correspondraient 
soit  au  module  p ,  soit  à  l'arc  w .  De  plus  »  pour  que  ces  formules  subsistent  • 
dans  le  ^  cas  où  la  valeur  numérique  de  la  dififérenca  P — p«  devient  égale  ou  su- 
périeure à  n,  il  lai»t  évidemment  supposer  que  la  notation  (66)  ropréaenle  alors  la 
samnie  des  résidus  reiatift  aux  divers  systèmes  de  valeurs  de  r  et  de  p ,  qui 
rendent  l'cxpreseion  imaginaire 

(70)  l  =  r(cosp  +  4/r7sin/>) , 

propre  à  vérifier  l'éfiualion  (67)  ;  d'où  il  suit  que ,  dans  cette  somme ,  le  résidu  relatif 
à  chaque   racine  devra   être   multiplié  par  le  nombre      m  ^      s'il  existe   entre   les 

3o 


Innites    po9  P»    tn  arcs  différents  correspondants  h  celle  racine.  Si  un  ou  deux  de  ces 
arcs  se  réduisaient  à  Tune  des  limiles    pof  P ,     il  faudrait  remplacer  le  coefficient    m , 

par     m dans  le  premier  cas ,  pir    m  —  i     dans  le  second.  Ainsi ,  par  exeinplt* , 

dans  la  aomme  représentée  par  la  noiaiioR 

(70  l       ((AO)). 

un  résidu  relatif  à  une  raeine  négative  de  Téquation  (67)  prendrait  pour  coefficient 
Tunité,  quoique  cette  racine  répondu  à-la-fois  aux  deux  arcs  p  =  —  n ,  p==-fr. 
Ajoutons  que  »  pOur  étendre  la  formule  (56)  à  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire 
sur  les  valeurs  des  racines  de  Téquation  (67) ,  il  est  à  propos  d'exclure  toujours  de  la 
somme  représentée  ;par  la  notation 

(7^)  l       {{fin  )) 

le  résidu  correspondant  à  une  valeur  nulle  de  t  =  ô* ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même, 
à  une  valeur  infinie  et  négative  de  la  variable  z.  Ces  diverses  conventions  étant  ad- 
mises,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  la  formule  (5g)  continue  de  subsister,  1.*  lorsque 
la  valeur  numérique  de  la  différence  P — p,  devient  supérieure  à  air;  9.."*  lorsque 
la  limite     r»     s'évanouit. 

La  formule  (65)  fait  dépendre  l'évaluation  de  l'intégrale 


(73) 


t        f\e        jdp 


de  la  recherche  des  résidus  de  la  fonction  f{t)  correspondants  à  celles  des  racines 
de  l'éqnatîon 

(67)  IW^''' 

^ui  présentent  une  valeur  numérique  ou  un  nK>dule  inférieur  à  Tunité.  Elle  fournit, 
comme  la  formule  (33)  de  la  page  io4  »  les  valeurs  d'un  grand  nombre  d'intégrales  dé- 
finies .  et  peut  se  déduire  directement  de  la  même  formule  *  ainsi  qu'on  va  le  faire 
voir.  ^ 

Si  »  dans  la  formule  (33)  de  la  page  io4  »  on  pose 


/W  =  TT^  ^  [t^]  ■ 


(  •»*) 


-OD  O 


Si  l'on  substitue  maintenant  à  la  variable  imaginaire     z     un  autre  variable  imaginaire 
t,     qui  soit  liée  à     z     par  Féquation 

^7^^        7^=*'         *»"         (77)  '-- nr^' 

et  aux  variables  réelles    p  «  r    par  la  suivante 

(78)  I  =  r  (cosp  4-  y/TT  sinp) , 

I 

r     étant  positif  «  on  trouvera 

,     .       I  -  r  cosp  -  rsjq/y .  ^i     ^ arsin/? ,  i-r« 

'^'      i+rcosp+rsinp.V^i  •^"*        (i+rcosp)*  +  (rsinp)*  '*    (i+rcosp)»+(rsîn/?)*  •'^■* 

(80) 


Or,  il  résulte  évidemment  de  l'équation  (7g)  que  les  diverses  valeurs  de  z,  dans 
lesquelles  le  coefficient  de  |/rr  reste  positif  ^^  correspondent  aux  diverses  valeurs  de 
< ,  qui  présentent  un  module  r  inférieur  à  Tunlté.  Par  conséquent ,  on  tirera  des 
équations  (49)  et  (74) 

fl 

•  >  •        • 

-00*^0  l\,*+*'"'\i-*V/rJj/—»v^ï(o)'^(.,r)U   f   )}' 


et  ta  formule  (7S)  pourra  être  réduite  à 


»  I  <  ,  »  i' 

«       •       1 


»         •        « 


m  Ê        m  m^  7.  n  ^       m       \  MM  I. 

(8«) 


/>(:-^4^=";:;<:fm)- 


Si  Ton  fait  dans  cette  .derôtère 

(83)  2  =  tong  —p, 

on  aura 


î 


(  •»«) 


*  j.t/-. .:»  P 


(84) 


et  l'on  conclura  de  la  formule  (8s) 

pui.    en  remplaçantla  fonction    /'(t)     par  le  produit    ^^(0.     on  retrouvera  I,  for- 
mule  (65). 

L'équation  (85)  peut  encore  s'écrire  comme  il  suit 

•^0  (O)       (-ir)^^      '      ^/' 

II  est  essentiel  d'obserrer  qu'en  évaluant  l'expression 

on  derra  réduire  à  moitié  chacun  des  résidus  relatifs  aux  valeurs  de  la  variable  t,  qui 
auront  l'unité  pour  module  ou  pour  valeur  numérique.  Ajoutons  que  tes  formules  (81) , 
(85) ,  (86) ,  doivent  être  restreintes  au  cas  oii  le  résidu  partiel 

f  • 

(88)  l  ^.==  ,^  l   ; \ /f_i±îV^\ 

((0)      ^        (i-«i/n)((i+«t/"i))'U-«i/r.  j 

s'évanouit.  Si  ce  même  résidu  acquerrait  une  Taledr  (lif^rant»  de  zére.  alors,  , 
cluant  do  la  somme  représentée  par  la  notation  (87)  le  résidu  correspondant  k 
valeur  nulle  de  t,  on  obtiendrait,  à  la  place  des  formules  (81) ,  (8§) ,  (86) ,  de 
relies  équations,  savoir. 


en  eX' 
une 
nou- 


(  «'7  ) 


(9')~ 


J  O  *  ^^*^^        (O)      (-.r)  V\     '     // 


) 


Enfin ^  si  la  fonction     f{t)     pi*end  une  valeur  finie  pour     1  =  0  ,     tes  formules  (90) 
et  (91)  pourront  être  réduites  à 


„.,  r/r)^.=..U'»'\>n(('^))l- 


(93) 


f:'^^^^^¥^^'-'[<Klim{ 


Noas  termineron*  cet  article,  en  mootraot  quelques  appiicatioas  des  furinuics  (85) 
e»  (9*)- 

Faisons  d'abord  successivement 

(94)  f{t)  =  {it  +  t).  (95)  f(^t)  =  !l^, 

I  désignant  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  et  f(l)  une  nouvelle  fonction  de 
t  qui  conserve  une  valeur  finie  »  pour  Routes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  i , 
dont  les  modules  sont  infiirieurs  à  Punité.  Les  ibnnniev  (8$)  et  (9»)  donneront 


(96) 


r''([,+6''"^'}dp=!i^({,), 


ry'{(.+  e'''')ép  = 


(g^)  f       ^      -      ri..    --      iw »«.      -^••fH 


i.a.3...n      ds'* 


Si  1*00  fait  en  particulier     f(s)  :=e^',     on  tirera  de  ta  Ibrihulc  (97) 
(98)  a?" 


«(  par  suite,  «n  suf^osant    A«  =  A  , 


(1.8) 


(99)         ^"'^"=-"7; — J.^r       "''  *         •  ^  ^' 

Si ,  dans  la  formule  (96) ,  on  réduit  la  constante    s    à  zéro ,  on  aura  simplement 
(100)  /       ([e         J  rf/>  =  airf(o)  , 


ou,  ce  qui  retient  au  même. 


f'jlil 


')+fG-'^') 


(101)  I  <f/g  =  irf(o) 


^   Concerons  maintenant  que  l'on  fasse  successivement 

(•o«)  f(t)=^,  (.o5)  f{t)  =  Jl±., 


1- 
t 


3  désignant  toujours  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  et  la  fonction  f(i)  étant 
assujettie  à  la  condition  que  nous  ayons  indiquée.  Oh  tirera  de  la  formule  (92) ,  1/  en 
supposant  la  valeur  numérique  ou  le  module  de    s    inférieur  à  Funité , 

m 

S.""  en  supposant  la  Valeur  numérique  ou  le  module  de    s    plus  grand  que  l'unité , 


(.06) 


/;im.,=Jn.,-r(^)i, 

%/  -w   I  -  se  Ç      .  ; 


-il——,  rf;,  =  o . 


Si  la  valeur  numérique  ou  le  module  de     s    devenait  égal  à  Tunité ,  alors  »  en  réduisant 


(  «"9  ) 
chacune  des  intégrales  prises  entre  les  limites    — n ,  ^n    à  sa  valeur  principale  ,  on 
tirerait  des  formules  (85)  et  (gs) 

Si  Ton  combine ,  par  ?oie  d'addition  et  de  soustraction  ^  les  formules  précédentes  ,  on  en 
déduira  immédiatement  »  quel  que  soit     «  ,     les  valeurs  des  intégrales 

/   ^      i-jcos;?     i\9        y-ffU         )  j    

et  par  suite,  en  ayant  égard  è  l'équation  (loi) ,  les  valeurs  des  intégrales 


/ 


ir 


fV^)+f(/'^')      Hp 


i*«cosp+«* 


Jo  *  i-aicosp-»-**  '^  jj  al/Ti  i-a^cosp-f-s* 

On  trouvera  de  cette  manière»  i.""  en  supposant  la  vaieor  numérique  ou  le  module  d( 
<    ioférienr  à  l'unité 


(110) 


r"fC/^")^f(e-^^')  dp  !(,) 

J  Q  a  i-^a^cosp-f-f*  i-#» 


J 


N 


{    ««0   ) 

ï\e          )-¥î[ê           J        conpfip               r    Tu-*»   -,   .         -,    ,  H 
__ L_I = I  f(^)  — f(o;    I  , 

(.11) ./ 

lll Ll^ L  ""/'^^         =JLrf(,)^f(o)1; 

il.*  en  supposant  la  valeur  numérique  ou  le  module  de     $    supérieur  à  l'unité  , 


I  -a*cosp+«*  *•-  I 


(..3) 


t 

Q  a  i-a*co8p+«*         a*L**-i       \s)  J' 


3.**  en  supposant  la  valeur  numérique  ou  le  module  de     s    égal  à  l'unité  »  et  chaque 
intégrale  réduite  à  sa  valeur  principale 


^Q  a  i-a*co8p+*«        4*    i-**L  v*/J      a5   '  ' 


(1.5) 


Il  est  bon  d'observer  que»  pour  tirer  les  formules  (i  la)  et  (i  i5}  des  formules  (i  lo)  et 


(m),  il  sufGt  de  remplacer    #    par  — •     De  plus,  si  l'on  pose     #  =  ±1     dans  ia 
seconde  des  formules  (i  i5)  »  on  trouvera 

yCOt-£-     ■      f  ■    ■         r  j^.  .,  rfp  =  ir[f(^) — f(o)]  , 

o.  •^'* 

(»>6)     { 

o  *  '  V^'. 


(  *«»  ) 

Ajontons  qne  l'oa  poarrait  d^uire  directement  les  équations  (iio)  (iii)  et  suivantes 
de  la  formule  (86)  ou  (91)  >  en  posant  successirement 

«'>=ô:7ôF7j-    n'^-UuT)-  ^<"=y4)- 

si  Ton  posait  au  contraire 

n    désignant  an  nombre  entier  quelconque,  la  formule  (91)  déterminerait  immédia- 
tement quatre  des  six  intégrales 

(.17)        r  "cos-p.  f^''"^"M'''"^')  dp , 


(u8) 


/ 


'    ft/*'')+f(«"''"^"*)      cos-p.rfp 


i-a*co8^+** 


(119)  I      sin^f .  — i '. '—  dp  , 

•/  0  * 


(lîo) 


/ 


*   ^(«'^"j+fCr'^")       sin-p.rfp 


l-S^COSp-ftf' 


(1*1)  I      sin";».  — i _^^  dp , 


^V- 


(iji) 


/ 


TT 


ay/ri  i-a*co9^+j* 


saroir,  les  quatre  premières  »  pour  des  valeurs  paires  du  nombre    n,    et  les  deux  pre- 
mières avec  les  deux  dernières  pour  des  valeurs  impaires  du  même  nombre. 

« 

Si,  après  avoir  remplacé,  dans  les  formules  (io4)  •  (io5) ,  etc. ,    «    par    d:«|/r7, 

3i 


(    8M    ) 

on  combine  ces.  formules  entre  elles»  de  manière  à  faire  disparaître  les  îmaf^oaires ,  on 
en  déduira  sans  peine  les  valeurs  des  intégrales 

J  ^      ,  a  \i-a»sinp+s'  i+!»*sin/»+^»  y     '^ 

m 

J   Q  2y7i  \l-a^SÎDp  +  «*  1  +  34810/9+5*/ 

(125)  1         — ^^ 1 1.    : : ]COSpdp  , 

,  Jo  ^  \  I-a*SlUp  +  5*    ^    l  +  258Ul/7  +  *»y       '  '^     '^ 

(126)        1       -J^ i—1 L( . . Icosprff), 

J  Q  *K-»  \i-a«Hop+j»        i+a*suip+«»/ 

et  de  plusieurs  autres. 

On  peut  déterminer  Immédiatement»  à  l'aide  des prtâclpes  que  nous  venons  d'exposer, 
Ic9  valeurs  des  six  intégrales  définies 


/ 


-  f(/^")+f(r'^"3       .     * 


CÙ$p.dp=:  —  r(o)  ^ 


(•27)  . 


£ 


sin/>.rfp  =  — r(o)  , 


a^^  '^        a 


(.28) 


X 


'  f(/-^^).t(.'>:^)  ...     ■         ,».Y.,r.n 


Ç9tp.4p  =  w  Uà^J^iZJJL^t^o) 


(  asS  ) 

En  eSel ,  on  dédaira  les  formule»  ( 1 37)  deB  équations  (in),  en  posant  ir  =  0  »  61  U 
seconde  des  formules  (i)8)  ou  (isg)  des  équations  (116)  combinées  entre  elles  par 
voie  d'addition  ou  de  soustraction.  Ajoutons  que ,  pour  obtenir  la  première  des  inté- 
grales (laS)  et  la  première  des  int^rales  (129) ,  il  suffira  de  réduire  la  çonsUnte  s 
à  l'unité  dans  les  intégrales  (laS)  et  (ia6).  Au  reste»  on  parviendra  directement  aux 
équations  (137),  (198)  et  (lag) ,  si,  dans  la  formule  (86 j  ou  (91)  •  on  remplace  la  fonc- 
tion   f{t)    par  Tune  des  suivantes 


1  I 


^  '  ^  '  <*7        '-7       '*T  '-7 

Les  diverses  équations  que  nous  venons  d'établir,  à  l'aide  des  formules  (85)  et  (9s)» 
peuvent  se  tirer ,  pour  la  plupart ,  du  théorème  de  M.  Parseval.  Plusieurs  de  ces  équa- 
tions étaient  déjà  connues ,  et  s*accordent  avec  celles  qni  ont  été  données  par  M.  FruUani , 
dans  un  Mémoire  publié  en  1819 ,  par  M.  Guillaume  Libri ,  dans  le  tome  xxviii.*  des  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Turin,  enfin  par  M.  Poisson  et  moi,  dans  le  Bulletin  de  la  So- 
ciété philomathique  de  1833,  et  dans  le  xix.*  cahier  du  Journal  de  rËcoIe  polytcckinquc. 
Si,  pour  fixer  les  idées,  on  réduit  la  fonction    {{t)    à  Tune  des  suivantes 

(^)".  '(^)-  -m-  '(^)' 

et,  si  Ton  remplace,  1.^  la  lettre    $    par  la  lettre    r  ;     s.*  la  variable    p    par     2p , 

on  déduira  des  formules  (io5)^  (106)',  (107),  etc ,  les  résultats  contenus  dans  la 

page  39  du  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prbes  entre  des  limites  imaginaires. 

Lorsque,  dans  la  formule  (jS) ,  on  remplace    p    par     sp»  elle  donne 

Cela  posé,  concevons  que,  f{oc)  et  F(sd)  désignant  denx  fonctions  réelles  et  en- 
tières de  la  variable  x,  ci  a  une  constante  dont  la  valeur  numérique  ou  le  module 
soit  inférieur  à  l'unité  ,  on  Substitue  à  la  fonction    f(t)  ,     ou  le  rapport 


(    284   ) 

OU  l*uii  des  produits  auxquels  on  parvient  en  multipliant  ce  même  rapport  par  Tune 
des  expressions 

m-  {"¥-)'■  (^)'-  'm--'(^).  '(^)- 


y    CvC«  •  •  •' 


On  tirera  successivement  des  formules  (qS)  et  (i3o) 


(l52) 


/ 


f(cos,)^     .        if(o)     /'V^-^  ^[Î0^f)3 

F(cosp)    ''  j  F(o)  %,*--(.,)  ,^^F  [^0+f  )])) 


^ 


(.3 


'^r 


f(cosap)  .  If 

cos^p  cosapdp  =  ' 


F  (ces  a  p) 


-i^(«)"*"(o)V).((F[K'n)])))' 


(.54) 


/ 


2     f{C0S2p)  /tt  \ 

r^ i  sm«p  cosa p    dp 

F(cosa/3)  \2  I 


2 


a  +  i 


f(o)  _^W     W    (-^)-f[70+|)] 


^('')(o)(..)<(F[K'.f  )])))• 


(,35) 


/ 


f(cosap) 
F(cosa/i) 


tang^pcfpm 


acos 


aT 


(  f(o)       (0      W  (.-0'f[i(^^•f)] 

7^  ^(o)^(-,)  '(((..o'^[lCn)])))  ' 


(.56) 


(  S95  ) 

(0     W 


Co)     f,,((('-OF[K'.n)]))' 


o  (o)       (-») 


((('-)f  [K»f)]))  ' 


//N  /*  »    f(co»a/>)         lco8/>  _ 

^'*''  /         F(co8ap)  p'  +  (lcosp)«     ''" 


n»)ia)    ,,  ,.^(('(^)^[T('-7)]))r 


î{cos2p)        ptangp 
F(cosa/))   p»  +  (lco5p) 


elc 

Il  est  essentiel  d'observer  que  les  formules  (i33) ,  (i&4)  ^^  (^^9)  peuvent  ôlre  éten- 
dues à  des  valeurs  positives  quelconques  de  la  constante    a . 

Lorsque,  dans  les  équations  précédentes,  on  réduit  les  fonctions    f(x)  et  F(x) 
Tunité,  on  en  conclut 


(  •»€  ) 


(«43) 


/    •  co»' pcotap dp  z=  -^  , 


(i4A)  /    *  «««pcoja^-^— p)  rf;,  =  -^. 


(i45)  /    »  iaof 'p dp  = 


f 


acos  — 


C'A6) 


5P  «• 

y*  lco8;»d;»=-Jl(-^j  ,  047)      /    '    \»iupdp=^\U-\  , 


ir 


(i48)  /       ltang;>rfp  =  o. 

(t49) 


CO»— ?-r-^rfp=— — ■     O        \,^  ^,.  ~, 


«     (-"■) 


(i5o) 


*  ,  (0     (') 


«r 

^"^^^  J        p»+(lco8p)*      '^        al(a) 

Si  Ton  posait  «  dans  Téquation  (i45)  taDgp  =  a;»  et  si  Tod  y  remplaçait  a  par 
a  —  1  ,  on  retrouverait  une  {ordiuifi  d'Euier»  saroÉr,  réi|uation  (5o)  de  k  page  109. 
On  doit  au  même  géomètre  la  formule  (i47)»  ^  laquaiie  on  déduit  MBiê  peine  ka 
équations  (i46)»  04^)*  ^^  ^  M.  Poisson,  les  formules  (i43)«  (i^i)»  (i5>)*  Ajoutons 
iju'on  peut  tirer  ta  formule  (i44)  de  Téquation  (i4^)  #  et  que  Tintégrale 


("7) 


/ 


a  éTÎdemment  »  comme  Tindique  la  formule  (iSo),  une  valeur  infinie.  Quant  à  l'é- 
quation (149)  f  qu'il  est  &cite  4e  Férifief  iireotoment  4outot  les  feia  que  la  constante 
a  se  réduit  à  un  nombre  entier  »  elle  offre  cela  de  remarquable  »  qu'on  peut  y  faire 
varier  arbitrairement  la  constante  dont  il  s'agit,  sans  que  le  preunisr  membre  change 
de  valeur. 

L'intégrale  (i4o)  est  l'une  de  celles  d^nt  j^ai  appris  à  déterminer  les  vali^rs  dans 
un  Mémoire  approuvé  par  l'Institut ,  sur  un  rapport  de  M.  Legendre ,  daté  du  7  no- 
vembre i8i4«  Si  l'on  remplace  f(x)  pat  (i-^2D*)f(a9) ,  cette  même  intégrale 
se  transformera  dans  la  suivante 

/  -^v  /*^    ffcosa;?)         .  , 

(«03)  J^      F(co,.p)     P^'^^VdVr 

Les  équations  (iSa),  (^^3)  ^^  suivantes  supposent»  comme  les  formules  (g5)  et 
(i3o)  »  que  l'expression  (i3i)  conserve  uae  videur  fioie  pour  une  valeur  nulle  de  (; 
ce  qui  arrivera  néoessairement ,  si ,  dans  la  fraction  raiionnelle , 


F(4r)  ' 


le  degré  da  nnmératflur  est  inférieur  ««  4S|;aI  an  de^ré  du  déAomjnateor.  SI  le  contraire 
avait  lieu,  les  intégrales  comprises  dans  les  équations  (1S2) ,  (i35)  et  suivantes  pour- 
raient  facilement  se  déduire  non  plus  de  la  formule  (93)  »  mais  de  la  formule  (91). 
Ainsi  y  par  exemple ,  si  l'on  prenait 

f(a5)=a5'»,  et  V[x)z^\, 

r 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque,  le  premier  membre  de  la  formule  (i3s)  se  ré- 
duirait à  l'int^ale 


/ 


co%^  p  dp 
o 


et,  pour  déterminer  cette  intégrale  «  il  suffirait  de  poser  j  dans  la  formule  (91) 


.....fâ-. 


(  ««8  ) 

On  troarerait  ainsi 

D'ailleurs ,  le  coefficient  de    — ,     dans  le  développement  de 

(H-P)-_       1  m        I  m(m-i)       , 

est  éyidemment  égal  à  zéro ,  lorsque    m    désigne  un  nombre  impair ,  et  à 


m 


(m  — !)•...  f  —  +  i)  i,t.3...(m-i)in 


a 


('•*-t)  (••"•••  t) 


dans  le  cas  contraire.  On  aura  donc,  pour  des  valeurs  impaires  de    m. 


(i55)  /      cos'»pdp  =  o. 


/. 


et ,  pour  des  valeurs  paires  de    m , 


♦ 

ce  qui  est  exact. 

Supposons  encore 

({x)  —  i—x\  T{x)=i. 


L*iniégrale  (i40  deviendra 


/ 


2 


pcoipdp , 


et  sa  valeur,  déduite  de  la  formule  (91),  sera 


(  "9  ) 
Concevons  maintenant  quo  l'on  prenne  saccessivement 


(.58)       •        f{t)  =  .^. 


e     -1 


(.59)         ^(0  =  -;^^. 


•    <  -. 


S  désignant  une  quantité  positive,  et  {{t)  uue  fonction  qui  conserre  une  valeur 
finie  pour  toutes  les  Valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  t,  dont  les  modules  sont  ren- 
femaé»  entre  les  limites    o ,  i .     On  tirera  de  la  formule  (ga) ,  i>  en  supposant    s<2n. 


(i6o) 


(i6,) 


Uie"'^'') 


-«(sin/y-^âcos^) 


-''''=7ï7:t^<**î- 


9   ' 


en  supposant    «  =  a  ir , 


(.^2) 


/  >^(co«p  +  /.7ùa;.) <»/>  =  f(o)4- 


f(t/ro^-f(-t/r.) 

2 


(.63) 


/»• 


e       "f(/^-")         . 


-aw(»inf>-^"  cosf^) 


dp  = 


- 1 


v« 


^  < 


f(o)  + 


f(.)+f(-l) 


3.*  en  supposant    «    compris  entre  les  limites     air,  4ir, 

^'X"-^J^^4^'"'=,-T^|'t«)+f(r)+'(-T) 


(« 


En  général^  si  Ton  suppose    s=anff,    n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on 
trouvera 


{'66) 


"^^fC/"^") 


dp  = 


.  I  f(.)+f(-|.,/T)  +  f(i.^)+ +  |f(»/-) 


32 


(  aSo  ) 


/^"f(/^"} 


(iGr)  / 1^.:: rfp  = 


ni/: 


e  - 1 

* 

f  (o)  +f  (-1)  +f  (-ij  + +~H^) 


Si»   au    contraire»  on  suppose  la   quantité     s     renfermée  entre  les  limites     sn;:^ 
a(7i4-i}^»     on  aura 

^    e  -  I 

,  (  f(o)  +  f(^,/r:)+f(^V:7)  + +f(-î^v^) 


3 
B 


+  '(-T»^)  +  f(-T'^)+--  +  '(-^''-) 


tf  -  I 


on 


.  (n.)  +  f(^)+r(-^)+ +f(^) 

Si ,  dans  Téquation  (169)  »  on  remplace    s    par    —  9     et     i{i)     par     f  1 —  j 
obtiendra  la  formule 

(,^„)     r^       e^^T(li>^^')       ^    ^_^(f(o)  +  f(.)+f(»)  + +f(«)    j 

J -n  ^~^(«t>PW-co>p)  V^'  j         +f(-i)  +  f(-2)  +  ...+f(-n)     ' 

qui    subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de     s     renfermées  entre   les  limites      *  =  —  , 


71 


W+1 


On  aura  doue  par  suite 


(  »3i  ) 
(«7")     f(—«)4-f(-^«+ 0 +  •••+«■(— »)+f(o)+f(i)+...+f(n-.i)+f(n) 

-  *  /    — ^. — ;: — ; — '^P' 

C        '  -1 

ft  I*on  en  conclcrra,  si  la  fonction    f({)     est  réelle , 

(172)      f(— n)  +  f(— n+i)+...  +  f(— i)4.f(o)+f(i)4-...+f(n-.i)  +  f(n) 


/ 


a»* 

—  sîn/» 


sinp  —  sin  I  p cosp]       fl — t         j+M  —  ^  ] 

—  _— ^ — _^  rfp 


ITT  ,  27r 

-sinp  .      ^  --.il,, 

—  2e08    C08O    +C 


(~C08p)  + 


e  *         cos 


p  — cosfp ^cospj       ff— c       M ff— «  J 

*«'  .  2  1/?: 


'^'3    I      —^ ^ ^ TT ^-^ r77=^-^ ^^P- 

e  — 2C08  (— cosp  J +e 

Les  formules  (171)  et  (178)  sapposont.  Tune  et  l'autre,  la  valeur  de    s    comprise  entre 

les  deux  nombres    —  ,   •     Le  premier  membre  de  chacune  d'elles  se  réduit  à  la 

somme 

(173)  i_f(o)4.f(i)+f(2)4....f(„), 

dans  le  cas  particulier  où  Ton  a 

('74)  f(«)=f(-0. 

Si,  pour  fixer  les  idées ,  on  pose  dans  la  dernière  de  ces  formulcfs 

am  ai'^ 

f(£)=t        ,  OU  f(0=«        * 

m    étant  un  nombre  entier  quelconque ,  et     a     une  constante  arbitraire  »  on  trouTera 
successiremcnt 

(175)  ,4- 2""+ 3""  4- n" 


\m 


ITT 

—  8in  p 


^'"■'  C  *         sin(2m-{-i)p  —  sin  j  (2m4-Op cosp 


a^  'ATT 

tiinp  ,_^  .  — ---8inp 


*  cosp  {* 

dp  , 


e' 


/air  \  , 

2  COS  I  —  cos  p    -|-  e 


(  sS»  ) 

(176)  h*    +«       +^       +-»—-+'«         == 


^/ 


^  dp. 


s       §  a*   .  a* 


"'""''  /air  \   .     -7 

—  9 COS  I COSp I  +  C 


Supposons  encore  que  Ton  prenne  successiTement 

(»77)  f(0  = 


\c"+c     '  /    U'  +e     '/ 


(178)  f(0=        ^^'^ 


f 


\C— C  /\«— 6  / 


f  (  I  )  désignant  une  fonction  qui  conserve  une  valeur  finie  pouf  toutes  les  valeurs  réelles 
ou  imaginaires  de  t  /  différentes  de  eére ,  et  dont  les  module^  sont  renfermés  entre 
les  limites  o  et  i.  Alors  l'équation  (91)  fournira  immédiatement  les  valeurs  dea  deux 
intégrales 


(.80) 


/ 


'^  t(,'^~Uf{e-'^')  dp 


«         '^ -acos(a«sin/D)+«  '^ 


Ces  dernières  intégrales  comprennent ,  comme  cas  particuliers ,  celles  que  H.  Poisson  a 
déterminées  à  la  page  494  du  19.^  cahier  du  Journal  de  TËcole  royale  polytechnique. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  les  applications  des  formules  (85) ,  (91), 

(92)  «  etc Nous  en  avons  dit  assez  pour  faire  voir  les  avantages  qu'elles  présentent 

dans  la  détermination  des  intégrales  définies. 


SUR  LA  RÉSOLUTION 


DE    QUELQUES    EQUATIONS    INDETERHINEES 


EN   NOMBRES  ENTIERS. 


S  i."  Ritolutùm  en  tifimbm  entiers  de$  équations  homogènes  entre  deux  variables. 
Soit 

une  foociion  homogène  deê  deux  variables    x,j»     L'équation  indéterminée 

(i)  F(aî,7)=o 

pourra  élre  facilement  résolue  en  nombres  entiers.  En  effet  »  si  l'on  pose    y=zpx, 
cette  équation  deviendra 

(«)  P(i,p)  =  o, 

(■ 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  résoudre  cette  dernière  par  rapport  k    p.     Si  l'équation  (2) 
a  des  racines  réelles  et  rationnelles ,  et  si  l'on  désigne  par 

N 

une  quelconque  de  ces  racines  réduite  à  sa  plus  simple  expression ,  00  vérifiera  l'équation 
(  1  )  en  posant 

et  par  taite 

(4)  x  =  kU ,       y  =  klf , 

k    désignant  un  nombre  entier  choisi  arbitrairement. 
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(  «54  ) 

Exemple.  Supposons  que  »  les  quantilés  réelles    A,B^C    ayant  pour  valeurs  nu- 
mériques des  nomJbres  ontiera  »  on  propose  do  résoudre  Téf  uatioa  indéterminée 

■ 

(5)  ^x*  4-  Bxy  4-  Cy*  =  o  ; 
cm  en  ttrcra 

(6)  A  +  Bp-^Cp^^o  , 
et  par  suite 

17)  --P ^ 

Donc  TéquafeioB  {£)  ne  pourra  être  résoliie  en  fumibres  «nlien  que  dans  le  cas  où 
B*r^l^AC    sera  un  carré  parlait. 

§  s.*  Béeolutian  en  nombres  entière  dô  C équation  homogène  du  premier  degré 

à  trois  variables. 

Soit  donnée  k  résoudre  Téquation  indéterminée 

(i)  att  +  ^v +ctt>  =  <>  » 

a,  b ,  c  désignant  trois  quantités  entières,  c'est-à-dire  trois  quantités  réelles  qui  aient 
pour  valeurs  numériques  des  nombres  entiers ,  et  u,  v  ,w  trois  inconnues.  Si  Ton 
exclut»  comme  on  peut  toujours  le  faire»  le  cas  ofa  les  trois  quantilés  a,  b,  e  ont  on 
diviseur  commun,  on  reconnaîtra  sans  peine  non -seulement  que  Ton  satis&it  à  l'équa- 
tion (i),  en  prenant 

u^^br-^cn  , 
(2)  l     v=:cm^^ar , 

m,  n,  r  étant  trois  quantités  entières  ;  mais  encore  »  que  les  valeuVs  prèeérfieniss  de 
u,v,w  offrent  toutes  les  solutions  possibles  de  la  question  proposée.  En  effet,  dé- 
signons par  V  9  F,  fF  un  quelconque  des  systèmes  de  valeurs  entières  de  u,v,w 
propres  à  vérifier  Téquation  (1) ,  en  sorle  qu'on  ait 

|5)  aV  +  bF+efF^o. 


Soit  d'ailleurs    jg)    le  plus  grand  oommon  diweur  de    a    et  de    6«    ^,    parlij- 


(  9S5  ) 
pothèn ,  BCpMnva £nMr  a;  elon  «oMtqueDce   J^  dom  AUW dMaiUe par    .0.     It 
GD  résulte  immédiatement  qu'on  pourra  trouver  des  quastités  eotières     M  et  N     qui 
Mtisfauent  ^  la  formule 

S>         S)         s> 

ott.ce  <|pi  Mrieal  «a  mAiWj  ti  I*  MÎTMÉe 

(4)  W  —  aN  —  bU.. 

De  plus,  si  l'on  élimine     iV    enlni  les  ét^atîons  (5)  et  (4) .  on  en  conclura 

ou ,  ce  qui  revient  au  mémo  , 

(5)  ^^v  +  cI1)  =  ^(cU-y): 

et,  comme    — =-  •    —z^r-    n'auront  pas  de  facteurs  commuât,  on  tirera  évidemment  de 
S)        S>  '^ 


l'équation  (S) 

V  +  .«^^R. 

.«-r^J^B. 

M 

m 

p=i«-.«. 

V^.M-J^B 

Jf  iéà^iaf  utie  quautHfi  enttSre.  Enfin ,     c  tV  0    n'ayant  poM  defôctcurs  commuât , 
on  pourra  trouver  encore  deux  quantités  entièreB    r  et  >    qui  vérilient  la  formule 

Celapoié,  Ict  équations  (6)  donneront 

Or,  il  oit  clair  que  les  valeurs  de     V,y,ff^-  détermiûéea  par  les 'formules  (4)  et  {%) 


^ 


(  236  ) 

eoincideront  avec  les  valcar»  de     u^v^w     que  Ton  déduirail  des  équations  (s)  co 
posant 

(9)  m  =  M  +  ^s.  n  =  ;V  +  -~., 

£>  S) 

Donc  ces  équations  fournissent  toutes  les  solutions  possibles  de  la  formule  (1). 

Si  Ton  désignait  par     «o»  t;»,  w^    un  système  particulier  des  Taleinrs  de     u^v^w 
propres  è  yérifier  l'équation  (i) ,  en  sorte  qu'on  eût 

(10)  ac(o  +  6vo  +  0U^o  =  o  , 
on  pourrait  remplacer  l'équation  (1)  parla  suivante 

(11)  a(a~ttp)  +  6(t;  — t;o)4-c(w  — Wo)  =  o, 

et  substituer  en  conséquence  aux  premiers  membres  des  formules  (a)  les  trois  dif- 
férences u  •—  tto  y  V  — •  i;o  9  te  —  ti/o •  Cela  posé  »  les  valeurs  générales  de  ,u^v,w 
se  présenteraient  sous  la  forme 

(13)  \     v  =  Vo  +  ^î»  — ar  , 

w  =  1^0  + an  —  bifn, 

§  3.*  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  des  équations  homogènes  entre  trois  variables. 

Soit  F{x,y,z) 

une  fonction  homogène  des  trois  variables    œ,yfZi     et  supposons  qu'étant  donnée 
une  solution  en  nombres  entiers  de  l'équation  indéterminée 

(1)  F(aj,j^.»)=o, 

on  propose  de  résoudre  généralement  la  même  équation.  Soit 

(«)  a5  =  a,        7  =  4,         «  =  c 

la  solution  donnée ,  en  sorte  qu'on  ait  x 

(5)  F(«.6,c)=o, 


(  .57  ) 
a,b,e    désîgoant  trois  quantités  entières.  Si  Ton  satisfait  à  Téquation  (i)  ,^ar  dau-^ 
très  quantités  entières    x,jr,z,     on  pourra  encore  en  trouTer  trois     u,  v  ,w    qui 
toient  propres  à  vérifier  les  deux  équations 


i,  - 


desquelles  on  tire 


(5) 


0 


au -4- 6 V  4- ^'tt' =  o , 


tt 


19 


cy^bt 


az^cm 


ax^by 


Car  il  suffira  de  prendre  pour     u,  v  ,w    les  trois  difleronces 

oa»  si  Von  veut  qu'il  n'existe' pas  de  facteur  commun  aux  trois  quantités    u^v^w^ 

les  quotients  qu'on  obtiendra  en  divisant  les  mêmes  différences  par  leur  plus  grand 

•  •  •  *  , 

commun  diviseur.  Si  maintenant  on  substitue  dans  l'équation  ('i)-la'Taleur  de    z    tirée 
de  la  seconde  des  formules  (4)  »  on  trouTera 


(«) 


„/  ux'\-vy\ 


.I9'i 


oa ,  parce  que  la  fpnction    Y  {x^y  ,z)     est  supposée  homogène 


(7) 


F[was ,  wy,  —  (uas4-«jr)]  =  o 


De  plus»  comme  on  vérifie  l'équation  (i)  et  la  seconde  des  formules  (4)  en  prenant 
x  =  a,y=6,  z^szû^    on  aura -encore 


(8) 

Enfin  »  si  Ton  pose 


V\wa,  ivb,'—  («!<»  +  « 6)] i==o  . 


i=^ 


—  ==:P 


ie*  formule*  (7)  et  (8)  donneront 


(10) 


F[w,»p,--(tt4-«p)]sso, 


('») 


P[w/w  P.  — (a4.  «/»)]  =  ©. 


*  « 


V 


(  M  ) 

Oo  akirft  far  saita 

(la)  F[w,w;>  — (tt  +  v/ï)]  — FCw.wP,  — (f«4.t;P)]  =  o. 

Ajoutons  que»  si  l'on  fait»  pour  abréger, 

(i5)   ♦(a5.jr,«)= — ^-^^^,x(x,y.s)t=   »   y    ^Y(g,y,^)=       ^^'/^  \ 

et»  si  Ton  désigne  par  c>V^  le  degré  de  la  fonction  homogène  '¥{x^j,z)  ,    on  aura, 
en  yertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes , 

m 

et  par  suite 

(i  jk)  a^{titb,  a)  +  *X  (a»  fr  ,«  )  •+•  aV  (:«/|  fc-^a)  asio  . 

■ 

Calp  posé ,  il  est  clair  qv'oa  vérifiera  la  première  dea  ioamulas.  (4).  noa^saidsoMiU  ca 
supposant 

(i6)  tt=6r  —  en,         v  =  ofn  —  ar  ,        w=^an  —  bm  , 

mais  encore  en  prenant 

et  plus  généralement 

f«  =  «(a,.fc,£î) -f.  Ar  —  en  ^  . 


(18) 

m,  n,  r  étant  des  quantités  entières  quelconques.  II  ne  ^restera  plus  qu'à  examiùer  si 
Ton  peut  disposer  de  m,  n  et  r»  de  manière  que  f équation  (19)  fournisse  des  va- 
leurs rationnelles  de  p  autres  que  p  =  P,  Dana^  tous  les  cas  où  cette  condition 
pourra  être  remplie»  la  méthode  précédente  fournira  de nouxcAles" sobtreas  db-  réqiia- 
tion  (1).  En  effet»  pour  chacune  des  nouvelles  valeurs  rationnelles  de  p,  on  tirera 
facilement  des  équations 

(19)  jr^px.  .(20).  z  — —^=^^—JLjx, 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  seule  foffwikle 

H  4  =  r^— 


w        wp         ^u-vp 


des  systèmes  de  valeurs  entières  de    x^y^z;     et  il  est  clair  que  cbacuu  de  ces  sys- 
tèmes sera  propre  à  vérifier  Féquation  (6) ,  et  par  conséquent  l'équation  (i). 

Nous  aUons  maintenant  appliquer  la  méthode  qui  précède  aux  équations  homogènes  du 
second  et  du  troisième  degré. 

%  4**  *S^^  ^  riêolution  en  nombres  entiers  de  téquaîwn  homogène  du  second  degré 

entre  trois  variables. 

Quoique  le  problème ,  qui  va  {aire  l'objet  de  ce  paragraphe,  puisse  être  ramené  à  une 
qoestion  connue,  savoir,  à  la  résolution  en  nombres  rationnels  d'une  équation  indé- 
terminée du  second  degré  entre  deux  variables ,  il  nous  a  paru  convenable  de  montrer 
comment  la  méthode  ci-dessus  exposée  s'applique  au  problème  dont  il  s'agit. 

Soit  donnée  k  résoadre  en  nombres  entiers  Téqualkm 

(i)  Ax*  +  By*  +  Cz^  +  Djz  +  Ezx  +  Fxy  =  o. 

Od  aura ,  dans  ce  cas ,  en  adoptant  les  solatîons  âu%i  s 

(t)  F  {x,y,z)  =  Ax*  4-  By  +  Cz*  +  Dyz  4-  Ezx  -+•  Pxj  , 

*lx,jr,z):=r%Ax-^Bz'^Fjr , 
(3)  {     TL{x,j,z)  =  5tBj  +  Fx  +  Dz, 

'^{^»yp^)  =  ^Cz'{'Dj  +  Ex. 

Donc Jes valeurs  générales  de    u^v^w    pourront  ôtre  déterminées  non-seulement  par 
lasCocmulos 

(4y  tt  =  6r-— on,         t?  =  em  — ar,         w  =  an  — 6fii, 

mais  encore  par  les  suivantes 

u  =  »Am^B:P'^Fb':^brT^cn  , 
(5)  {     v=iuBb'^Fa"^De'^em''^ar  t 


/" 


(  â4o) 

Déplus,  Téquation  (i s)  du  $  3  donoera 

(6)  {p  —  P)[{Bw^  —  Dvtv+Cv*){p+P)+Fw*'--{Ev+Du)w+%Cuv]=o. 

Or  9  OD  satisfait  à  l'équation  (6) ,  non-seulement  en  prenant    pz=:  P ,    mais  encore  en 
supposant 

et  cette  dernière  valeur  de    p    est  évidemment  rationnelle,  Pono ,  lorsque  Téquatioa 
(i)  admet  une  solution»  elle  en  admet  pour  l'ordinaire  une  infinité  d'autres. 

Si  l'on  remet,  dans  la  formule  h) ,  au  lieu  de    P    sa  valeur    —  .    on  aura 

^^  ^~  a{Btp*-Dvwi-Cv^) 

puis ,  en  ayant  égard  aux  équations 

/  au  + fci> +  tfti;  =  0  , 

(9) 

I     Aa*  +  Bb*  +  Ce*  +  2)ic  +  Eea  +  Fab  =  o  . 

on  trouvera 

/. 

y  a{Àw*'Euw  +  Cu*) 

En  e£fet ,  si  l'on  élimine    c    entre  les  équations  (9)  ,  on  aura 

(11)     (Bw*-DvW'^Cv*)b*''{Evw+Duw''Fw*-2Cuv)ab  =  ^a^{Aw*^EuW'^Cu^)' 

Or,  il  suffit  évidemn^ept  de  recourir  k  la  formule  (11)  pour  déduire  la  formule  (10)  de 
l'équation  (8). 

La  méthode,  par  laquelle  nous  sommes  parvenus  à  l'équation  (10),  donnerait  égalemeot 
la  suivante 

s  a{Jv*-Fuv'^Bu*) 

Or,  il  est  clair  qu'on  réfifiera  les  équations  (10)  et  (ta)  en  posant 


(    241    ) 


X 


(>5)  {    y  = 1 

Jv*'Fuv-hBu^-    . 
c 

Il  mi  de  la  formule  (i  i)  que  la  valeur  de  x ,  donnée  par  la  première  des  équations  (  1 3) , 
ea  entiëre ,  du  moins  quand  a  eï  h  sont  premiers  entre  eux.  On  doit  en  dire  autant 
(les  valeurs  de  j  et  de  2? .  Ajoutons  que,  pour  obtenir  toutes  les  solutions  pos- 
sibles de  l'équation  (1),  il  suffira  de  recourir  aux  formules  (lo)  et  (1  a),  ou,  ce  qui 
revient  an  même»  à  la  suivante 


•     •  • 


et  d'y  substituer  pour  u»jv»w  tous  les.  splètties  de  valeurs  entières  que  peuvent 
fournir  ou  les  équations  (4)  ou  les  équations  (5),  A  chacun  de  ces  systèmes  corres- 
pondront des  valeurs  entières  des  trois  expressions 

Bw«-Dtnp+Ctî*  Cu*'Ewu-^JiD*  Jv^-Euv-hBu^ 

(i5)  : 


»         7 »       Z  • 


et,  si  Ton  divise  ces  valeurs  entières  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  numérique, 
OD  parviendra  immédiatement  à  Tune  des  solutions  que  comporte  le  problème  dans  le 
cas  où  Ton  exige  que  les  inconnues    x^y,  z    n*aient  pas  de  facteurs  communs. 

Exemple.  Concevons  qu'il  s'agisse  de  résoudre  Téquation 
(16)  ii(a5«+jr*  +  «»)  — i4Xaîjr-H  «+/«)=  o; 

OD  trouvera  qu'elle  est  vérifiée  par 

et  par  suite  les  valeurs  générales  de    x^j^z,     tirées  des  formules  (12)  >  seront 

fl5=-:-i i ,  ' 

1 

,    V  ,  ii(i»'+tt»)+i4irtt 

('-)  j=-^ — f . 


11  (u*-^v*)  +  ïàuv 
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(  «4»  ) 

les  quantités    u,v,w    étant  assujetties  à  vérifier  l'équation 

(18)  U'^5Li}'J^iW7S^O  0 

On  aura  d'ailleurs  «  dans  le  cas  pré&ent, 

♦(a,6,c)= — 48  ,     X(a,6,c)=  —  la  ^    Y(a,6,c)  =  24. 
Qn  pourra  doDc  prendre 

ou  même ,  en  divisant  par    -^  1 9  « 

et  plus  généralement 

(19)  ^     {         t;  =  i+3m— r, 

m«  n,  r    étant  des  nombres  entiers  quelconques. 
Si  l'on  suppose  en  particulier    m=!i9n=i,r  =  s,    on  troarem 

et  les  formules  (i4)  donneront 

X=s5q,  jr2=89,  9r:;:l53*  / 

Or»  eflfectiTement  ces  trois  valeurs  de    x,^,  z    vérifient  Téquation  (i3]. 

Il  est  essentiel  d'observer  qu^on  pourrait  remplacer  les  équations  (ig)  par  les  formules 
(4) ,  qui ,  dans  le  cas  présent  j  se  rédiûs^nt  h 

(20)  u  =  ar  — 3n,        t^=5m  —  r,        tï?  =  n  — am. 

Si  Ton  pose ,  dans  ces  dernières ,  m:=  \^  nzsz^^  i ,  r^=  i ,  on  retrouvera  les  valeurs 
déjà  obtenues  pour  u^v^w,  savoir»  u  =  5,  v=2f  tif  =  —  3.  Ajoutons  que, 
pour  trouver  toutes  les  solutions  possibles  de  Téquation  (16),  il  sufiira  de  recourir  à  la 
formule 


(  «4î) 


3f 


'"'  n(ji»+ip»)  +  i4Bni  ii(iB'+«*)  +  i4«'<'  ii(tt'+«*)+i4«'" 

et  d'y  substituer  pour     a,  v ,  ti»     tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  que  peuvent 
fournir  les  étjuatiwis  («o). 
Si  la  formule  (i)  se  réduit  k 

ia  équatioDS  (iS)  deriendront 


(s3) 


el  les  formules  (5)  donaeroot 

u=9Aa-{'  br  — en  , 
(s4)  f^a^fc  +  cm  —  or, 

ni  1=  a  Ce  -4-  an-^bm, 
Oopent  évidemmeot  remplacer  les  équtti^s(tti).puc  les  suivaotes 

iass^a-4-ir  — «n, 
v:=Bb-{-em  —  ar  , 

Si  l'on  tire  des  formules  (4)  les  râleurs  de    « ,  »  ,  lo    pour  les  substituer  dans  les  équs- 
tîoD6  (sS) ,  on  trourera 

Ix={Am'-\-Bn*  +  Cr')a-~-sm[Aam  +  BbH-^Cet)  .  - 
j=(Am''  +  Ba*-^Cr*yb'^k»{A»m+Bbn-^Cer)  . 
z  ^{Am*  -irBn'  +  Cr')o~  iiv  {A.im  -{■  B  hn  +  Cer)  .  ^,    ..j  _^ 

Si,  su  contraire,  oa  substitue. les  formules  (»5)  aux  formule»  U,) .  on  aura 


> 


Il  e»l  facile  de  l'assurer  que  bss  Takort  de  x,jr,z,  données  par  les  fbrvoies  16  oa 
(97)  f  Mot  exactes;  en  effet»  si  Ton  sobstitiie  ces  ^deon  dam  k  tria  ut  fai  cooitli^ele 
premier  membre  de  Téquation  (99) ,  on  tronrera^  en  partant  des  fbrmoles  '«6  . 

(28)  Ax*+Bj*  +  Ct^^{Aa''^Bb*  +  Ce*){Am*  +  Bn-  +  Cr\\ 
et  en  partant  des  formoles  (27) , 

(29)  Ax*+By*  +  Cz*  =  {Aa*'{'Bt*  +  Ce^)  {Am*+Bn*  +  Cr^  +  ABC  \ 
Donc 9  si    a,  b,  e    Térifient  la  formule 

(30)  ^«»  +  iï*«  +  rc'  =  o, 

^fjf^    Térifieront  Féqualion  (sa)* 

Si    a,  b,e,    au  lien  de  Térifier  Féquation  (3o) ,  étaieiit  choisis  de  manière  que  loo 
eût 

(3i)  Aa^'^Bb*^Ce'=K , 

K    désignant  un  nombre  entier  queleompe,  alors  les  Taleurs  de    x,  j^z    déduite» 
des  formules  (26) ,  satisferaient  à  la  sniTante 

(32)  ^a5*  +  JÏ^'  +  r«»  =  i:r, 
la  valeur  de     t    étant 

(33)  I  =  Am*  ^Bn^  +  Cr* . 

Par  conséquent  elles  satifferaient  à  l'équation 

(34)  ^x*  4-  Bx^  +  Cz'  =  K  , 

si  l'on  choMi»»ait    m,n,r,    de  manière  à  vérifler  la  formule 
(56)  Am*-^Bn'-^Cr*  =  ±:i. 


(  îi45  ) 

Donc ,  si  Ton  obtient  dirersea  solutions  de  l'éqaalion  (35) ,  k  chacane  d'elles  correspondra 
une  noufelle  solution  de  Téquation  (34)  • 

Si  l'on  vent  parvenir  k  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation  (ss)  »  il  suffira  de 
remplacer  les  équations  (a3)  par  la  seule  formule 

(36)  ~ 


«••+C»«  Cu^-^JW  Jv*+Bu* 

Si ,  dans  cette  dernière ,  cm  substitue  pour    u,  v,w    leurs  valeurs  tirées  des  équations 
(4) ,  elle  deviendra 


(57) 


(^Jm*+B.H*  +  Cr*)a''2m{4am±Bbn'^Ccr) 


{Jm*'k'Bn^'^Cr^)b'an{Jam+Bbn-^Ccr) 


(^m«+fin»+6V»)c-ar(2rtfm+^6n+Crr)  * 


Exemple.  Concevons  qu^  s'agisse  de  résoudre  ^équation 
(58)  «•-^j^C»*  =  o.    ' 


»«  '  » 


On  trouvera  qu'elle  est  vérifiée  par  .    - 

«=  l,  j=  1  ,        .     2  =  0.  . 

-t 

On  pourra  donc  prendre    «==6  =  i,.c:=o;.    et»  comme  on  aura  d'ailleurs  »  dans 
le  cas  présent ,    ^  =  i,JI=:— •!,    la  formule  (37)  se  trouvera  réduite  k 


(39) 


r 


t 


Cr'-Cfi-m)»         Cr»+.(n-m)»         %r{n^m)     * 


Si  l'on  fait,  pour  abréger,    «— «mr=#  ,    on  aura  simplemèot  '  - 

[40)  —....-»  s:=         "^  — » 

r  et  s    désignant  deux  qui^itilés  entières  cboisfesiarbitrairement  La  formole  (4o)  com- 
prend toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation  (38). 


(.  «48  ) 

la  valeur  de     t    étant  détermioée  par  r£quatioD.(44)*  ^^r  conséquent  elles  satisferaient 
à  la  formule 

(53)  Ax^  +  By*  +  Cz*  +  DjZ'^Ezx  +  Fxj  =  K, 
si  l*on  choisissait    m,n,  r    de  n^anière  à  yérifier  TéqualioD 

(54)  Am*  +  Bn*+Cr*  +  Dnr  +  Erm'^Fmn=i. 

Donc,  si  l'on  obtient  diverses  solutions  de  Téquation  (54) #  à  chacune  d'elles  corres- 
pondra une  nouvelle  solution  de  Téquation  (53). 

Si  Ton  substituait  les  valeurs  de    u^v^w    tirées  des  équations  (4)  dans  la  formule 
(i4)  »  alors  on  trouverait 


(55) 


a^-IH^  bs'-nt  cS'fU 


Cette  dernière  formule,  dans  laquelle  m^  n^  r^  désignent  des  quantités  entières 
choisies  arbitrairement-,  et  s,  i  deux  polynômes  déterminés  par  les  équations  (43) , 
(44) ,  comprend  toutes  les  solutions  possibles  de  Téquatiop  (i).  On  ne  doit  pas  pêoîe 
excepter  la  solution 

x  =  a,       jr  =  b,        z=ie, 

que  Ton  déduit  de  la  formule  (55),  en^  choisissant  .m,  j%,  r  de  manière  à  vérifier 
réquation     I  ==  q  ,     Qif 

(56)     m{'àAa  +  Fb  +  Ec)^n{Fa  +  aBb  +  Dc)+r{Fa  +  Db^^Cç)  =  o, 

§  5.*  Sur  la  résolution  en  nomlfres  entiers  de  Céquaiion  homogène  du  3.*  degré 

entre  trois  variables. 

4  « 

Soit  donnée  ^  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 
et  supposons  encore  que  Ton' connaisse  une  première  solution 


(2)  x  =  a,        jr  —  b,        z=:c. 


f     *■ 


de  laquelle  on  veut  en  déduire  d'autres.  Qn  aura  dans  ce  cas ,  en  adoptant  toujours  les 
Isolations  du  §  3, 


(•49) 

Donc,  les  valeiin  gfindnle»  de    o ,  ti  i  »,    pourroBi  Mve  ^tonaMat ,  nea^^aiUrneBi 
par  les  formules 

(5)  a  =  6r  — en,      t^sasrm— »«r,      «  =  an  — Am» 

mail  encore  par  les  suivantes  ^ 

(G);      {     t^=35^6*4-aFa6  +  a^£c  +  D6*  +  ia*  +  Jt0<f  +  em— ar  , 
De  pins,  si  l'on  fkit,  pour  abréger, 

l'éqaation  (la)  da  $  5  détiendra 

(7)  iP'-P)[V{p*^pp+p^)+F{p^^P)'\■pr^=o, 

el ,  si  on  la  dîyise  par    p^^P,    on  irourera 

(8)  P  +  7= n? 

Par  conséquent  on  obtiendra  de  nouvelles  solutions  de  Téquation  (i) ,  si  Ton  peut 
choisir    u,v,w    de  manière  que ,  Téquation 

(9)  um-J^iV'^ow^azm 

éttiQt  vérifiée ,  rexpressioo 

(10)  F^^VUW^tFP+ZVP') 

derionne  nn  carré  parfiiit. 

^      "  35 


(  ^5o  ) 
Il  est  facile  de  s'assurer  que ,  si  »  dans  les  formules  (6) ,  on  réduit    m ,  n  et  r   à 
zéro»     u,  V,  w    rempliront  les  conditions  prescriles.  C'est  en  effet  ce  qu'on  prouvera 

de  la  manière  suivante. 

Posons  dans  l'équation  (i)       . 

(il)  x  =  as  —  ta,    ,    y:=zbê'^tp\      [  z^^es'^ty, 

appp  y»*»  t»     désignant  de  nouTeiles  yariables.  Cette  équatioû»  qui  peut  s'écrire  sous 
la  forme 

(12)  F{x»jr,z)  =  o  , 

deviendra 

*'F(a,6,c)— »'«[a.«(a,6,c)+px(a,fc,tf)  +  7S'(a,6,c)] 

(>3)        . 

—  «'F(a.P,7)+*«'.[«*(«»P.7)+*x(a.p,y)  +  c'r(«,7,p)]  =  o 

R  a  ■ 

Donc ,  si  Ton  prend 

(i4)        {      v  =  iBb*  +  %Fab  +  2Cbc  +  Dc^  +  Ja^+Kca  =  x{a,b,c)  , 

on  aura  simplement 

I»'F(o,6,c). —  »'l[au  4- pv +  '/«*'] 
—  t'F(«,p,7)4.»r[a*(a,p,y)+6X(«,p,Y)c1'(a,p,v)]  =  0. 

ê 

On  a  d'ailleurs ,  par  hypothèse , 

(16)  F{a,b,c)  =  o. 

Cela  posé,  si  l'on  assujettit     «»  ^,  7    &  la  ceadition 

(17)  Ua  +  ^'P +  "'7  =  ^  > 

ii  est  clair  qu'on  TdriGera  la  formule  (i  5)  ea  prenant 

\      »  =  F(«,p,7)  = : 5 ' 

(.8)  .       '         5 

(      <  =  a*(«,P,7)4-6x(a,p,7)  +  cY(a,p,7)'. 


(  «Si  ) 
D'autre  part  on  tirera  des  formules  (9} ,  X**)  9^  (i?) 

(19)  ux^vy-^tvz'^io^    ; 

Donc,  les  valeurs  de  u,  v^  w  données  par  les  équations  (i4)  vérifieront  les  for- 
maies  (4)  du  §  3»  [^>  J»  2  désignant  des  quantités  assujetties ,. comme  ,  a,  b,  c, 
à  l'équation  (1)].  Donc  l'équation  (8)  admettra  la  racine  rationnelle 

_  2_  _  bi  - 1^ 

Dans  le  cas  particulier  où  la  formule  (i)  se  réduit  à 

•  •  •     .         .  .        . 

•  •  • 
on  trouve 

•    •  •    •  •    t        f 

(il)  u  =  'SAa\        v  =  356',         w  =  ZCc^; 


i 


;   I    .  .  .     1    .  ;  ■    I 


par  suite  l'équation  (17)  d^yieot    , 

•  ... 

et  l'équation  (19)  se  réduit  à 

-    \         - 

(23)  Aa*9  +  Bb*y  +  Cc^z  =  o 


• 


r 


i    ,  ..'».<:•.» 


I  I 


'     '      .  I 


i.  ■•»: 


1 1         *  .  .  «  '     « 


Dans  la  même  hypothèse,  les  équations  (11)  et  (ss),  combinées  arec  la  formule 


("4) 

i-,' 

conduisent  à  l'équation 

'■■■■■.     '  *'    ■■"• 

'.  :  ,    .:■  y''/ 

1   1    •   •  ' 

(»5) 

• 

et,  en  joignant  cette  dernière  à  la  formule  (20)  »  on  en  conclut 


(26) 


^ y  


a{Bh^-Cc^)'~   b{C^c^-Aa^)    '     c{j4i}r^Bb^} 


En  conséquence  on  peut  supposer 


(«7) 


[    ^-=it(«&« — Ce*), 
l     «  =  o(^«>  — 56»). 


Bxeinple.  On  Térilie  Tèquation 

(»8)  «»  +  5jr»_  4^3  =  0, 

en  prenant 

Cela  posé,  on  tirera  des  formules  (37)  une  nouvelle  solution,  taroir 

05  =  111,  j  =  — 59,        «  =  44- 

De  cette  seconde  solution  on  en  déduirait  fiicilement  une  ^troisième ,  el  ainii  de  suiter 

Revenons  maintenant  au  cas  général  où  les  quantités  entières  D,B,F,G,il,l,Kt 
renfermées  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (  1) ,  cemermoft  des  ^lUenvâifllnDtai 
de  zéro.  Alors  cette  équation  sera  vérifiée  par  les  valeurs  de  x,y,*  tirées  ou  des 
formules  (11),  ou  de  la  seule  ftrmtile 


(89) 


X jr      


aê'tx         bê-^tp         cs'ty  * 


pourvu  que ,  les  quantités    $ ,  i    étant  déterminées  par  les  équations  (18),     « ,  ^ ,  7 
satisfassent  è  l'équation 

(17)  «a-t-vP-j-tryrsïO. 

Or,  on  vérifie  cette  dernière,  en  prenant  ^ 

(5o)  «  =  0,        P^sti',        7  =  — v. 

On  pourra  donc  supposer 

s=F(o,»l.,-t,)="^^^"-°^>^'^)^^^^">^-"*^ 

i  =  a«(ortc'»*^t»)  +  frx(ù,-tty,-^.v)H^0'r(o,flEi,--'iy); 
et  par  suite  la  formule  (29)  donnera 


(  »»î  ) 

à 

«F(o,ip,-«) 

y  

^F(o,i»,-i»)-w[a*(o,tP,-r)  +  ^x(o,w,-t)+cY(o,iP,-v)] 


cF(o,ir,-«)+«[a*(o,iP,-r)  +  ^x(o,n7, -v)+tfY(o,ir, -a)] 
rérifiera  encore  Féquation  (17) ,  en  prenant 


0L  =  v,        p  =  — a,        7  =  0; 
on  tirera  de  la  formule  (99) ,  dans  ta  première  hypothèse  , 


aF(-w,o,ii)+w[a*(-w,o,tt)  +  ^X(-iir,o,a)  +  tfY(-ip,o,a)} 

^F(-i9,09a) 
cF(-ir,o,tt)-a[fl*(-tr^o,tt)+>X(-tf^o,aJ+€ry(-jiir^o,î«)]   '^ 


Uni  la  seconde  hypothèsi). 


y  

AF(r,-«,o)+a[fl*(»,-jc^o)+Ax(i>,-tt,o)  +  cY(^p,-a,o)} 


rF(i?,-tf,o) 


mte  que  les  formules  (35) ,  (36) ,  et  toutes  celles  que  peuvent  (bomir  içs  di^ 
ones  des  Taleurs  de  a»  p,  7  propres  à  yérifier  Téquation  (17)  »  coïncident  arec  la 
lule  (38)  9  et  déterminent  les  mêmes  systèmes  de  valeurs  de  ^tj^  ^»  toutes  les 
qu'elles  ne  reproduisent  pas  la  solution  connue  0=ja(»^  =  6,  c  =  0.  C'est  ce 
l'on  démontrera  sans  peine  «  ii  Faide  des  considérations  suiTantes. 

i  Ton  désigne  par    a    le  plus  grand'commiui  difiswr  des  tcois  quantités    ci ,  v »  «»^ 


(«7) 


(sSs) 


ExetnpU.  t)n  ▼(Srifie  T^guation 

(a8)  œ'  +  Sj»  — 4«»  =  o, 

en  prenant 

Cela  posé,  on  tirera  des  formules  (27)  une  nouvelle  solution,  savoir 

0  =  111,  jf  =  — 59,        t;  =  44« 

De  cette  seconde  solution  on  en  déduirait  fiicilement  une  ^troisième ,  el  ainsi  de  suiter 

Revenons  maintenant  au  cas  générai  où  les  quantités  entières  D,B,P,G,H,1,K, 
renfermées  dans  le  premier  membre  de  Téquadon  (i),  censemM'des  viil6a«'3i0hNml06 
de  zéro.  Alors  cette  équation  sera  vérifiée  par  les  valeurs  de  x,y,9  tirées  ou  des 
formules  (ii)>  ou  de  la  seule  formiile 


(«9) 


*     — _^[_  — 


aê'tx         bê'tp         cê^ty  * 


pourvu  que,  les  quantités    $,  t    étant  déterminées  par  les  équations  (i8),     ^fPtt 
satisfasaant  è  Téquation 

(17)  i««4-t;P-+-fr7  =  o. 


Or,  on  vérifie  cette  dernière,  en  {tenant 

(5o)  «  =  0,         .p-=ur,  7=:sri.v. 

On  pourra  donc  supposer 

,=  F(o,.i,,-,,)=:îîliîi:î^i^^ 
(3i)      j .  5 

et  par  suite  la  formule  (99)  donnera 


/ 


i*») 


«F(o,w,-«) 


'    '     I  *F(o,iP,-v)-w[a*(o,tp/-r)  +  ^x(o,ip,-c)+cY(o,i»,-v)] 


cF(o,i»,-»)+»[a*(o,w,-i>)  +  ^x(o,w, -v)+tfY(o,ir, -a)] 
Oo  Térifiera  encore  réqaatfon  (17) ,  en  prenant 

(55)  ass  — W,  P  =  0^  7=«r 

00 

(54)  a=v,        p  =  — a,        7—0; 

pois  on  tirera  de  la  formule  (29)  j  dans  !a  première  hypothèse , 


flF(-w,o,a)+w[a«(-w,o,a)  +  ^X(-iir,o,tt)  +  tfY(-ttr,o,a)ï 


(55) 


r 


^F(-«909fi) 


tfF  (  -  IF,  0 ,  i«)  -  tflail'W^p^  ttJ.+.*A(  -i»j  û,itj  rf->y  (  -JBî,  o,  V)] 


el,  dans  la  seconde  hypothèsq. 


aF(t,-i«,o)-i7[««(p,-a,  o)+^X{t^-i«,o)+tfY(«,;-.«„o)j 
^    '     \  ^F(t,-i«^o)+«[a*(»,-jc,»o)+^X(c,-«>Oi)  +  tfYft>,-i«,o)} 


cF(.f>,-a,o.) 


/ 


J'ajoate  qne  les  formules  - (35) ,  (36),  et  tontes  .celtes  fjqe  peoTmt  feviiir  l^a  41^^ 
systèmes  des  valeurs  de  a>  p^  7  propres  à  vérifier  Téquation  (17) ,  coïncident  avec  la 
fonnule  (3a)  »  et  déterminent  les  mêmes  systèmes  de  valeurs  de  or,  j,  «,  toutes  les 
fois  qu'elles  ne  reproduisent  pas  la  solution  MijDDoe  0=^^,  ^  =  6»  a=:=0.  C'est  ce 
que  Ton  démontrera  .sans  peine,  h  l'aide  des  considérations  suivantes* 

Si  Ton  désigne  par    a    le  plus  grandiM»ni«n  diviseor  des  t«ois  quantités    u,v,uf. 


j 


(  a54  ) 

les  Taleurs  générales  de    >*  p#  7    propres  àyérifier  Téquation  (17);  ou,  ce  qui  revient 
aH  mêmej  la  formule 

(37)  ^<«  +  i-p4-y7  =  o 

seront  [voyez  le  ».•  paragraphe] 

V  W  ^  W  U  U  V 

^   ^  A  A*^A  à  '         ^  A 

m,  n,  r    désignant  trois  nombres  entiers  quelconques.  On  aura  par  suite 

^  by^cp ca^af  fl^-^a am-^hn-^cr 

^  u  V  w  A  * 

et  l'on  en  conclura 

(4o)  9  =  —  6  +  —  (am  +  6n  +  cr) ,    7  =  —  0  —  —  (am4-  6n  +  c^)« 

^     '  a  ûA  a  flA  ' 

Gela  posé 9  les  valeurs  de    x,y»  9    déterminées  par  les  formules  (u)  deviendront 

I  lI         ^  ^\  '     am-^bn+pr 


(a\    ,  t     am  +  bn+ 

a)^       a  A 


cr 


Si  l'on  fait  y  pour  abréger  « 

(42)  ,-i_=5,    __ — i=r, 

on  aura  simplement 

(43)  x=:aS,        y=bS^wT,        z=ieS  +  vT. 

Oh  prouverait  de  même  que  la  formule  (29)  peut  être  réduite  à 


(44)  JL  =  —1 =- 


z 


aS  bS-'wT  cS-^vT 

Or ,  comme  les  valeurs  de     Xy  y^  z     tirées  des  formules  (45)  ou  (44)  doivent  satisfaire 
à  l'équation  (1)  ou  (is)^  on  aura  nécessairement 


(  «55  ) 
(45)  F{aS,  bS  —  wT,  eS  +  vT)  =  o. 

D'atlleun ,  si  l'on  déreloppe  lo  premier  membre  de  la  formule  (45)  sutraot  les  puis- 
sances ascendantes  de     T ,    on  en  conclura 

(  5»F(a,6,c)4-5*r[wx(«,6,o)— »'r(«,6,c)] 

(46) 

(  +5r»[a*(o,w,-.«)4-6x(o,t»,— v)  +  cY(o,w,— v)]— T'/'Co.w,— t))=o; 

Ci ,  pnisqu'en  vertu  des  éqaaiions  ^ 

les  coefficients  de  5^  et  de  S*T  s'évanouissent  d*eux-méiàes  dans  la  formule  (4G) , 
on  en  tirera 

(47)  î*  =  o. 

OU 

(,8)  _J__^ __! . 

'  F(o,tD,-p)         fl*(o,w,-r)+6x(o,w,-tj)+cT(o,i»,-r) 

L'équation  (4?)  réduit  la  formule  (44)  ^ 

*)  ■r=i=T- 

et  reproduit  la  solution  connue  x  =  a,  jr=zb,  z==zc,  avec  celles  que  Ton  en  tire 
brsqu^on  fait  croître  x,y,z  dans  le  même  rapport.  Quant  à  l'ëqualion  (48) >  elle 
réduit  évidemment  la  formule  (44)  ^  l'équation  (Sa). 

On  pourrait  démontrer  directement  la  coïncidence  des  formules  (Sa) ,  (35)  et  (56). 
On  a  en  eflet 

a'F( — w,a,u)  =F( — aw,o,au)  =F( — aw,  —  bw-^-bw,  —  cw  — 6v)  ; 

pais,  on  en  conclut,  en  développant  la  fonction 

F(  —  aw,  '^'  bw  -^^  bw,  '^  ew '-^  bv) 

de  la  mAme  manière  qu'on  a  développé  le  premier  membre  de  la  formule  (45) , 

a'F^— tt^,o,a)  =  6^F(o,w,  —  v) 
(5o) 

—  b^w[a^{o,w,'^v)'^bx{o,w,'^v)'^c^{o,w,  — !>)]• 


Oa  établirait  avec  la  méiii»  kdt\é  ^  ooB-stfDkmeiH  VjsfkÊ&m 

mais  encore  quatre  auEref  équtftions  de   même  es^èi^  comprises  dans  la  formule 

c^F(-ir»o,a)-^>F(r,-i£,o) a^F(g,-tf,o)-g^F(o,ic,-t) ^^F(o,tp,-y)-g^F(-t,o,a) 

—  -t[«*(o,w,  — v)  +*X(o>w,— i;)  +  flY(o,i».  — v)] 

a 

=  ■T7[«*(— w,o,o)  +  6x(—»,o, a) +cT(— •,©,«)] 

Or ,  il  résulte  évidemment  de  cette  dernière  que  les  équations  (Sa)  ^  (35) ,  (36)  coïn- 
cident entre  elles ,  et  que  chacune  d'elles  peut  ttnd  tfMiplacée  par  la  auitanle 

'     '  F(o,w,-tj  F(-.a'y09tt)  F(»,-«,o) 

Donc»  si  les  quantités    a»  A»  0    vérifient  l'équation  homogène  et  do  troisième  degré» 

(16)  F(a,6,c)=o, 

alors,  eb  pt^etaabt 

(i4)  a  =  *(a,6.c).        »  =  X(a,6,c),        w  =  Y(a,6,o)  , 


on  aura  encore 
(54)  F 


F(o,w,-t)       ï(-w,o,ii)        F(©,-ii,o)  ) 
— ^^ ^,  — , j  =  o. 


fl.  '  ^« 


Si  Ton  supposait    Z)  =  o,  ^  =  0,  f=o,  C=:o,  i5r  =  o,  /  =  o,    c'est-i-dire  ca 
d'aUtk*ès  teiines»  si  Téquatiôn  proposée  était 

(55)  ^^'  +  if  j^^  +  ^»^  +  K^yt^  0  , 

lon  trouverait 


(  »57  ) 
56,  v  =  7tBb*  +  Kca,        n  —  dCc* -\-Kab  . 

F{o.u),  —  v)  =  ltw^  —  Cv^  =  ai{v;ABC  +  K^){Bb^  —  C'c^)  . 
(5-)         [     ¥{  —  w.o,u)  =  Cu^—Aw^  =  b^{iTABC-\-K'){Cc^  —  Âa^). 

/ 

et  par  suite  la  formule  (53)  donnerait 

comme  dans  le  cas  particulier  où  Ton  supposait     K^=^o* 
Exemple.  On  Térifie  l'équation 

(Dg)  a?»  +  aj'  +  5i^  =  6xj5  , 

en  prenant 

et,  en  partant  de  cette  première  solution >  on  tire  de  la  formule  (58) 

«  y  » 

- 1  a  -1   * 

On  peut  donc  prendra  pour  seconde'  solution 

On  a  effectivement 

En  partant  de  la  seconde  solution ,  on  trou?era 

a?     y_^ z 

On  pourra  donc  prendre  pour  troisième  solution 

25  =  — 19»        J'  =  —  4»         «=17. 
On  a  effectivement 

—  19*  —  2.4' +  3- 17' =  776*  =  6.  19«4»  «7  ♦ 

En  partant  de  la  troisième  solution,  on  en  trouvera  facilement  une  quatrième,  savoir» 

05=282473,        J^  =  —  86392,         »=— 114427» 

et  ainsi  de  suite. 
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(  258  ) 
Euler  a  remarqué  que  réquation 

(60)  x^+j^={a^  +  b^)z^, 
k  laquelle  on  satisfait  en  prenant 

se  trouve  également  vérifiée  quand  on  suppose 

(61)  aj  =  a(rt'4-a6^),        j  =  _  6(6' +  aa') ,         z  =  a^  —  b^. 

Pour  tirer  ces  valeurs  de    x,jr»  z,     de  la  formule  (58) ,  il  suffit  de  réduire  l'équation 
(55)  à  Téquatioa  (60) ,  en  posant 

A=i,        B=\.         C  =  — (a^  +  é'),        K  =  o. 
Alors  en  effet  la  formule  (58)  devient 


(6a) 


r 


fl(a5+a^5)  ~~    -A(6'  +  atf^)  a'-A'   ' 


et  r,on  satisfait  à  cette  dernière  pour  les  valeurs  dont  il  s'agit. 

Lorsqu'on  suivant  la  méthode  ci-dessus  exposée  ,  on  a  déduit  d'une  solution  conoue 

de  l'équation  (1)  d'autres  solutions  différentes  de  la  première,  on  peut  en  découvrir 

de  nouvelles ,  à  l'aide  des  considérations  que  nous  allons  présenter. 

Soient 

x  =  a,         y^rzb,         z-^c; 

et 

deux  solutions  distinctes  de  l'équation  (1)  ou  (la*)  Pour  trouver  une  troisième  solution, 
il  suffira  de  fixer  les  valeurs  de  Xpjr,z  par  le  moyen  de  la  formule  (39) ,  et  d'assu- 
jettir les  quantités     s,  t    h  vérifier  la  formule  (i5)  »  que  les  deux  équations 

F(rt,6,«?)=0  ,  P(a,p,y)  — o 

réduisent  simplement  h 

l       [a*(a,6,c)-f  px(a,6,c)4.7M'(a,A,c)]j 
(63)  êt\  }=o 

Or  on  satisfait  à  cette  dernière  >  1.^  en  prenant 

f  =  o,  ou  <  =  o^ 

2.'  en  supposant 


'^^'  «*(«,p,7)+6xC«,p,7)+f1'C«,p,7)   ~    «♦('",*,0+PX(''.*.0+7'»'f»,*,c)    ' 

Les  dfiux  premièreB  luppoaitioDi  reproduisent  le*  lolutions  coanuet.  Mais  la  dernière 
fournit  des  solutions  nouvellea  comprises  dans  la  formule 

«[»♦(«,  p,7)+tX{,,p,,)+rT(«,p,7)]-«[«»Cfl,6,0+PX(<.,6,r)  +  74'(«,6,r)] 
**^'      ^      ^    6[-*(",P.7)+*X(«,p,7)+cT{s.,p,7)].p[a*(fl,ft,r)+px(fl,6,0  +  7"^(''.*.0] 

^    c[a*(«,p,7}  +  *X(«.?.ï)  +  ef{«,P»r)-7[«*(e.*,0  +  PX{8,*,c)+7'»'(''.*.')] 

Dans  le  cas  particulier  où  les  quantités    D,E,F,G,H,I    s'évanouissent ,  la  formule 
(65)  se  réduit  è 


(66) 


5B6p(ap-«*)  +  5Cf7(a7-Bc)+K(a'p7-«'6c) 


3Cc7C67-pO+5.<<i«(t«-M  +  JS^(*'7"-P'"') 


3^ac,(c«-7a)  +  5*Ap(<:p-7É)  +  ACc'«p-7'fl*)  * 


Si  l'on  applique  cette  dernière  à  la  résolution  de  l'éqaatioD  (âg) ,  en  partant  de  deux 
»Iutions  déji  indiquées,  savoir 

ai^O=l,  J'=:fc=l.  t:=e:=l, 

et 

OQ  tronrera 

)43        ii3         71   ' 

Par  conséquent  on  résoudra  encore  l'équation  (^9)  en  prenant 

a  =  ]43,        j'=ii5,         J!  =  7i. 
Oa  a  effectiTement 

i4S' +  s.  ii5»+ 3. 71' =  6883754  =  6.71.113. 145. 

Il  importe  de  remarquer  que ,  si  la  solution 


(    2l6o    ) 

x  =  a,         y  =  p  ,  z  =  7 

coïncidait  avec  la  première  de  celles  que  l'on  déduit  par  l'aulre  méthode  de  la  solulioiï 
primttiye 

la  formule  (6&)  reproduirait  cette  même  Mvlution  primitive  j  et  non  point  une  solution 
nouvelle. 

En  terminant  ce  paragraphe  «  nout  ferons  observer  f{vte,  -si  4es  quantités  a,  b,  c 
cessaient  de  vérifier  l'équation  (16] ,  alors,  en  supposant  toujours  les  quantités  u^v^w 
déterminées  par  les  formules  Ci4)>  ^^  les  quantités  03,j,z  par  les  formules  (11)» 
(18)  et  {38},  on  trouverait 

(67)  ¥{x,j,z):=s^F[a,b.c)r 
ou ,  en  d'autres  termes , 

(68)  ¥{œ,y,z)  =  ¥{-ii,b,c).[¥{a,^n)r. 
et  par  conséquent 

(69)  F(aî,7,^)=F(a,6,c)  JF^— ^— ,— ^-^, j— 

CeU  posé ,  il  est  clair  que ,  si  Ton  parvient  à  découvrir  divers  systèmes  de  valeurs  de 
m,  n,  r    propres  à  vérifier  l'équation  du  troisième  degré 

-.  I  vr-wn      wm^ur      un-vm\ 

(70)  ^(— r-'-T-'— r-J=*' 

chacun  de  ces  systèmes  fournira  une  solution  correspondante  de  l'équation 

(71)  ¥{x,j,z)=¥{a,b,c). 

Dans  un  autre  article  nous  montrerons  le  parti  qu'on  peut  tirer  des  formules  sem- 
blables à  la  formule  (29) ,  pour  résoudre  en  nombres  entiers  des  équations  homogènes 
entre  plusieurs  variables     x,y,  z,,..     quel  que  soit  le  nombre  de  ces  mêmes  variables. 


APPLICATION  DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS 

A  LTSTÉCnATION  DE  QtELQliES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
LINÉAIRES  ET  A  COEFFICIENTS  VARIABLES. 


Proposons-noai  d'abord  d'inUgrer  l'ëquBlion  différentielLa 

d'y  «■      d'-'j  8,         d'-*y  tt„_, dy  o.        ■ 

^  '  dx'^  Ax^B  dx'-''^  {Ax+BY  dx'->^'"  ^  {Aœ+B)—'  rf*"^  U^-f-B)"-'"    ' 

dans  laijuetlt)  A ,  B,  a, ,  a, ,...  an—,  >  a,  dt^igaent  des  quantités  constantes;  el  fui- 
ions,  pour  abréger, 

(*)     F{r)  =  A-r(r-i)...{r-n+i)+a,A—'r(r-i)...{r-n+i)+ +a,_.Wr+«.. 

Il  est  clair  que ,  pour  talisrairc  à  l'équation  (i) ,  il  suffira  de  prendre 

"  ^-«^       «FM»      • 

f  (r)  désignant  une  foncUon  arbitraire  de  r  qui  ne  devienne  pas  iuGnie  pour  de» 
valeurs  de     r     propres  h  vériHcr  la  formule      ^ 

(4)  F(r)  =  o. 

Effectivement ,  si  l'on  substitue  la  valeur  précédente  de  y  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (i) ,  ce  premier  membre  se  trouvera  réduit  à 

*''  ^ cmôi) -"■ 

D'ailleurs ,  les  valeurs  de  f  (r) ,  •f'(r)  ,  etc. ....  qui  correspondent  aux  diverses  ra  - 
cines  égales  ou  inhales  de  l'équation  (4)  >  pouvant  être  choisies  arbitraircnicot ,  il  est 
aisé  de  reconnaître  que  ta  valeur  de    y,     fournie  par  l'éqnalion  (5)  ,  rcnfermtTa  un 


(    202    ) 

nombre  n  de  constantes  arbitraires.  Donc»  l'équation  (3)  sera  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (i) . 

Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 
On  posera 

(7)  y-o       pr(75^5       . 

Pour  que  les  dérivées  de  cette  dernière  valeur  de  y ,  depuis  la  dérivée  du  premier 
ordre  jusqu'à  celle  de  Tordre  n  —  i  ,  conservent  la  forme  qu'elles  prendraient  si  l'on 
remplaçait  ^[r,x)  par  9  (r) ,  il  suffira  d'admettre  que  Ton  a ,  pour  toutes  les  va- 
leurs entières  de     m     inférieures  à     n  — -  i  , 

r  ^  d'h(r%x)    r(r-i)...  (r-m  +  i) 

(8)  l  iAx  +  BY-"'  J±±l         (/,(;)  )3       '■  =0. 

Ajoutons  que ,  si  cette  condition  est  remplie ,  on  tirera  de  l'équation  (6)  »  en  j  substi- 
tuant la  valeur  de    j    donnée  par  la  formule  (7) , 

Toute  la  question  se  réduit  donc  à  déterminer  la  fonction  ^{r,x)  de  manière  qu'elle 
vérifle  les  équation*  (8)  et  (9).  Or,  comme  on  aura  géoéraiement  [en  vertu  de  la  for- 
mule (63)  de  la  page  a5] ,  et  en  prenant    m  <^n  —  1 , 

r   r(r-i)...(r..w  +  i) 
(•*»)  ^ PIÔl) =°' 

^"^  ^    *^  ((F(r))) '•     ^ 

il  est  clair  que  les  conditions  (8  )  et  (9)  seront  remplies ,  si  Ton  suppose 


dx 


ou  ,  ce  qui  revient  au  même 


(  «63  ) 


(.5) 


x^    désignant  une  valeur  particulière  de    x^     et     ^  ( r  )     une  fonction  arbitraire  de     r . 
Par  suite ,  réquafion  (7)  donnera 

''^^  ^-^        ((F(r)))        +^«^ ômT) 

Cette  dernière  formule  est  précisément  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1). 
Exemple.  Si  Téquation  (6)  se  réduit  à 

^  rfas'  «+i  -rfa;  ^   («+î)*        "'  ^    ' 

on  trourera 

F(r)=r(r  — 1)  — r  +  i  =  (r  — I)', 
et  la  formule  (i4)  d6nnera 


"'  ^-"^     (C(r-)-))    ^"^  «('-)•)) 


=  («  +  .)U'(.)  +  ?(.)i(a!  +  .)+  I     I  Trr./W''*    • 


Donc,  en  désignant  par     O  ,  q'    les  constantes  arbitraires     ?(i)  »  r'(i)  »     on  aura 


('7)         :r:=(«+')  e'+Gï(*  +  0+  /    1  TTr)'/(«)<^*  • 


Il  est  bon  d'observer  que,  pour  transformer  les  équations  (1)  et  (6)  en  équations  dif- 
féreolielles  linéaires  à  coefficients  constants ,  il  suffit  d'effectuer  un  changement  de  va- 
riable indépendante  ,  et  de  poser 

(18)  Ax  +  B  =  e'. 

Si  Ton  transforme  ainsi  Téquation  (i5) ,  en  prenant 


(  «64  ) 

('9)  X'\-i=c', 

cette  équatîoa  deviendra 

et  son  intégrale  gt^nérale,  donnée  par  la  formule  (i4)  de  la  page  204 «sera 


(.1) 


U  désignant  une  valeur  particulière  de  t,  et  j  une  variable  auxiliaire.  Si  maintenant 
on  a  égard  à  la  formule  (19)»  et  si  l'on  substitue  h  la  variable  b  une  autre  va- 
riable    z     déterminée  en  fonction  de     *    par  Téquaiion 

(22)  2  +  1  =C', 

la  valeur  précédente  de    y    se  réduira  évidemment  à  celle  que  présente  la  formule  (1 7). 


DÉMONSTRATION 


f       f 


DU    THEOREINE    GENERAL    DE    FER]|IAT 


SUR  LES  NOMBRES  POLYGONES. 


(  Extrait  des  Mémoirei  de  €  Institut.  ) 


EXPOSITION. 


Le  théorème  dont  !I  s'agit  coosiste  en  ce  qoe  tout  nombre  entier  peut  être  formé  par 
raddîtiou  de  trois  triangulaires ,  de  quatre  quarrés,  de  cinq  pentagones ,  de  six  hexagones  , 
et  ainsi  de  suite.  Les  deux  premières  parties  de  ce  théorème»  savoir,  que  tout  nombre 
entier  est  la  somme  de  trois  triangulaires  et  de  quatre  quarrés ,  sont  les  seules  qui  aient 
été  démontrées  jusqu'à  présent  »  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  la  Théorie  des  nombres  de 
M.  Legendre ,  et  dans  TouTrage  de  M.  Gausa ,  qui  a  pour  titre  :  Disquisittones  arithme- 
tiae.  J'établis,  dans  ce  Mémoire,  la  démonstration  de  toutes  les  autres,  et  je  fais  voir, 
en  outre ,  que  la  décomposition  d'un  nombre  entier  en  cinq  pentagones ,  six  hexagones , 
sept  heptagones ,  etc. ,  peut  toujours  être  effectuée  de  manière  que  les  divers  nombres 
polygones  en  question,  à  l'exception  de  quatre,  soient  égaux  à  zéro,  ou  à  l'unité.  On 
peut  donc  énoncer  en  général  le  théorème  suivant. 

Tout  nombre  entier  est  égal  à  la  sœnme  de  quatre  pentagones ,  ou  à  une  semblable 
somme  augmentée  d^une  unité;  à  la  somme  de  quatre  hexagones ,  ou^à  une  semblable 
somme  augmentée  d^une  ou  de  deux  unités ,  à  la  somme  de  quatre  heptagones ,  ou  à 
une  êcmrblable  $omme  augmentée  éHune ,  de  deux  ou  de  trois  unités  ;  et  ainsi  de  suite. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  fondée  sur  la  solution  du  problême  suivant. 

Décomposer^  un  nombre  entier  donné  en  quatre  quarrés  dont  Us  racines  fassent  une 
somme  donnée. 

Je  réduis  ce  dernier  problème  h  la  décomposition  d'un  nombre  entier  donné  en  trois 
quarrés,  en  faisant  voir  que,  si  un  nombre  entier  est  décomposable  en  quatre  quarrés 
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dont  les  racines  fassent  une  somme  donnée,  le  quatlniple  <le  ce  même  nombre  est 
décomposable  en  quatre  quarrés  dont  l'un  a  pour  racine  la  somme  dont  il  s'agit.  Il  est 
aisé  d'en  conclure  que  le  problême  proposé  ne  peut  être  résolu  que  dans  le  cas  où  le 
quarré  de  la  somme  est  inférieur  au  quadruple  de  Tentier  que  l'on  considère ,  et  où  la 
diiTérence  de  ces  deux  nombres  est  décomposable  en  trois  quarrés;  ce  qui  a  Heu  exclu- 
sivement, lorsque  cette  différence ,  divisée  par  la  plus  haute  puissance  de  4  <{ui  s'y  trou?e 
contenue,  n'est  pas  un  nombre  impair  dont  la  division  par  8  donne  7  pour  rester  Si  anx 
deux  conditions  précédentes  on  ajoute  celle  que  le  nombre  entier  et  la  sonmie  donnée 
soient  de  même  espèce,  c'est-à-dire  tous  deux  pairs,  ou  tous  deux  impairs ,  on  aura 
trois  conditions  qui  devront  être  remplies ,  pour  qu'on  puisse  résoudre  le  problême  dont 
il  s'agit.  Mais  on  ne  doit  pas  en  conclure  que  la  solution  soit  possible  toutes  les  fois 
qu'on  pourra  satisfaire  à  ces  mêmes  conditions.  Pour  qu^on  soit  assuré  d'obtenir  Mne 
solution  ,  il  faut  en  outre  «  et  il  suffit,  que  la  somme  donnée  soit  supérieure,  ou  égale, 
ou  inférieure  au  plus  d'une  unilé  à  une  certaine  limite  dont  le  quarré  augmenté  de  s 
équivaut  au  triple  du  nombre  donné. 

En  appliquant  ces  principes  aux  nombres  impairs ,  ou  impairement  pairs ,  on  recon- 
naît facilement  que  tout  nombre  entier  impair ,  ou  divisible  une  fois  seulement  par  s , 
peut  être  décomposé  en  quatre  quarrés,  dont  les  racines  fassent  une  somme  donnée, 
toutes  les  fois  que  cette  somme  est  un  nombre  de  même  espèce  comprrs  entre  deux 
limites  dont  les  quarrés  sont  respectivement  le  triple  et  le  quadruple  du  nombre  donné. 

On  démontre  avec  ta  même  facilité  que  tout  nombre  entier,  quel  .qu'il  soit ,  peut  être 
décomposé  en  quatre  quarrés ,  de  manière  que  la  somme  des  racines  soit  comprise  entre 
les  deux  limites  qu'on  vient  d'énoncer.  On  doit  seulement  excepter,  parmi  les  nombres 
impairs,  les  suivants 

1,  5,  9,   ir,   17,   19,  29,  41; 

et  parmi  les  nombres  pairs  tous  ceux  qui ,  divisés  par  une  puissance  impaire  de  9 , 
donnent  pour  quotient  un  des  nombres  premiers 

1,3,7,11,.  17. 

A  l'aide  de  ces  propositions  et  de  quelques  autres  semblables,  on  parvient  sans  peine , 
non-seulement  à  prouver  que  tout  nombre  entier  est  décomposable  en  cinq  pentagones, 
six  hexagones,  etc....;  mais  encore  à  eflectuer  cel:te  décomposition  de  telle  sorte  que 
les  nombres  composants-  soient  tous,  à  l'exception  de  quatre^  égaux  à  zéro  ou  à  l'unité. 
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ê 

ANALYSE. 

SI  Ton  désigne  par    m  et   <    deux  Dombres  entiers  quelconques ,  le  terme  général 
des  nombres  polygones  de  Tordre     m  -|-  2     sera  »  comme  l'on  sait , 

(1)  m( I-j-f^. 


(■^) 


Si  dans  cette  formule  on  fait  successitement  »n=  2  ,  m  r^  3,  etc.  »  on  obtiendra 
ks  termes  généraux  des  nombres  triangulafres ,  quarrés,  pentagones,  hexagones,  etc.. 
qui  seront  respectivement 

,        «',        -^ ^,        2«' — /,       etc. 

2  2 

Déplus  on  doit  remarquer  que  lès  deux  plus  petites  valeurs  de  la  formule  (i)  cor- 
respondantes à  1  =  0,^  =  1,  sent ,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  m ,  o  et  1  ; 
eu  sorte  que  zéro  et  i*uuité  font  partie  de  chaque  suite  de  nombres  polygones.  Gela 
posé,  je  vais  démontrer,  relativement  à  ces  mêmes  nombres  le  théorème  général  de 
Fermât.  Comme  la  chose  est  déjà  faite  pour  les  nombres  triangulaires  et  les  quarrés  ,  il 
suffira  de  prouver  le  théorème  à  l'égard  des  autres  nombres  polygones.  On  y  parvient 
à  l'aide  de  quelques  propositions  subsidlail>es  que  je  vais  commencer  par  établir. 

THioABME  1.''  Soit  a  un  nombre  entier  quelconque  ^  et  4*  '^  p'<^  haute  puis- 
sance de  4  qui  puisse  diviser  a:  pour  que  C  on  puisse  résoudre  en  nombres  entie7*s 
Xyjr,z,     C  équation 

(i)  a  =  x-+j^  +  z\  ' 

« 

Usera  nécessaire,  et  il  suffira  que  la  quotient    —   ne  soit  pas  de  Ui  forme     8  n  +  7- 

Démonstration,  On  sait  en  effet  que  Téquation  (1)  peut  être  résolue  toutes  les  fois 
que  a  est  de  Tune  des  formes  4^  +  ^*  4^+ 3»  8n  +  3;  et  qu'elle  ne  peut 
i'étre,  lorsque  a  est  de  la  forme  8n-}-  7*  Do  plus^  si  a  est  divisible  par  4  » 
x^j^z  seront  nécessairement  pairs;  et  si  l'on  fait  en  conséquence  x-=^*ix*  , 
jz=i%j\  z-='xz\     l'équation  (1)  deviendra 

Si  a  est  divisible  deux  fois  par  4>  <xi\y\z\  dans  l'équation  précédente,  seront 
nécessairement  pairs;  et  par  suite     œ  ^y^z     seront  divisibles  deux  fois  par  2.  En  général. 


I 
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si     u     est  divisible  par     4"^!  ^fj»^     devront  être  divisibles  par     2*;     et  si  l'on  fait 
en  conséquence 

l'équation  (1)  deviendra 

Si  donc    —    n'est  plus  divisible  par  4 1  o^  pourra  toujours  résoudre  l'équation  (2) , 

et  par  suite  l'équation  (i);  à  moins  toutefois  que     —    ne  soit  de  la  forme     Sn-f-;; 

auquel  cas  les  deux  équations  dont  il  s'agit  deviendraient  insolubles. 

Corollaire  i.^  On  déduit  facilement  du  théorème  précédent  une  condition  à  laquelle 
doivent  satisfaire  deux  nombres  donnés  k  et  s ,  pour  que  Ton  puisse  décomposer  le 
premier  de  ces  deux  nombres  ,  A: ,  en  quatre  quarrés  dont  les  racine»  fassent  une 
somme  égale  à  s.  En  effet ,  supposons  que  Ton  parvienne  à  résoudl*e  simultanétnent 
en  nombres  entiers  les  deux  équations 

(      k=r.+  u*  +  v*  +  w\ 

(5) 

On  aura  évidemment 

et  par  suite 

(4)       4*:  —  j»==(t4-tt  — t>  +  ti;)'4-(^  — tt+i;  — w)*+  {t  —  u  —  v  +  wy. 

On  pourra  donc  alors  décomposer  l^k^-^s*  en  trois  quarrés,  et  en  conséquence 
l^k'-^s^     ne  pourra  être  de  la  forme 

4*(8«4-7)- 

De  plus ,  les  deux  nombres  k  et  s  devant  toujours  être  de  même  espèce ,  c'est-à- 
dire  tous  deux  pairs,  ou  tous  deux  impairs;  si  k  est  un  nombre  pair,  ^k  —  3* 
sera  divisible  par  4  »  ^^  l'équation  (4)  ne  pourra  subsister ,  à  moins  que  les  trois 
nombres  t-^-u  —  v  —  w ,  t  —  u^v  —  «y,  t  —  u  —  v  ^w  ne  soient  divisible* 
par  2.   Dans  la  même  hypothèse,  cette  équation  deviendra 


(»69) 

*_(i..)-=(±tïiii^)-+(i:^)*+(i:^^)'; 

el  par  suite 

étant  décomposable  en  trois  qaarrés ,  ne  poarra  être  de  la  forme 

En  résumant  ce  qu*on  vient  de  dire ,  on  obtiendra  tes  propositions  suivantes  : 

Si  k  eH  un  nombre  entier  décompoiable  en  quatre  quarrés  dont  les  racines  fassent 
une  somme  égale  à     s,    i\k  pourra  être  décomposé  en  quatre  quarrés  dont  Cun  soit  j\ 

Si  k  est  un  nombre  pair  décomposable  en  quatre  quarrés  dont  Us  racines  fassent 
une  sommée  égale  à    s ,     il  sera  également  décomposable'  en  quatre  quarrés  dont  tun 

soit     (-^jj' 

Dans  tous  les  cas  possibles ,  la  valeur  de  i^k  —  j*  sera  positive,  et  ne  pourra  être 
dt  la  forme    4*(8»  +  7). 

Ainsi,  pour  que  le  nombre  k  puisse  être  décomposé  en  qnaire  quarrés  dont  les 
racines  fassent  une  sonune  égale  ix  s,  il  est  nécessaire  que  s  soit  un  nombre  de 
mcme  espace  que     k ,     inférieur  à     ^4  k,     et  ne  soit  pas  de  la  forme 

4*(8n+7). 

Lorsque  s  satisfait  aux  trois  conditions  précédentes,  on  ne  doit  pas  toujours  en 
conclure  que  la  décomposition  soit' possible.  Elle  le  sera  en  effets  si  la  valeur  de  s 
satisfait  encore  à  une  quatrième  condition»  celle  de  surpasser  \/zT ,  ou  même 
^[ik-r-  a)  —  1  »     comme  ou  le  verra  ci-après  [théorèmes  5.*  et  4*']. 

2/  TflioaâiiE.  Si  les  trois  nombres    x^y^z    satisfont  à  C équation 
(,)  a  =  x-+y-+z\ 

la  somme  de  ces  trois  nombres  sera  nécessairement  comprise  entre  les  limites 
Démonstration,  En  effet,  on  a  évidemment 


(  «7«  ) 

(x4- j'  +  z)'  =  03'  +j*  +  *'  +  2a:j4-  2052-1- 2  j^  >  o;»+J''4"^'  =  <i» 

* 
(aî  +  r  +  î)*  <  (a'+7  +  *)*  +  (a'— J^'  + (33  — s)' +  (/  —  =)' =  5«; 

d'od  l'on  conclut  en  extrayant  les  racines  quarrées 

Corollaire  1.*'  Il  est  bÔQ  d'observer  que,  dans  le  théorème  précédent ,  les  signes 
<  et  >  n'excluent  pas  Tégallté.  En  effet ,  os  4*7  4- s  devient  égal  h  \/â^  lors- 
qu'on suppose  j  =  o  ,  5  =  o  :  et  à  v^3  a  ,  lorsque  a;  =  jr  =  « .  En  général , 
si  la  somme  de^  n  quarrés  différents  est  égale  à  a  »  la  somme  des  racines  sera  com- 
prise entre  |/â~  et  ^/iTa .  Cette  dernière  somme  atteindra  la  limite  inférieure  ^â, 
si  toutes  les  racines  sont  nulles ,  à  l'exception  d'upe  seule;  et  la  limite  supérieure  ^a , 
si  toutes  les  racines  sont  égales  entre  elles.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  démontrer ,  soit 
par  la  méthode  qu'on  vient  d'employer,  soit  par  la  théorie  des  maxima  des  fonctions 
de  plusieurs  variables. 

3.*  Théorème.  SoU  k  un  nombre  pair  pris  à  volonté,  et  s  un  autre  nombre 
pair  compris  entre  les  limites 

On  pourra  toujours  résoudre  simultanément  en  nombres  'entiers  les  deux  équations 


(0 

à  inoins  que 


k 


-{t'Ï  ■ 


ne  soit  de  la  formai 


4*(8n  +  7), 


Démonstration.  En  effet ,  si     k  —  ( —  s\      [n'est  pas  de  la  forme     4*(^  ^l'i"  >)  »     ^" 
pourra  toujours  [voyez  le  théorème  1.*']  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 


I 

\ 


(  >7>  ) 
pourvu  que  l'on  ait     ifc  <  (—  «  j  ' ,     ou ,     a  <  \/SJ.     Si  de  plu»    *    est  supérieur  à 

oD  aura  réciproquement 
D'ailleara,  en  Tertu  du  théorème  précédent,  on  tire  de  l'équation  (a) 

Donc  à  fortiori 

(5)  cc4-74-«  <|/^ («*  +  "  + 5— |-  «*)<7«+2. 

De  plus,     k    étant  un  nombre  pair,  il  suit  éridemment  de  Téquation  (a)  que  les 
boit  nombres  entiers  compris  dans  la  formule 

—  sdzxdzydbz  , 

à  raison  des  doubles  signes  ,  sont  également  pairs;  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  que  les 
huil  nombres  compris  dans  la  formule 

—  s±xdtzy±t 


I 

—  i— a?— y  —  t 


doit  être  supérieur  à  —  i  ,  c'ost-à-dire  nul  ou  positif.  Les  huit  nombres  entiers  dont 
il  s'agit  seront  donc  tous  nuls  ou  positifs.  Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  qu'on  satis- 
fera en  même  temps  aux  deux  équations  (i) ,  en  attribuant  à  t,  u,  v ,  tv  les  valeurs 
positives  que  fournissent  l'un  et  l'autre  des    deux  systèmes  d'équations 


I  1  II 

-s-x-y^z  ^s^œ+y-^z  —s-^x^y-^z  -^s-k-x-^y-z 


W) 


a 


>  1  I  I 

—  *+af+y+2  ~  s+x-y-z  --  s-'X'^y-z  —s^x-y+z 


J 


\ 


sont  des  nombres  entiers.  Mais ,  en  vertu  de  la  condition   (5) ,   le  plus  petit  de  ces 
nombres ,  savoir  :  '  / 


\ 


(  27«  ) 
ou ,  ce  qui  revient  au  oaéme ,  l'un  et  l'autre  des  systèmes  suivaDts  : 


t  = 


.  «  =  «4-7  +  «f  v  =  «  +  a54.«,  ti;  =  t4-aî-}-^. 


(5) 


t=-^ ,  u  =  t — y  —  z,  v  =  t*^x  —  z,  w=t  —  X — j. 


Corollaire  i."  Lorsque 


-(t-)- 


est  de  la  forme  4*(S'^*("7)»  TéquattOfi  (2)  ne  peut  être  résolue  en  nombres  en- 
tiers. Mais  alors  il  devient  impossible  de  résoudre  simultanément  les  équations  (1), 
ainsi  qu'on  Ta  prouvé  cinéessus  [tkéoréme-i.*',  corollaire  i.^']. 

Corollaire  2.*  Lorsque     k    est  un  nombre  impairement  pair ,  c'est-à-dire  de  la  forme 

4n4-2, 
la  quantité     k  —  f —  J  ]      est  nécessairement  de  l'une  des  formes 

4n4-i,         4w4-2; 

savoir  :  de  la  forme     4**+*»     si     — i      est  un    nombre    impair,   et    de    la    forme 

4  71  -f-  2  «  dans  le  cas  contraire.  On  peut  donc  toujours  alors  résoudre  les  équations 
(1),  pourvu  que     s    soit  un  nombre  pair  compris  entre  les  limites 

V/(3& — 2)  — i,         v/4T. 

Exemple,  Soit     A;  =  5o  ;     on  trouvera 

\/{ik  —  2)  —  i=|/88  —  i<9f   v/4T  =  v/î5ô  >  10  ; 

et  par  suite  on  pourra  supposer  5  =  10.  Pour  déterminer  les  valeurs  correspondantes 
de     t,  u  ,  V  ,  w  f     j'observe  que 


-(t-)'= 


30  — 25=:5  =  2'4-  l'+O. 


On  aurai;  donc,  dans  le  cas  présent. 


j 


(  275) 


X=2  ,  7=  1   , 


s  =  o. 


Cela  posé,  les  quatre  premières  équations  (5)  donneront 


t=i,         u  =  a,         V=r3,         ît;  =  4. 


On  peut  aisément  vérifier  ces  valeurs.  On  trouve  en  effet 

,>4.2»4.3*  +  4'  =  3o, 

1  +«  4-3-4-4  =^10. 


On  doit  observer  que  /  dans  le  cas  présent ,  les  quatre  dernières  équations  (5)  four- 
niront pour  les  variables  t^  u,  v ^  w ^  les  mêmes  valeurs  prises  dans  un  ordre  in- 
verse, savoir  y 

^  =  4.         a  =  3,         v  =  a  ,        w:=i. 

Cette  circonstance  a  évidemment  lieu  toutes  les  fois  que  2  =  0,  ainsi  qu'on  peut 
s'en  convaincre  par  la  seule  inspection  des  équations  (4)* 

4**  THèoBÊME.  Soit  k  un  nombre  impair  pris  à  volonté ,  et  a  un  autre  nombre 
impair  compris  entre  Us  limites 


V/3A— a —  I  ,  \/?\k  . 

J}n  pourra  toujours  résoudre  simultanément  en  nombres  entiers  les  deux  équations 


-(0 


A:  ::=  r  +  tt»  +  V*  4- W, 
s  ^=:t    +V     -J-V     -^-W, 


m 

Démonstration.  En  effet,     4^  —  ^"^     élant,  dans  la  supposition  qu'on  vient  de  faire, 
de  la  forme 

Sn  4*  3  f 
on  pourra  toujours  résoudre  en  nombres  entiers  impairs     x,jr,  z,     l'équation 


(î) 


4*  — »'  =  a5'+7*4-»'. 


pourvu  que  l'oo  ait    «  <  \/^k  ..    Si  du  plus    t    est  supérieur  à 
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à 


\ 
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{/5k — a—  1  , 
on  aura  réciproquement 

et  l'on  conclura  du  second  théorème  appliqué  à  l'équation  (?) 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(5.)  / >  — 1. 

4 
Donc  t  à  foHiari,  chacun  ctes  hoil  nombres  compris  dans  la  formule 


sera  supérieur  à  —  i  ;  et  par  conséquent  nul  ou  positif,  s'il  est  entier.  Gela  posé , 
si  s  —  a;— j  —  z  est  divisible  par  4 •  on  satisfera  également  aux  deux  équations  ( i ) , 
en  supposant 

i^x^y^z  *-d;+r+2  J+a;-v+5  j+x+y-z 

'=—4-'  "=— r-'  "=—4—'  «'=-1—^ 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(4)  e  = ~i — ,      UT=ztJ^tZ^,     V  =  t'\ ,      w  =  t  + 


x^ry 


_  » 

De  méme^  si     5  -|-  a;  ^y  -f-  ^     est  divisible  par  4  »  on  satisfera  aux  équations  (lys  en 
supposant 

5+a?+r+z  *+j?-r-2  j-aj+y-z   ,  j-«-y+« 

'=—4—'  «=—4—'  .«=-T-'i  «'= — r— ' 

ou  y  ce  qui  revient  au  même, 

/c\  ^        s+x-^y+z  y+s  x-^z  x+y 

4  a  ^  a  a 

,      D'ailleurs,     »,x,y,z    étant  quatre  nombres  impairs, 


(  «75  ) 
t  —  x—y  —  s.         j  +  ai+^y  +  a 

sont  deux  nombrei  pairs;  et,  comme  leur  semine  *$  eit  tmpairement  paire,  il  est 
nkessaire  que  I'ud  de  ces  deux  nombres  soit  divisible  par  4.  et  l'autre  seuiemeot 
par  3.  On  pourra  donc  foujourg  Batislàîre  aux  équations  (■),  en  attribuant  aux  va- 
riablei  t,u,v,w  uD  des  sysTëmes  de  valeurs  (4)  ou  (5).  Mais  oik  voit  que  ces  deux 
sTrtèmes  s'excluent  réciproquement. 

Exemple.  Si  l'on  suppose     A  ^=  5i ,     on  trouvera 

Ou  pourra  donc  faire     «^=9,     ou     ji=ii. 
Si  l'on  suppose  d'abord    <  :=  9 .    on  trouvera 

4A  — #'  =  43  =  5'  +  î"+3'. 

x-=.5,j'  =  5,  z  =  i  : 

et  par  suite  les  équations  (5)  donneront 

(:=&,  a=2,  v  =  l,  w^=  l. 

On  a  en  efibt 

S  +a  +1   +1  =9. 
Si  l'on  suppose  en  second  lieu    *  =  1 1 ,  on  tronvera 

4A_»'  =  5=i'  +  i'+»'. 
x  =  i,jr=i,z~i; 
et  par  suite  les  équations  (4)  donneront 

t=i,        u  =  3.        t»  =  S,        w==i. 


Od  a  en  effet 


a>-(-3î  +  3'  +  5'=5i, 
8  +3  +3  +3  =11. 


(  276  ) 

5.*  Théorêiie.     k     étS,ni  un  nombre  entier  quelconque  ^  il  existe  toujours  entre   les 
limites 

au  moins  un  nombre  entier  de  même  espèce  que  k,  c* est- à-dire,  pair  si  k  est  un 
nombre  pair ,  et  impair  si     k     est  un  nombre  impair. 

Démonstration,  En  effet ,  le  différence  entre  les  limites 
savoir , 

qui  est  égale  à  2  ,  i/  lorsqu'on  fait  Ac  =r=  i  ,  2."  lorsqu'on  fait  /c  =z=  c) ,  n'a  qu'un 
seul  maximum ,  i-f-j/^J»,  correspondant  h  k  =  —.  Celle  différence  est  donc 
supérieure  à     2  »     lorsqu'on  suppose 

et  croît  même  alors  indéfiniment  avec  la  quantité  /r.  Par  suite,  toutes  les  fois  que 
k     surpasse     9  ,     il  doit  y  avoir  au  moins  deux  nombres  entiers  compris  entre  les  limites 

\/Zk-^  —  1  ,  ^/JÂ  ; 

et  l'un  de  ces  deux  nombres  entiers  est  nécessairement  de  même  espèce  que  le  nombre  A. 

D'ailleurs ,  si  Ton  donne  successivement  à  k  toutes  les  valeurs  entières  possibles 
depuis  1  jusqu'à  9 ,  on  trouvera  toujours  des  nombres  entiers  de  même  espèce 
que     k     compris  entre  les  limites 

V/5A:— a  —  1  ,  {/^ . 

Ces  nombres  entiers  seront  respectivement 

Pour     A;:=i 1 

2 2 

3 3 

4 4 

5 3 

6 .     4 

7 .5 

8 4 

9 .  .  5  . 


{  377  ) 
Il  est  doDC  prouTÂ  qu'à  une  valeur  quelconque  de     k    ~Ëorre$pondrn   loujoiirj  un 
Dombre  entier  de  même  espèce  compris  entre  les  limites 

CoroUaîre  i."  Si  l'on  suppose     k=  i9i  ,     on  aura 

\/3*— a  —  1  =  i8,  \/Xk  ^  23  =  18  +  4. 

Par  suite ,  si  l'on  fait     jt  >  1  s  1 ,     la  différence  entre  les  limites 

{/5kZ~i  —  I  ,  v/4T 

surpassera  4-  H  existera  donc  alors  au  moins  quatre  nombres  entiers  conséciilif'^ , 
compm  entre  les  limites  dont  il  s'agit;  et,  parmi  ces  quatre  nombres,  il  y  en  mira 
nécessairement  deux  de  même  espèce  que  le  nombre     fc. 

6.'  TllÉditÊllB.      ft     étant  un  nombre  entier  quetccmque,   il  existe  toujours  entre  les 
Hmitet  ■   ■ 

l/5î" .        1/4* 

au  moins  un  nombre  entier  de  même  espèce  que  k  ;  à  moins  toutefois  que  k  ne 
toit  un  des  nombres  impairs 

1,5,9,   '»-   '7'   >9.-   ^9'  4». 
ou  bien  un  des  nombres  pairs 

2  ,  6,  S  .   i4>  29  ,   34,   34> 
Démonstration.  En  effet,  si  l'on  suppose     &  >  66,     on  aura 

et  par  suite  il  y  aura  toujours  entre  les  limites  \/Wk  ,  \/^  >  deux  nombres- en- 
liers,  doi)t  l'un  sera  de  même  espèce  que  h.  De  plus,  si  l'on  donne  successive- 
méat  à  k  toutes  les  valeurs  entières  possibles  depuis  i  jusqu'à  .  S6,  on  ne  trou- 
vera d'exception  au  théorème  que  pour  les  nombres  ci-dessus  énoncés. 

Corollaire  1."  On  peut  remarquer  que  parmi  les  nombres  pairs  qui  font  exception 
^  la  r^lfl  générale,  les  seuls  qui  ne  soient  pas  divisibles  par     4     ^o\i\  les  suitaots  : 

a.  6,  i4.  sa.  54.  *    - 


(  ?78  ) 
Les  deax  autres ,  savoir»     8  et  s4  »    étant  diTisét  par    4  »     doooeut  pour  quotient 

2     et    6. 

1."  Problême.  Détûrminer  les  valeurs  de    kj     pour  lesquelles  il  est  impossible  de 
résoudre  simultanément  en  nombres  entiers  les  deux  équations 

l     k=t'  +  u'  +  v'  +  w', 

de  manière  que  la  valeur  de    s    soit  comprise  entre  les  limites     \/Wk,   {/Îk. 

Solution.  Supposons  d*abord  que  k  soit  un  nombre  impair,  ou  impairement  pair. 
Alors ,  en  yertu  des  théorèmes  d,  /^  et  6,  oh  pourra  toujours  résoudre  les  équations 
(]) ,  de  manière  que  s  satisfasse  à  la  condition  eiigée;  à  moins  que  k  ne  soit  un 
des  nombres  impairs 

(a)  »»  5*  9*  >»*  ^7»  >9'  39»  41» 

ou  bien  un  des  nombres  pairs 

(3)  2  ,  6,  i4»  2S,  54. 

Supposons  en  second  lieu  que    k    soit  divisible  par    4  »     ^  faisons 

(4)  k  =  i,-k\ 

a  étant  égal  ou  inférieur  à  Texposant  de  la  plus  haute  puissance  de  4  <im  puisse 
diviser  k  ;  on  pourra  évidemment  résoudre  les  équations  (1)  avec  la  condition  exigée , 
si  Ton  parvient  à  résoudre  en  nombres  entiers  les  suivantes  : 

ft'  =  l'*  +  a'«-4-v'»+ir'», 

(5) 

s'  =  t'  4-u'  4-t;'  4-tt;'  , 


de  manière  que    s'     soit  compris  entre  les  limites      ^Zk'  »    f/^k*  •     Car  il  suiSra 
dans  ce  cas  de  faire 

r=rr2*^\       U=2*tt',*  t7=:2*D',       ttr=2*w', 

«  =  2*S'. 

De  plus  »  si  Ton  prend    4"^    égal  à  la  plus  haute  puissance  de   4   ^^i  puisse  diviser   A, 
k*     sera  nécessairement  un  nombre  impair ,  ou  impairement  pair;  et  par  suite  les 


i 


(  «79  ) 
équations  {à)  seront  réselubles  a^c  la  condition  exigée ,  à  moins  que     k'    ne  soit  un 
des  nombres  compris  dans  les  séries  (s)  et  (3).  Enfin  «  si    k'    est  un  des  nombres 

1  ,  5,  g,   11  ,   17,   ig,  ag.  4i  , 

il  suffira  de  'diminuer ,  dans  Téquation  (4) ,  a  d'une  unUé ,  pour  que  A'  acquierre 
une  des  valeurs  suivantes  : 

(6)  4*  30»  36,  44»  6S»  76»  i^(>»  1^4; 

et,  comme  pour  ces  diverses  valeurs  de  k'  on  peut  résoudre  les  équations  (5)  avec 
la  condition  exigée  [voyez  ci-après,  scholie  i.*']  »  il  en  résuke  que»  parmi  les  valeurs 
de  k  divisibles  par  4  >  les  seules  qui  fassent  exception  à  la  règle  générale  sont  celles 
qui  sont  de  la  forme     4'^^»     k'    étant  un  des  nombres 

a,  6,  14,  «a,  34. 

En  résumant  ce  qui  précède»  on  voit  qu*on  pourra  toujours  résoudre  les  équations  (1) 
de  manière  que  $  soit  compris  entre  {/Jïï  et  \/^;  &  moins  que  k  ne  soit  un 
des  nombres  impairs  compris  dans  la. série  (a) ,  ou  bien  un  nombre  pair  de  Tune  des 
formes  suivantes  : 

aot+i  aa+i  aa+i  aa+i  aa+i 

(7)  2     .     1 ,     2   ,.    3,     a     •    7,    a     .    11,     a     .     17. 

Seholic  i."  Nous  avons  dit  ci-dessus  qu'en  prenant  pour     k     un  des  nombres 

4,  ao,  36,  44,  68,  76,  ii6,  164. 
on  pouvait  toujours  résoudre  simultanément  les  deux  équations 

(8)  .       '  ' 

{     s=t  -f-«   -f-v   +w  » 

de  manière  que  s  f&t  compris  entre  les  limites  v/^»  \/W*  ^'^^^  ^^  qu'on  peut 
aisément  vérifier  de  la  manière  suivante. 

Si  Ton  cherche  successivement,  pour  chacune  des  valeurs  de    k     dont  il  est  ici 
question,  les  nombres  pairs  compris  entre  les  limites     {/STc\   v/JT,     on  trouvera 

pour     k==z    4  •  -   •    lo  nombre     4 

20 8 

36 12 

44 12 

68 16 


76  • i6 

116 20 

164    ....*....     24' 


I 


\ 


jà 


(  28o  ) 

Cela  posé,  il  est  facile  de  ?oir  que>  si  Ton  prend  pour    «    le  nombre  sîtaé  dans  la 
table  précédente  vis-à-vis  de  chaque  valeur  de     k ,  la  quantité 

ne  sera  jamais  de  la  forme 

4*(8n  +  7). 

Par  suite  [voyez  le  théorème  5],  en  adoptant  cette  valeur  de     $  ^     qui  remplit  la  con- 
dition exigée,  on  pourra  résoudre  simultanément  les  équations  (8). 

Scholie  2.'  Si  l'on  prend  pour  k  un  quelconque  des  nombres  compris  dans  la  série 
(7) ,  la  valeur  de  s  ne  pourra  jamais  être  renfermée  entre  les  limites  |/3T,  \/l\k. 
Mais  il  sera  facile  de  déterminer  dans  cette  hypothèse  les  diverses  valeurs  que  s  peut 
obtenir.  En  effet,  si  la  valeur  de     k     est  donnée  par  Téquation 

cM'lle  de     $     sera  nécessairement  de  la  forme 

(10)  J=2*5^, 

«     ét«')nt  un  nombre  tel  qu'on  puisse  résoudre  simultanément  les  deux  équations 

(      2  *  =  </  4.  «/  4.  v;  4-  w;  , 

Pour  le  prouver,  observons  qu'on  ne  peut  résoudre  en  nombres  entiers  Téquation 
(12)  2»*  +  'A:^  =  f4-a5  4-v»4-tt;2, 

dans  le  cas  où  a  surpasse  zéro ,  à  moins  de  supposer  que  t^u^v  ^w  sont  des 
nombres  pairs;  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que,  si  l'on  fait  successivement  a=i> 
a  :=^  2  ,  a  =  3 ,  etc.  ,  OU  ne  pourra  résoudre  la  même  équation  en  nombres  entiers ,  à 
moins  de  supposer  que  chacun  des  nombres  t,  u,  v ,  tv,  est  divisible  une  fois,  deux 
fois  ,  trois  fois ,  etc. ,  par  2.  Ainsi ,  «  ayant  une  valeur  déterminée  supérieure  à  l'anité^ 
il  faudra,  pour  résoudre  l'équation  (12)  en  nombres  entiers,  supposer 

«z=r2*r^,  U  =  2*tt^,  V  =  2'^V^,  t<^  =  2*ti;^; 

d'où  l'on  conclura 


(  281  ) 

les  quantités     k^,  s^,  t^,  u^,  v^,  ir  ,     élanl  respcctiVement  assujetties  aux  équa^'ons  (11). 
SI  Ton  prend  successivement  pour     sXr^    les  nombres  pairs 


\ 


»,  6,   14,  22,  34; 
les  fâleurs  correspondantes  de    $^    seront  respectirement 

pour     2 1^  =  2  =  1  +  1 «^  =  2 

6  =  4  +  1  +  1 4 

i4  =  9  +  4  +  i   •  • 6 

22  =  9  +  9  +  4=16  +  4+1  +  1 8 

34  =  25  +  9=16  +  9  +  9 8  ou   10, 

Ainsi  les  seules  valeurs  de     s    qui  puissent  correspondre  aux  valeurs  de     k     prises  dans 
la  série 


»v 


2a+i       aa+l       2a+l       1ia+i        2a+i 

a     .1,2     .3,2     .7,2     .11,     a>j.i7 
seront  respectivement 

a  +  l  a+1  a+i  a-j-i  a+i  a+i 

2.1,         2.2,         2.3,.        2.49  2     •      4      OU      2     •     5. 

PaoBLâiiB  2.'  DéUrminer  les  valeurs  de  k  pour  lesquelles  il  est  impossible  de 
résoudre  simultanément  en  nombres  entiers  les  deux  é(iuations 

[     *  =  |*  +  u*  +  t;»  +  w\ 

\        j=r=«+a+V+W, 

de  manière  que  la  valeur  de     s     soit  comprise  entre  les  limites 

m 

V/3A--a  —  1  ,  {/îk* 

Solution»  Il  suit  immédiatement  des  théorèmes  ^  et  b ,  qu'on  peut  résoudre  siinulla- 
oément  les  équations  {i\,  de  manière  à  remplir  la  condition  exigée,  toutes  les  fois  que 
^  est  un  nombre  impair.  Nous  avons  fait  .voir  en  outre  [problème  précédent]  qu*en 
prenant  pour  k  un  nombre  pair,  on  peut  toujours  résoudre  les  équations  (1),  de 
manière  que     s     étant  inférieur  à     y/p"     soit  supérieur  à     ^/sT,     et  k  plus  forte 

39 


(  28s  ) 
raison  h      \/Sk'-^  —  i  ;      à  raoias  que  la  valear  de     k     ne  se  trouve  comprise  dans 


une  des  séries 


w 


8,       3«, 
.56 ,     924  » 


1 28  ,  etc. 
384  •  ^^c. 
896  ,  etc. 


2  f 

6, 
14, 

22  y       88,     3S2  »     1408,  etc. 
34  «     i36 ,     544»     2176,  etc. 

dont  les  termes  généraux  sont  respectivement 


2a+l  a«+i 

2  1 9     a     •    3  9 


201+1  2a+I  2a+l 

a     .    7,    a     .    ii>    a 


1  *' 


Enfin,  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  loin  [scholie  2] ,  les  plus  grandes  valeurs  de 
puissent  correspondre  à  ces  diverses  valeurs  de     k ,     sont  respectivement 


lUI 


a+l 


«+l 


1, 


a+l 

a  .    3, 


a+l 

a   .   4» 


a+l 

3.5: 


d'où  il  est  aisé  de  conclure  que ,  dans  les  séries  que  l'on  considère ,  les  seuls  termes , 
pour  lesquels  la  valeur  de  s  reste  comprise  entre  les  limites  j/sT-^  — 1 ,  4/4^, 
sont 

pour  la  1.'*  série  ...    les  nombres     2  et     8, 

pour  la  2.« 6,      24  et  96  , 

pour  la  3.« i4  et  56» 

pour  Ia4.<' 22,      88,  352  et  i4o8  , 

pour  la  5.» 34,    i36,  544  «l  2176- 

Si  l'on  retranche  ces  mêmes  termes  des  séries  (2) ,  les  termes  restants  seront  les  seules 
valeurs  de  k,  pour  lesquelles  on  ne  puisse  résoudre  les  équations  (1)  avec  la  con- 
dition exigée.  Parmi  tes  valeurs  dont  il  s'agit,  les  plus  petites  seront 

52,  123,  224,  384,  5i2,  89G,   i024f  etc.... 

Corollaire  1.*'  Si  l'on  donne  successivement  à  k  toutes  les  valeurs  entières  pos- 
sibles depuis  Ap=i,  ^jusqu'à  ^=121  inclusivement,  on  n'en  trouvera  qu'une 
seule,  pour  laquelle  il  soit  impossible  de  résoudre  les  équations  (1)  avec  la  condition 
exigée.  Cette  valeur  unique  est 

aX  a  +  l 
A  =  32  =  2 

*  • 

La  seule  valeur  que  s  puisse  recevoir  dans  cette  hypothèse ,  est ,  d'après  ce  qu'on  a 
dit  plus  haut,  la  suivante  : 


'N 


(  a8S  ) 

qui  est  effectivemeDt  située  hors  dos  limites 

\/yk^%  —  1  =  4/94  —  ï  f  l/P  =  ï/TâS". 

Corollaire  a.*  Si  l'on  donne  à  A  ane  valeur  impaire,  telle  qu'un  seul  nombre  im- 
pair   s    se  trouve  compris  entre  les  limites 

V/5(ib+i)  — a  — I,    v/4 (*+  Ô  p 
on  aura  nécessairement  [théorème  5.*,  corollaire  i.*'] 

Dans  la  même  hypolhe.se ,  les  seuls  nombres  pairs  qui  puissent  être  compris  entre  les 
limites 

sont  les  suivants 

s —  1 ,  «  4"  *• 

D'ailleurs  k  +  ^  étant  un  nombre  pair  inférieur  à  121,  il  surit  du  corollaire  1  .*', 
qu*à  moins  de  supposer  ik  4"  >  =  5« ,  on  trouvera  enlre  les  limiter  ^/3(ilf+ï)— « —  i , 
V/4(A+i)  un  nombre  pair  «'  pour  lequel  on  pourra  résoudre  simuhadément  les 
deux  équations 

#'  =  !'  -f  tt'  +«'  4.»'  . 

s'  aura  donc  nécessairement  une  des  deux  valeurs  «  — *  1  >  «  -f-  1 .  Enfin ,  si  l'on 
fait  44-  1  =32,  on  trouvera  deux  nombres  impairs,  savoir  :  9  et  11  ,  compris 
entre  les  limites  f/s.  3a  —  2  —  i .  ^/4T32  •  On  pourra  donc  énoncer  sans  restriction 
le  théorème  suivant 

Th^orâiib.  7.*  Si  Con  donne  à  k  une  valeur  impaire,  telle  qu^un seul  nombre  im- 
pair   $    se  trouve  compris  entre  Us  deux  limites 

V/3(ï+i)-2— 1,  i/4(î+0  , 
en  pourra  toujours  résoudre  en  wymbtes  entiers,  oU  ùs  deux  équations 


(') 


ou  bien  les  deux  suivantes 


(  »84  ) 


(") 


«-7-1  =  ^    -f-tt    -f"^    +w. 


Théorème  8.*  Soient     k     et     s     deux  nombres  impairs  dont  le  second  soit  compris 
entre  les  limites 


« 

Soient  de  plus     m     un  nombre  entier  quelconque  supérieur  à    2  ^      r  '^  un  autre 
nombre  entier  égal  ou  inférieur  à     m  —  3  ;     et  faisons 


s  -{-  r. 


Si,  en  laissant  k  et  m  ^constants ,  on  donne  successivement  à  s  et  à  r  toutes 
les  valeurs  possibles,  et  que  Con  désigne  par  Bk  et  Ct  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  des  valeurs  de  At  ainsi  obtenues  :  tout  nombre  entier  compris  entre  les  li- 
mites    Bk  p  Ck  ^     sera  décomposable  en   m  4^  2    nombres  polygones  de  C  ordre  m +2. 

Démonstration»  Pour  établir  celte  proposition,  il  suffit  de  faire  voir,  1.°  que  tcrut 
nombre  entier  compris  entre  les  limites 

Bk   ,     C\   , 

est  une  des  valeurs  de  la  formule  (1);  2."  que  tout  nombre  compris  dans  cette  formule 
peut  être  considéré  comme  formé  par  F.addition  de  m  -{-  2  nombres  polygones  de 
Tordre     m  +  2  . 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  cette  proposition,  j'observe  que,  si  l'on  dé- 
signe par  Sj  la  plus  petite,  et  par  s,  la  plus  grande  des  valeurs  de  s  qui  cor- 
respondent à  la  valeur  donnée  de  k,  les  diverses  valeurs  de  5,  respectivement 
égales  aux  divers  nombres  impairs  compris  entre  les  limites 


formeront  la  progression  arithmétique 


(  s85  ) 
et  »  comme  on  peut  faire  successivement 

r"=o,  r=i,  r==2,  etc....   r  =  m  —  3,  r  =  m  —  2, 

les  diverses  valeurs  de    Au,     en  commençant  par  la  plus  petite  et  finissant  par  la  plus 
grande,  seront  respectivement 


m 

3 


m 


f 2 j+«>-a  =  B^  +  »i-i,     B^-f  i+m-a  ,     B  +a+m-a  ,     etc.B^+a(m-a)  j 


^2)  I  m^--li^-A^4.j,-4=B^  +  a(m-a),B^  +  i+a(m-a),B^  +  a+a(in-a),etc.B^+3(m-a)  ; 

etc 

(    "*'"     J+<,+a=C^-a(m-a),C^-H>a(m~a),(7^+a-a(m-a),etc.  C^-(m~a)  j 


m 

2 


k-Sg 
m 


( lii— ^+5,      =C^-(m-a),    C^  +  i-(m-a),    C^+a-(m-a),    elc.C^. 


Ces  diverses  valeurs  fourniront  donc  tous  les  termes  de  la  progression  arithmétique 

B^,  B^4-  j ,  Bf^  +  ^,  etc.,...  C^—  1 ,  6\  ; 

cVst-à-dire  tous  les  nombres  compris  entre    J?^   et     C^ .     On  peut  même  observer 

que  quelques-uns  de  ces  nombres  correspondront  à-la-fois  à  deux  valeurs  différentes 
de  la  quantité     s .  z 

Il  reste  maintenant  h  faire  voir  que  tout  nombre  entier  compris  dans  la  formule 


m+' 


peut  être  considéré  comme  formé  par  l'addition  de  m  4-  a  nombres  polygones  de 
Tordre  m  +  2  .  Or ,  comme  zéro  et  Tunité  font  partie  de  la  suite  des  nombres  po- 
lygones d'un  ordre  quelconque ,  et  que  Ton  suppose 

r  <  m— -s  , 

le  nombre    r    peut  toujours  être  considéré  comme  représentant  la  somme  de    m  —7  a 


(  286  ) 

'  polygones  de  Tordre     m  -|-  ^  •      H  suffira  donc  de  prouver  que  tout  nombre  entier 
compris  dans  la  formule 


(5)  ».  (-^j + 


est  la  somme  de  quatre  nombres  polygones  du  même  ordre  :  et  en  effet ,     s     étant  par 
hypothèse  impair  ainsi  que     Ar ,     et  compris  entre  les  limites 

on  pourra,  d'après  le  théorème  4*%  résoudre  simultanément  en  nombres  entiers  les 
deux  équations 

(4) 

d'où  l'on  conclura 

(a)  m   4-  *  =  ( 

+  m  [  )  -+•  w. 


(^) 


La  formule  (3)  est  donc  la  somme  de  quatre  nombres  polygones  de  l'ordre     r?t  -f"  ^r 
ce  qui  conplète  b  démonstration  du  tlktorétase  8.* 

-  Corollaire  i.*'     Ar  et  m     étant  supposés  constants,  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
des  valeurs  que     y^^     puisse  recevoir  sont,  conformément  au  tableau  n.*  (a) , 

Dans  ces  formules    s,  et  t,    désignent  respectivement  le  plus  petit  et  le  plus  grand 
«ks  oAmbres  impairs  compris  entre  les  limites 


(  «87  ) 

Si  maÎQtenant  on  change     A:  en  A  +  ^  i     ^^  ^^  '*<^^  désigne  par    '«/ ,  «/     le  plus 
petit  et  le  plus  grand  des  nombres  impairs  compris  entre  les  limites 

(8)     '  ^5(î  +  a)  — a— I,   \/^{kT^i 

les  formules  (6)  deviendront  respectivement 

D'ailleurs  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  différence  des  deux  limites 

est  toujours  inférieure  à  doux  unités.  Il  n'y  aura  donc  pas  de  nombre  impair  compris 
entre  ces  deux  limites^  on  bien  il  n'y  en  aura  qu'un;  et  p§r  suite  on  aura  toujours 

(lo)  «/  =  «,,  ou  bien  «/=s,-4-2. 

De  même  la  différence  des  deux  limites 

l/4(ÂTïT»  V/4Ï" 

étant  toujours  inférieure  à  deux  imités ,  on  aura  nécessairement 

(u)  «',  =  *,,  ou  /a  =  «,-4"2. 

Cela  posé ,  la  première  des  équations  (9)  se  réduira  évidemment  à  F  une  des  deux  sui- 
vantes 

(.2)  iï,^,=  5,  +  m.      iï,^,=  /?,+  u; 

et  la  seconde  des  équations  (9)  à  Tune  de  celles  qui  suivent 

(.3)  <7^^,=  f7^4.m,      C^^^=C^Ari. 

Od  aura  donc,  dans  tous  les  cas  possibles     (m  étant  >  a) , 


(  «88  ) 
(.4)  (     ^*  +  .=  '>">^*+«^ 

et  par  suite    C^_^^>  C^.    On  Irouyerait  de  même    C» + 4  >  C*  +  ,  .  (\_^^>C\^,, 

etc.  Si  donc  l'on  met  successivement  à  la  place  de    k    les  différents  termes  de  ia  pro- 
gression arithmétique 

k.k-\-î,k^^',k+6,elc.. 
les  valeurs  correspondantes  de     C»     que  nous  représenterons  par 

seront  toujours  croissantes;  et,  comme  ces  mômes  valeurs  sont  entières ^  elles  fiairont 
par  devenir  plus  grandes  que  toute  quantité  donnée. 

Corollaire  ft."  Chacun  des  nombres     C^  ,  ^A  +  a'  ^*  +  4'  ^^^- •    ®*^  décomposable 
en     m  4"  3     nombres  polygones  de  l'ordre     m  -f-  2 . 

THioRfiMB  9.*  SoU     k     un  nombre  impair  quelconque  ;     $^     le  plus  petit  des  nom- 
bres impairs  supérieurs  à  la  limite    j/Sik^  —  1  ;     et  faisons 

m     étant  entier  et     >  2.      Soit  de  plus      ^j^  +  a      ^  ^^^  devient      C,  ,      lorsquon 
remplace     k^  par     k-^%.     Chacun  des  nombres  entiers  compris  entre  les  limites 

sera  toujours  décomposable  en     m  -|-  2     nombres  polygones  de  Cordre     r/i  -f-  ^  • 

Démonstration.  On  doit  distinguer  deux  cas  différens ,  suivant  que  le  nombre  des 
entiers  impairs  compris  entre  les  limites 

est  supérieur  ou  simplement  égal  à  l'unité. 

Supposons  d'abord  qu'il  existe  deux  ou  plusieurs  nombres  impairs  compris  entre  ces 
mêmes  limites.  Alors,  en  adoptant  les  mêmes  notations  que  dans  les  théorèmes  pré- 
cédents .  on  trouver» 


(«89) 
8\  —  «^=a         ou         >  8. 

Cela  posé,  la  première  des  équations  (9)  [ théorème précédeat]  donnera  évidemment 


**+.=  »"  <"»(~^)+«,+  ». 


ou,  ce  qui  revient  au  même« 

% 

(s)  ^*+i=  ^^  <  ^k  —  »»4-4=  ou  <C^  +  1 , 

(m  devant  être  >  s).  D'ailleurs  nous  avons  fait  voir  [théorème  précédent]  que 
toot  nombre  entier  compris  entre  les  limites 

est  décomposable  en  m  -4-  si  nombres  polygones  de  Tordre  m  4-  >  •  La  même 
propofîition  étant  applicable  aux  nombres  entiers  compris  entre  les  limites 

lésera  encore  à  fortiori ^  en  vertu  de  la  condition  (a),  aux  nombres  entiers  compris 
entre  les  limites 

et  comme  Ct  peut  jStre  aussi  décomposé  de  la  même  manière ,  il  en  résulte  que  le 
théorème  9  est  déjà  démontra  pour  le  cas  ou  plusieurs  nombres  impairs  se  trouvent 
compris  entre  les  limites 

Supposons  en  second  lieu  qu'un  seul  nombre  impair  se  trouve  compris  entre  les  li- 
mites dont  il  est  ici  question.  Il  n'y  on  aura  qu'un  seul  à  plus  forte  raison  entre  les 
deux  suivantes 

et ,  par  suite  du  théorème  7  »  on  pourra  toujours  résoudre  .simultanément  en  nombres 
entiers  ou  les  équations 

(5) 

40 


■  (  »9<>  ) 
OU  bien  les  deux  suivantes 

(    *+»  =**  +  «'  +  »*4-t»', 

(4) 

Dans  la  même  hypothèse  »  on  aura  nécessairement 

el  par  suite 

(5)  i?^^^  =  m(ili^  +  ,,4.m=f7,  +  8. 

D'ailleurs^  coiniae  le  nombre     Ci .    cl  tous  les  entiers  compris  entre  les  limites 

•  •       •  . 

sont  décomposables  en    m  4-  ^    noHibrea  poiy^aes  .de  r<Nrdir6     m  -f-  s  ,     il  résulte 
déjà  de  l'équation  (5)  que ,  parmi  tous  les  termes  de  la  suite 

^k'     ^A+»'     ^A  +  «'  «^«•'  ^A  +  a—^'     ^'it  +  a' 

Cl  +  1      est  le  seul  pour  lequel  on  pourrait  révoquer  en  doute  la  possibilité  d'une  sem- 
blable décomposition.  Mais  ce  nombre^  étant  égal  k 


m 


(— r^}+'/+^-»' 


peut  être,  en  vertu  des  équations  (5)  ou  (4) ,  présenté  sous  Tune  ou  l'autre  des  deux 
formés  suivantes  ^ 


m 


m 


]^ ^ ^ j  +  <  +  «  +  t^4-W  +  m  —  Î2   , 

[ : — ; = "-)  +t  +  u  +  iy  +  w  :, 


et ,  comme ,  sous  l*une  ou  Tautre  de  ces  deux  formes ,  il  est  évidemment  là  somme 
de  m-l-  2  nombres  polygones»  dont  m —  a  sont  égaux  à  zéro  ou  à  l'unité,  on 
voit  que  tous  les  nombres  entiers  compris  entre 


^A      «'     ^k^. 


(  «9»  ) 
satisfont  encore  ,  dans  la  seconde  hypothèse»  h  la  condition  énoncée. 

Corollaire  i.*'  Il  suit  de  tout  ce  qui  précède  »  non-seulement,  que  les  nombres  en- 
tiers compris  entre  C^^  et  ^j^^,  sont  décomposables  en  m -4- s  nombres  po- 
lygones de  Tordre  m  4-  >  »  n^ftis  encore  que  la  décomposition  peut  toujours  être 
effectuée  de  manière  que  m  —  s  nombres  polygones  soient  respectivement  égaux 
à  séro  ou  à  l'unité. 

Corollaire  s.*  La  même  proposition  est  évidemment  applicable  aux  nombres  entiers 
compris  entre  les  limites  ^k-i^i*  ^k-hi^  ^  ceux  qui  sont  compris  entre  les  limites 
^A-)-  i  '  ^k-^s*  ®^^*  '  ^^»  P^^  suite,  à  tous  ceux  qui  sont  renfermés  entre  les  limites 

k  et  /    étant  denz  nombres  entiers  pris  h  volonté. 

TatoaiiB  lo*.  Tout  nombre  entier  e$t  déoompoêabU  en  einq  pentagones,  six  hexa- 
gones ,  sept  heptagones ,  etc. ,  et  en  général  en  m  -|-  >  «  nombres  polygones  de  Contre 
m+a,  (m  étant  >3). 

Démonstration»  En  effet ,  adoptons  pour  on  moment  les  notations  ci-dessus  employées 
[théorèmes  8  et  9].  Il  est  démontré  par  le  théorème  8  que  tout  nombre  entier  ooropris 
entre  les  limites  Bk ,  Ci  peut  subir  la  décomposition  dont  il  s'agit ,  et  par  le  théo- 
rème g  (corollaire  9)  »  que  la  même  propriété  appartient  à  tous  les  nombres  entiers 
compris  entre  les  limites  C^  ®^  ^i^H-»/  '  ^  ®^  '  étant  pris  h  volonté*  D'ailleurs,  si 
Ton  suppose     /r  =  1  ^  (  =  00  »     on  trouvera 


Ainsi ,  en  Vertu  des  théorén^es  8  et  9 ,  la  décomposition  énoncée  sera  possible  pour 
tous  les  nombres  entiers  compris  entre  les  limites     1  el  00  ;  c.  q.  f.  d. 

Corollaire  i,**  Les  démonstrations  que  nous  avons  données  des  théorèmes  8,  9  et  ip 
prouvont  évidemment  que  la  déconiposition  d'un  nombre  entier  en  m  +  >  nombres 
polygones  peut  toujours  être  effectuée  de  manière  que  m  +  «  de  tes  nombres  soient 
égaux  à  zéro  ou  à  l'unité.  Par  suite ,  tout  nombre  entier  est  égal  à  la  somme  de  quatre 
pentagones»  ou  à  une  semblable  somme  augmentée  d'une  ailité;  h  la  somme  de  quatre 
hexagones,  ou  à  une  semblable  somme  augmentée  d'une  ou  de  deux  «nîtés;  à  la  somme 
àe  quatre  heptagones  »  ou  h  une  semblable  somme  augmentée  d'une ,  ^  de*  deux  ou  de 
trois  unités ,  et  ainsi  de  snite. 


(  «««  ) 

Corollaire  s.*  Si  l'oo  veut,  à  Taide  des  méthodes  ci-dessus  exposées ,  décomposer  uo 
nombre  entier  N  en  m  -f-  ^  nombres  polygones  de  Tordre  m  +  9  ,  il  faudra 
commencer  par  chercher  une  valeur  de  k  telle  que  le  nombre  donné  Pf  soit  coni* 
pris  entre  les  limites 

Pour  obtenir  une  valeur  approchée  de    k ,    on  fera 

lf=C,; 

ci,  comme  on  a  généralement 


Ci=m  (— ~H  +^  +  «»  —  9  , 


8,    étant  le  seul  nombre  impair  compris  entre  les  limites 


1/3 A:  — 9  —  I  ,   t/3A— a4-  >  » 
on  pourra  remplacer ,  sans  avoir  à  craindre  une  erreur  considérable. 


ê,    par     |/Sik>-«9 
et 


/ 


^  4  A  -  i/3A:-a  ).   ,       y—j. — I—   , 

Ck    par    m  J L— — |  jJ-  ^/Sï—  a  +  m  —  a  ; 

par  conséquent  la  valeur  approchée  de    A;    se  trouvera  déterminée  par  Téquation 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  la  suivante 


(2) 


j^A_(iV-„4..)j  =  02iî)l(u^«). 


Cotte  dernière  équation  étant  du  second  degré»  on  en  tii*era  deux  valeurs  de  k,  dont 
la  plus  grande  sera  celle  qui  doit  vérifier  Téquation  (i).  La  valeur  approchée  de  k 
étant  ainsi  connue  »  on  en  déduira  sans  peine ,  après  quelques  essais ,  la  valeur  véri- 
table avec  les  valeurs  correspondantes  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par 


(«95) 

Cela  posé ,  il  suit  des  théorèmes  8  et  9  qae  la  valeur  de  N  se  trouvera  nécessaireuieiit 
comprise  parmi  les  nombres 

(5)  B^^^,    ^*  +  .+  i,  etc..  Cj^,— ».     Cj^,; 

excepté  un  seul  cas«  dans  lequel  elle  sera  égale  à 

(4)  c*  +  l. 

De  plus  »  si  la  valeur  de  N  est  comprise  parmi  les  nombres  de  la  série  (3)  »  onr  pourra 
faire 

(5)  iV  =  m(i±ililj+,'4.r. 

S  étant  un  nombre  impair  compris  entre  les  limites  ^/5(i 4. a) _ a  —  1  ,  V^4 (ÎT^^a)  ; 
et  r  étant  =  ou  <'m  —  9.  Dans  la  même  hypothèse,  on  pourra  résoudre  simul- 
tanément en  nombres  entiers  les  équations 


(6) 


$'=zt  4-tt  4"^  "h<^  • 


En  joignant  celles-ci  à  Téqoation  (4)  »  on  verra  que  le  nombre     N    est  égal  à  la  somme 
des  quatre  nombres  polygones 


m 


(-^)+'.  "»(-^)+«'  «»(-~^)+«.  «.(J^)+„.. 


augmentée  de     r     unités. 

On  peut  déterminer  facilement  les  valeurs  de    s'    et  de     r    par  le  moyen  de  Téqua- 
tien  (5)  mise  sous  la  forme  suivante 

En  effet ,  dans  celle  dernière  équation  . 


■  Il  i< 


(  »9A  ) 

est  évidemment  le  quotient  de  la  division  de  N  —  ^k-h»  ^^^  ^  —  ^  '  ^^  **  '^ 
reste  de  cette  division.  On  doit  seulement  observer  que ,  r  pouvant  être  égal  à  m  —  2  , 
il  est  permis,  lorsque  la  division  '  donne  zéro  pour  reste  y  de  remplacer  ce  reste  par 
m  —  2  ,  pourvu  que  Ton  diminue  en  même  temps  le  quotient  d*une  unité.  11  devient 
même  indispensable  d'en  agir  ainsi ,  lorsque     N     est  égal  à     ^;^  <  ,  • 

Dans  le  cas  d'exception  •  on  a 

(8)  iV  =  C,4.i=mf-^)-4-«,-hm— I  ; 

s^  étaAt  le  seul  nombre  impair  qui  soit  compris  entre  les  limites  ^5/k— a  —  1 ,  x/Ak- 
Dans  le  même  cas ,  on  peut  résoudre  en  nombres  entiers  l'un  des  systèmes  d'équations 
(5)  ou  (4)  [théorème  9].  En  joignant  un  do  ces  systèmes  k  l'équation  (8) ,  on  en 
conclut  immédiatement  la  décomposition  du  nombre  N  en  m  -4-  s  nombres  poly- 
gones ,  dont    m  —  a     sont  égaux  è  l'unité  ou  à  zéro. 

Exemple,  Supposons  qu'il  s'agisse  de  décomposer     114     en  six  hexagones.  On  aura 

et  par  suite  l'équatioa  (2)  deviendra 

(9)  4(/fc  — 56)'  =  3A  — 2. 

La  plus  grande  racine  de  cette  même  équation  est,  en  nombres  ronds, 

A  =  63. 

Pour  connaftre  ie  degré  d'exactitude  de  cette  valeur  de  /r .  j'observe  qu'on  a  ,  peur 
m  =  4. 

(-0)  ■ 

et  comme ,  dans  le  cas  où  l'on  suppose     A-  =  63  ,     on  trouve 

r 

les  valeurs  de     6'^  ,     C^  .  ,      ^^  réduisent ,  dans  cette  hypothèse,  à 


(  39-5  ) 
C^=ia8— i5=ii5  ,     C^^^:=i3»—  i5=ii9. 

Le  nombre  doniié  ii4  n'étaot  paacompm  entre  lei  limites  iiS  et  119,  la  taleur 
présumée  de  k  est  Décesiairemeot  trop  forte,  et  doit  être  diminuée  au  moins  de 
deux  uniléi. 

D'ailleurs ,  lorsqu'on  suppose 


DD  trouve 

«/  =  *^  =  1 3  ,         Cj  ^  1 1 1  ,         C .  =  1 1 5  ; 

ol,  comme  1 14  o$i  comprit  eulre  les  deai  derniers  nombres ,  la  valeur  6v  de  k  est 
exacte.  Cela  posé ,  on  Couvera  que  «'■  ,  ou  te  plus  grand  nombre  impair  compris 
dsDs     \/4(i+9)     est  égal  k     1 5  ;     d'où  l'on  condura 

jSj^, ==«(*+»)  — "5=111.         N  —  B^_^_^  =  5. 
l'équation  (7)  se  réduira  donc  k 
(M)  5=»(-l^)  +  r; 

et  l'on  aura  par  suite 


*':=»',  —  a  =  i3  , 
et  r  =  i . 

Cela  posî,  les  équations  (5)  et  (6)  deviendront  respectivement 

/     iV=tii4==ax65— i3+i  , 
(1»)  j  6S  =  f  +  a'  +  v'4-B»*, 

Pour  résoudre  let  deux  dernières,  je  fais 

4X65  — (i3)'=83=a'-|-^'+ï'i 


N 


\ 


X4-/ 


1 


(  296  ) 

et  je  trouve 

d'o^i  je  conclus ,  h  l'aide  des  formules 

les  valeurs  suivantes  de     i ^  u^  v ,  w , 

% 

<  =  6,      tt=S,      t;=i,      tt;=:|. 

En  adoptant  ces  inémes  valeurs ,  on  trouve  pour  celle  de     iV 

AT:^  ii4  =  (a/'-"/J  +  (aa*-ii)  +  (aD»-^)  +  (aw»-ii»)+i+o=:66-»-45  +  i  +  i  +  i+o. 

Nous  avons  donc  effectivement  décomposé     ii4     en  six  hexagones,  dont  trois  sont 
égaux  à  Tunité ,  et  un  à  zéro. 


SUR  LA  NATURE  DES  RACINES 


DE   Q^UELQUES   ÉQUATIONS   TRANSCENDANTES. 


§  i.**  Considér allons  générales. 

J'ai  fait  voir,  dans  le  XYIL*  Cahier  du  Jouroal  de  TÉcole  royale  polytechnique, 
qu'étant  donnée  une  équation  algébrique  d'un  degré  quelconque,  on  peut  toujours  com- 
poser, avec  les  coefficients  de  cette  équation ,  des  fonctions  dont  les  signes  déterminent , 
dans  chaque  cas  particulier,  non* seulement  le  nomhre  des  racines  imaginaires,  mai» 
encore  le  nombre  des  racines  réelles  positi?es ,  et  le  nombre  des  racines  réelles  négatives. 
Il  est  donc  possible  de  fixer  à  priori  la  nature  des  diverses  racines  d'une  équation  algé*- 
brique.  La  dilficulté  de  résoudre  la  même  question  pour  les  équations  transcendantes  a 
été  signalée  par  M.  Poisson ,  dans  le  dernier  des  Mémoires  qu'il  a  publiés  sur  la  théorie 
de  la  chaleur.  Toutefois^  dans  la  plupart  des  problêmes  de  physique  mathématique,  on 
rencontre  des  équations  qui  renferment  des  lignes  trigonométriques  ou  des  esponentielies , 
et  dont  la  solution  est  nécessaire  pour  la  détermination  précise  des  lois  des  phénomènes. 
A  la  vérité,  la  comparaison  des  résultats,  que  fournissent  les  diverses  méthodes  employées 
par  les  géomètres ,  faisait  soupçonner  que  plusieurs  de  ces  équations  n'admettent  pas  de 
racines  imaginaires.  Mais  on  n'avait  aucun  moyen  direct  de  s'en  assurer,  et  de  recon- 
naître si  les  racines  d'une  équation  transcendante  sont  toutes  réelles.  On  doit  néanmoins 
excepter  les  deux  équations  fort  simples 

(i)  sins  =  o,  -.(a)  coss  =  o, 

dé)à  traitées  par  Euler.  Lorsque  ,  dans  la  première  de  ces  équations  ,  on  suppose 
z  =  x  +  Jl/^  »     ^  ^^  y     désignant  deux  variables  réelles ,  on  en  lire 

(3)  sina; 1-  cos» i/r7  =  o  , 

a  a         •^ 

et  par  suite 

(4)  («^+  *"^)  Mnx=  o  ,         (e^ — c^)  cosa5  =  o. 

Or,  tant  que  l'on  attribue  h    x    et  h    y    des  valeurs  réelles ,  on  ne  peut  évidemment 
satisfaire  h  la  première  des  formules  (4)>  è  moins  de  supposer 

4i 


(  «9»  ) 

I 

(5)  shimi^o,       cosâD=dbt  : 


» 


et  l'oD  lire  alors  de  la  seconde    e^  —  «""^^o  »    e*^=  i  , 

(6)  j  =  -l.l(.)  =  o; 

d*où  Ton  conclut  que  le  coefficient  y  do  ^/TT  s*évanbiiit  dans  toutes  les  racines  de 
Téquation  {i),  c'esl-ft-dire ,  en  d'autres  termes,  que  cette  équation  n*a  pas  de  racinei 
imaginaires.  Ou  doit  en  dire  autant  de  Téquation  {^)\  que  Ton  déduit  immédiatement 

de  réqoatioQ  (i),  en  remplaçant  z  par  ^^^z.  Il  était  à  désirer  qu'on  pût  ac- 
quérir la  même  certitude  pour  d'autres  équations  plus  compliquées.  Ayant  entrepris  des 
recherches  à  ce  sujet,  je  suis  parvenu  k  troorer  des  r^les  à  Taide  desquelles  on  petit 
fixer  la  nature  des  racines  dans  un  grand  nombre  d'équations  transcendantes ,  et  spécia^ 
lement  dans  celles  que  présentent  les  théories  de  la  chaleur ,  de  la  lame  élastique ,  des 

plaques  vibrantes,  etc. Avant  d'exposer  ces  règles,  je  m'occuperai  d\ibord  de 

quelques  équations  particulières  qui  se  rapportent  k  diverses  questions  de  physique 
mathématique. 

§  a.*  Sur  les  raeines  des  équations    tang  zz=sz ,     et    tang  «  =  a  s  • 

Considérons  d'abord  l'équation  transcendante 
(i)  tangi  =  2. 

On  reconnaîtra  sans  peine ,  avec  Euler  [voyez  le  second  volume  de  l'Introduction  à 
l'analyse  des  infiniment  petits],  i.*  que  cette  équation  admet,  non-seulement  trois  ra- 
cines nulles ,  mais  encore  une  infinité  de  racines  réelles ,  les  unes  positives ,  les  autres 
négatives;  a.*  que  les  racines  positives  sont  renfermées,  la  première  entre  les  limites 

ir ,  YT  -4 it  9    la  seconde  entre  les  limites     9ir,89rH ^  »      1^  troisième  entre 


limites     Stt  ,  Sfr-f- —  ^  »  etc....;  et  que  la    n"'*    racine  positive,  comprise  entre  les 
limites    nir  ,  nn^  —  it  ,    peut  être  déterminée  par  le  moyen  de  (a  formule  générale 

(an-f-i)ff  a        (        a  P       a       n>    iSf       a       1^    i46r       a       "jg       j 

^^'^^       a  (an  +  i)îc  j*"*' 5"L(*in+i)7rJ     T5L(^''+i)wJ     TÔ5L(a'«+0'f  J         ) 


(  «99  ) 
Cela  posé,  si  Ton  désigne  par    'a,pt  y».*,  tes  racines  positires  de  réquatieo  (i) ,  ran- 
gées par  ordre  de  grandeur ,  on  treayera  snccesshreBient 

a  =  4»49S4>i8—#    ^==7»  7«5«5i9*-*  »    7=  io»go4i3i5...»  etc../ 
Quant  aux  racines  négatires,  elles  seront  éridemment  représentées  par 

—  «1        "*P  »        ""7»        etc.... 

J^a joute  maintenant  que  Féquation  (1)  n*aura  pas  de  racines  imaginaires;  et,  en  effet, 
si  Ton  y  suppose 

X  et  jr    désignant  deux  çiantités  réelles  »  elle  donnera 


sina4?+8in(aij(/tl)        8lna«+-(e*^-s-»J')y^i 

(5)  x+7i/n'=tang(«+j|/tr)  = = r-^ 

cosad?+co8(a/\/ri.)       cos»«+-(e»^+«-*^) 

OQ ,  ce  qui  revient  au  même , 

On  aura  par  snile ,  pour  des  raleim  de    m    et  de   jr    différentes  de  léro , 


Or,  cette  dernière  équation  ne  saurait  être  admise.  Car»  tant  que    j    diffère  de  zéro , 
rexpression]' 

illlin  =  .  +  IfZÇ  +  -i^  +  etc.... 
4j  '     i.a.S        1.9.5.4.5 

éyidemment  jsnpérieure  à  Tunité ,  surpasse  ft  plus  forte  raison  le  rapport 

sinaâ; 


\  2X 


Par  conséquent,  dans  tontes  les  Taleurs  de    z    propres  à  yérifi^r  Téquation  (1) ,  la 
partie  réelle    x,    ou  le  coefficient    y    ée     f/7    doil  a'éyanooâr.  D'ailleurs ,  il  est 


I 

\ 


(  3oo  ) 

facile  de  reconnaître  que  la  variable    x    ne  peat  s'évanouir  sans  la  variable    y.     Car, 
si ,  dans  l'équation  (3) ,  on  pose    cb  =  o ,    elle  se  transformera  dans  la  suivante 

de  laquelle  on  tire 

y =  o . 

a  a 

ou ,  ce  qui  revient  au  même, 

et  Ton  ne  peut  évidenmient  satisfaire  à  Téquation  (7] ,  la  variable  y  étant  réelle,  sans 
supposer  jr=  o.  Donc  le  coefficient  de  y^IT  s'éranouit  dans  toutes  les  racines  de 
Téquation  (1) ,  et  toutes  ces  racines  sont  réelles;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Considérons  en  second  lieu  Téquation 

(8)  tang2  =  a2  » 

a  désignant  une  constante  réelle.  On  reconnaîtra  facilement  que  celte  équation  admet 
une  racine  nulle  »  et  une  infinité  de  racines  réelles ,  deux  à  deux  égales ,  mais  de  signes 
contraires.  De  plus,  si  Ton  remplace  z  par  x  +7V^^  »  ^^  obtiendra ,  au  lieu  des 
équations  (4)  9  les  deux  suivantes 

(9)  <»a^=  .,r..   ■   ^^^.-,y   '       "^y  — 


g'y+acosaaî+é"-»^'  «»J'+cosa«+tf""^ 


• 


desquelles  on  déduira  toujours  la  formule  (5) ,  en  supposant  les  valeurs  des  variables 
X  ^K  y    différentes  de  zéro;  tandis  que  Ton  trouvera ,  pour  une  valeur  nulle  de    x, 

ey-e-y 
(10)  «J=  -77-37^ 

V 

ou  »  ce  qui  revient  au  même , 


(>0 


^    i.a.5    '     i.a.3.4-5 
;„,; ^î >  — a  >  =0 

1  4.  J^  H 1—-^  +  .... 

^^    i.a    ^    i.a.3.4 


-        •  (  3oi.  ) 

Or,  il  est  aisé  de  voir  qae  cette  dernière  équatioD,  divisée  par  j,  n'admel  pas  de 
racines  réelles ,  lorsque  a  est  négatif  «  ou  bien  positif ,  mais  supérieur  à  l'unité  ;  et  qu'elle 
^dmet  deux  racines  réelles,  l'une  positire,  l'autre  négative»  mais  égales  au  signe  près, 
lorsque  a  est  positif,  mais  inférieur  à  Funité.  Gela  posé  »  en  raisonnant  comme  on  Ta 
fait  ci-dessus  à  l'égard  de  l'équation  (i) ,  on  conclura  définitivement  que  l'équation  (8) 
n'a  point  de  racines  imaginaires ,  si  ce  n'est  lorsqu'on  suppose 

(is)  a>o     et     <  1 , 

auquel  cas  elle  admet  deux  racines  de  cette  espèce  et  de  la  forme 

(i3)  *  =  çv/^,      z=—}:^, 

l    désignant  une  quantité  positive  déterminée  par  la  formule 

,  ,.  i.a.3         1.3.3.4.5  "^•'" 

{i4)  a= 


^    i.a    ^    i.a.3.4    ^ 


Les  équations  (1)  et  (8) ,  que  l'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit 

(i5)  $\nz^=zcosz,  (16)  sin:;  =  az C0S2  ,' 

se  retrouvent  dans  plusieurs  questions  relatives  à  la  théorie  de  la  chaleur  et  à  la  théorie 
des  ondes. 

§  3.*  Sur  les  rûcines  de  C équation     ianf^z  z=zaz'^  b. 

Considérons  maintenant  l'équation 

(1)  tang2;  =  a^-4-  b  , 

a  et  6  désignant  deux  constantes  réelles  dont  la  seconde  ne  soit  pas  nulle.  On  recon- 
naîtra sans  peine  que  cette  équation  admet  une  infinité  de  racines  réelles ,  les  unes  po- 
sitives, les  autres  négatives.  De  plus,  si  l'on  y  remplace  z  .par  x  +71/T  ,  x  et  j' 
étant  des  variables  réelles ,  on  en  tirera 

(2)  ax  +  o= ,      ar 


a«j+acosa«+«-"»^  •'         «•'^  +  acosaa?+f— '^ 


(  3o8  ] 
Or ,  le  IrÎDome 

étant  essentiellemeat  potilif  »  ol  fos  4mx  qtiaaUtés 


J.    e*y—e 


—«y 


étant  toujours  de  même  signe  »  il  est  clair  que ,  si  la  quantité  a  devient  négative , 
on  ne  pourra  èatisfaire  à  la  secende  des  formules  (a) ,  à  moins  de  supposer  y  =  o, 
Cette  remarque  s'étend  au  cas  même  où  la  constante  a  s'évanouirait.  Car ,  dans  ce 
cas  particulier ,  la  seconde  des  formules  {%)  donnerait 

••y— a— y=o, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  » 

•^  j      •    i.a.3   *    i.a.5.4.5   *         ) 

et  par  conséquent 

7  =  0. 

Donc»  si  Ton  a 

(5)  «=    ou     <o, 

Téquatioft  (1)  n'adittattra  pas  de  racines  imaginaires. 

Concevons  à  présent  que  la  constante    a    devienne  positive.  Si  Ton  attribue  à  la  va* 
rîable    y    une  valeur  différente  de  zéro ,  on  tirera  des  équations  (s) 

asînaa; ««/-«--» 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


Or,  comme  la  valeur  numérique  du  rapport 


sinaâ; 


47 


sin^d; 


surpassera  celle  de  la  fraction    « ,    Téquation  (5)  ne  pourra  évidemment  subsister 


(  5o5  ) 
qu'autant  que  IVta  aura 

(6)  ('+^)*<'' 
et  par  conséquent 

(7)  ,  +  _^<o. 

D'ailleuTê  cette  dernière  condition  se  ré44iit ,  pour  des  Taieors  positives  de  la  constante 

(8)  x< , 

et ,  pour  des  valeurs  négatives  de  la  constante    b ,    h 

(9)  *>-• ^V 
Donc,  si  Ton  a 

(10)  a  >  o  , 

tontes  les  racines  iin«iginaires  de  Téquation  (i)  offriront  une  partie  réelle  supérieure  à  la 

quantité supposée  positivé  »  du  inférieure  à  la  quantité    — -  —   supposée  né^ 

gative.  An  reste ,  on  ne  saurait  douter  que  Ton  ne  puisse  satisfaire  par  des  valeurs  ima- 
ginaires de    2    à  dés  équations  de  la  forme 

(i)  tangz  =  a2  -4*  ^  » 

mais  dans  lesquelles  a  serait  positif ,  et  b  différent  de  zéro.  En  effet ,  concevons 
qae  »  a  et  ^  désignant  deux  quantités  réelles  dont  la  seconde  ne  soit  pas  nulle ,  on 
suppose 

«'P+aco8aa+tf~'*P  4P 

(») 


\ 

f 


b  — 


4a  I  sinaa         e*P-«""*P 


s'?+aco8a«+«""*P  I    »«  4P 


Alors ,  pour  vérifier  t'équaiion  (i) ,  il  suflira  '^e  prendre 


1 

I 

\ 


(5o4) 

§  4**  Sur  les  racines  de  C équation     tangz  =  — ^ 
CiOnsidérons  à  présent  réqiialion  traDscendante 


az 


(,)  langz=.^^ 

a  et  6  désignant  deux  constantes  réelles.  On  reconnaîtra  sans  peine  qu'elle  admel. 
comme  l'équation  (8)  du  §  i.",  une  racine  nulle,  et  une  infinité  de  racines  réelles, 
deux  h  deux  égales  «  mais  de  signes, contraires.  De  plus ,  si  l'on  pose ,  dans  l'équation  (i), 

j    étant  une  variable  réelle,  et,  si  l'on  divise  ensuite  les  deux  membres  par    y,    on    j 
trourera 


Or,  il  est  aisé  de  s'assurer  que  celte  dernière  équation,  dont  ie  second  membre 

I 

ey-e-y  ~  i.a  3  ^  1.2.3.4.5  ^ 


i.a  1.2.5.4 

1 

reste  inférieur  à  Tunité  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de     y^     n'admettra  point  do 
racines  réelles ,  si ,  la  constante    a    étant  positive ,  le  rapport     —     est  négatif,  ou  bien      ! 
positif,  mais  inférieur  à  l'unité.  Donc ,  si  l'on  a  simultanément 

(5)  rt  >  o  ,  —  <  I  , 

l'équation  (i)  n'aura  pas  de  racines  imaginaires  «  dans  lesquelles  la  partie  réelle  s'éva- 
nouisse. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  les  conditions  ici  indiquées,  à  l'aide  des  signes  >  ^t 
<  placés  entre  deux  quantités,  doivent  être  étendues  au  cas  même  où  ces  quantité? 
deviennent  égales  entre  elles.  C'est  une  convention  qu'il  est  utile  d'adopter  pour  sim- 
plilier  les  notations ,  et  que  nous  admettrons  en  général  duns  la  suite  de  cet  article. 


\ 


(  $o5  ) 

Si  les  conditions  (3)  n'étaient* pas  remplies»  l'équation  (s)  pourrait  admettre  quelques 
racines  réelles»  qui ,  prises  deux  à  deux«  seraient  égales,  mais  de  signes  contraires ,  et 
par  conséquent  l'équation  (i)  pourrait  admettre  des  racines  imaginaires  qui  seraient, 
deux  k  deux,  de  la  forme 


(4) 


2  =  ;i/: 


1  * 


5=_çv/n'. 


Pour  savoir  si  l'équation  (i)  admet  des  racines  imaginaires,  dans  lesquelles  la  partie 
réelle  ne  soit  pas  nulle  j  on  fera 

X ,  y     désignant  deux  variables  réelles ,  et  l'on  tirera  de  cette  équation 


(5) 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


siûaa?  +  -(e«r.tf-«r)^/rx  «[(«*+7')  (*-JV^0  +  *(*+JV/^0] 


a  *  ' 


(a?*-7»+^)'  +  4a?'j» 


puis  l'on  en  conclura ,  en  supposant  que  les  quantités    x  ei  j    diffèrent  de  zéro , 


asioa^ ax{b'^x*+y*) 


(6) 


u'J^+aco8aa?+«-*^         (a?»-j*+^)'+4a?'>'» 


u>r-^-«r. 


ay{b-x^'y*) 


e'^  +  acosaaj-He-»^  (a?*-:r"  +  ^)'  +  4^'J* 


et  par  suite 

(7) 


sina^r 


<5.r-a-«r 


aa?     6+a?*+j» 


4j  b-x^-y* 


Or,  cette  dernière  équation  ^e  saurait  être  admise ,  si     b     est  positif  ou  nul ,  c'est-à- 
dire  si  l'on  a  i 


(8) 


6  >o. 


En  eflet ,    j    n'étant  pas  nulle ,  la  valeur  numérique  de  la  fraction 


e»y.e—'ï 


4« 


(3o6) 

Sill  3  (S 

siivpàMera  celle  de     >         ;     et  «  «i  la  condition  (8)  esl  n^mplie ,  le  valeur  naméri^uo 
du  rapport 


sera  encore  égale  ou  supérieure  à  celle  du  rapport 


6+«»+j» 


Donc,  lorsque  6  est  positif  ou  nul,  l'équation  (i)  n'admet  pas  de  racines  imaginaires 
dans  lesquelles  la  partie  réelle  diff&re  de  aéro.  Si  les  conditions  (5)  et  (8)  étaient  simul* 
tanément  vérifiées ,  c'est-à-dire  si  Ton  avait  à-la-fois  ~ 

(g)  .       a  >  &         et         6  >  o , 

l'équation  (i)  ne  pourrait  admettre  que  des  racines  réelles. 

On  peut  encore  déduire  de  Téquation  (5)  une  autre  conséquence  digne  dé  remarque. 
En  effet ,  eonuoe  on  a  généralement 

(lo)  tang2  = 


et  par  suite 

^''^  ^  =    ,  -  t/r.  tang.  '  - 

on  tirera  évidemment  de  l'équation  (5) 

Si  maintenant  on  ^ale  entre  eux  les  carrés  des  modules  des  expressions  imaginaire» 
«lue  renferment  les  deux  membres  de  la  formule  (lâ)  »  on  trouvera 


(i5) 


(3o7  ) 

Or»  l*eiLponeiilielle  qui  forme  le  premier  membre  Ad  l'équation  (i3)  éudi  néceasahre^ 
menl  une  qiianliié  posiiiTe  qui  reste  ioférîeiire  à  l'omié  pour  des  Talevra  poeitires  de 
la  variable  y  »  et  devient  sopérieiire  è  i'anité  ponr  des  yaleura  négatives  de  la  même 
variable,  on  conclura  de  l'équation  (i3)  que  la  différence  entre  le  polynôme 

el  le  polynôme 

c'est-à-dire  le  produit 

doit  être  une  quantité  de  même  signe  que  —«7.  On  doit  donc  avoir  »  pour  tputes  les 
valeurs  de    j    différentes  de  zéro  » 

(i4)  a{x*+y'^b)<o. 

D'ailleurs ,  si  l'on  suppose 

(i5)  6<o, 

la  condition  (i4)  ue  pourra  être  vérifiée  à  moins  que  Ton  n'ait  en  môme  temps 

a<o. 
Donc ,  si  Ton  avait  à-la-fois 

(i6)  a  >  o        et         6  <  o  , 

l'équâlion  (1)  ne  pourrait  admettre  que  des  racines  réelles. 
Il  est  bon  d'observer  que  les  formules  (9)  et  (16)  sont  comprises  dans  les  suivantes 

(3)  a  >  o        et       —  <  0 . 

Donc»  toutes  les  fois  que  ces  dernières  conditions  seront  vérifiées,  Téquation  (1)  n'ad* 
mettra  pas  de  racines  imaginaires. 

Nous  remarquerons,  en  terminant  ce  paragraphe,  que  l'équation  (1)  peut  s'écrire 
comme  il  suit 

(17)  («»-f-A)sîn«  —  ii9Cos«  =  o.  • 


(  5o8  ) 

En  la  présentant  spus  cette  forme»  et  supposant  les  conditions. (16)  remplies»  on  recon- 
naîtra qu'elle  coïncide  arec  Téquation  qui  sert  à  déterminer  le  mouvement  de  la  chalear 
dans  une  barre  cylindrique  ou  prismatique  d'une  petite  épaisseur. 


S  5.*  Sur  les  racines  de  C équation     tang  z  =  —— -  tang  (c«|/ri  ) . 


Cohsidérons  encore  l'équation 


(0 


tangz  =  —  tang  (cr v/^)  , 


qu'on  peut  aussi  présenter  sous  la  forme 


(«) 


tans:;  =  a  


"N 


I    / 


I 

On  reconnaîtra  facilement  qu'elle  a  une  infinité  de  racines  réelles ,  qui  »  prises  deux  à 
deux ,  sont  égales ,  mais  de  signes  contraires  »  et  dont  l'une  se  trouve  renfermée  entre 
^cs  limites 


[n-^y,    («+!)-. 


n    désignant  un  nombre  entier  quelconque.  De  plus  »  comme  il  suffit  de  remplacer 
par    z\/^  f    pour  que  l'équation  (s)  se  transforme  dans  la  suivante 


(3) 


1       «*-«-• 

tancc2= , 


il  est  clair  que  l'équation  (2)  aura  encore  une  infinité  de  racines  imaginaires  qui  seront 
deux  à  deux  de  h  forme 

[ç     désignant  une  quantité  réelle] ,  et  dans  l'une  desquelles  le  coefficient-  de     [/r7     se 
trouvera  compris  entre  les  deux  limites 


tI**— 7)''      t("+7)'- 


4 

J*«|oute  maintenant  que  l'équation  proposée  n'aura  pas  de  racines  imaginaires  9  dans  les- 


N 


(  3o9  ) 

quelles  la  partie  réelle  diffère  de  zéro  ;  et  en  effet  »  si  Ton  remplace    z    par    x  +7(^> 
X  ei  y    étant  des  variables  réelles ,  cette  équation  donnera 

(4)  i»og{x+'y{/Ti)=—.tans{exy~—ey). 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

(5)        j -=«,-! . 

et  par  suite 


w  : 


tf*J'+acosaa;  +  «'~'^  «**'+aco8acj'+« 


—  a  ex 


Or  »  on  tire  de  ces  dernières ,  lorsqu'oÂsuppose  les  valeurs  de  x  et  de  j  différentes- 
de  zéro , 

sinarD   sinacy  e^y-c^^   tf»«*-«— *«'' 

7 = 7 7^ 

D'ailleurs  »  l'équation  (7)  ne  saurait  être  admise ,  puisque  des  quatre  rapports 

siuaa;  sînacjr  #»r-#— «r  «»«■»- g  — >«* 

aâ;  atjr  47  4^^ 

les  deux  premiers  sont  inférieurs,  et  les  seconds  supérieurs  à  Tunité  [abstraction  faite 
des  signes].  Donc»  dans  toutes  les  racines  de  l'équation  (2),  la  partie  réelle  œ,  ou 
le  coefficient  y  de  |/rr.  se  réduisent  à  zéro.  En  d'autres  termes,  cette  équation  a 
seulement  des  racines  réelles ,  et  des  racines  imaginaires  ^oihi  la  partie  réelle  s'évanouit. 

Lorsqu'on  réduit  les  constantes     a  et  c     h   \db  i  ,     les  équations  (a)  et  (5)  coïncident 
toutes  deux  avec  Tune  des  suivantes 

(8)  «<«g»  =  -;7î:;zT.  (9)  tangs  =  --;^j-^. 

Donc  chacune  de  ces  dernières  admet  une  infinité  de  racines ,  qni ,  prises  quatre  [i 
quatre,  sont  de  la  forme 


(10) 


•«  =  Ç,        2  =  — ç. 


(^lo) 


K  désignant  une  quantité  positive;  et  n'a  point  de  racines  imaginaires  dans  lesquelles  la 
partie  réelle  diffère  de  zéro.  La  remarque  que  Toq  vient  de  faire  est  très-utile  dans  la 
théorie  des  vibrations  des  lames  élastiques,  attendu  que  la  forinule  à  l'aide  de  laquelle 
on  détermine  ces  vibrations ,  a  pour  second  membre  une  foo^tlon  des  racines  4les  équa- 
tions (8)  et  (g). 

^6.*  Sut  tes  racines  de  C équation    tangcs;  =  f{zy 


Considérons  maintenant  l'équation 


(0 


tang cz  =  f{z)  , 


c  étant  une  constante  réelle ,  que  Ton  peut  toujours  réduire  »  en  changeant ,  s'il  est 
nécessaire  »  les  signes  des  deux  membres ,  à  une  quantité  positive ,  et  f[z)  désignant 
une  fonction  quelconque  de  la  variable  z  •  Si  cette  fonction ,  étant  réelle  »  conserve 
une  valeur  fibie,  toutes  les  fois  qu'on  attribue  à  z  une  valeur  positive  ou  négative, 
et  supérieure  (abstraction  faite  du  signe)  à  uâf  limite  donnée  t,  l'équation  (i)  aura 
certainement  une  infinité  de  racines  réelles.  En  effet  »  désignons  par  n  un  nombre 
entier  quelconque  supérieur  à  la  somme 


Comme  on  aura 


(»-t)'>'' 


il  est  clair  que ,  si  Ton  fait  varier    z 


depuis 


ou  depuis 


'  =  -7^  +  7) 


ÏT 


jusqu'à 


jusqu'à 


dans  Téquation  (i)  présentée  sous  la  forme 


M 


tangcr — f{z)=o  , 


le  premier  membre  passera»  en  même  temps  que  le  terme     tang  es ,    de  l'infini  né- 
gatif à  Tinfini  positif,  ou  réciproquement.  Donc  il  s'évanouira  dans  rintcrvalle;  d'où 


(5>«  ) 
il  résulte  que  réquailon  (i)  admettra  au  moins  une  racine  positive  conTprise  entre  les- 
limites 


t(«-t)'-"    t("+t)''' 


et  une  racine  Efi^ative  comprise  entre  les  Umîtos 


-tI'^+t)"'      -tI^-t)' 


Donc»  puisque  le  nombre  entier     n    peut  croître  indéfiniment,  l'équation  (i)  admettra 
une  infinité  de  racines  réelles  »  les  unes  positives»  les  autres  négatives. 

II  est  important  A^dMefver  que  la  limite    l    existe  ^.toutes  les  fois  que  les  racines  réelles 
de  l'équation 

(3) 


/w 


80ot  en  nombre  fini.  Donc  i  si  cette  condition  est  remplie ,  les  racines  réelles  de  l'équation 
(i)  seront  au  contraire  en  nombre  infini.  Cest  ce  qui  ^arrivera  en  particulier»  si  l'on 
prend  pour  f{z)  une  fonction  réelle  et  rationnelle  de  la  variable  z  »  c'est-à-dihe  si 
roQ  suppose 

(4)  m  =  -^  . 

î{z)  et  ¥{z)  désignant  deux  fonctions  réelles  et  entières  de  la  même  variablcr  Alors  le 
nombre  l  ne  sera  autre  chose  qu'une  limite  supérieure  aux  valeurs  numériques  des 
racines  réelles  de  l'équation 

(5)  F(î)  =  o. 

Si^  pour  fixer  les  idées»  on  prend  successivement 
f(z)  =  z,    f(z)=az,    J\z)=az  +  b,    f{z)=^,     f^z)  =  aÇ^^.. 

et,  si  Ton  remplace  en  môme  temps  c  par  l'unilé  dan^  le  premier  membre  de  l'éqna- 
lion  (i)  »  on  se  trouvera  ainsi  ramené  aux  équations  que  nous  avons  déjà  traitées ,  et  l'on 
reconnaîtra  immédiatement  que  chacune  d'elles  admet  une  infinité  de  racines  réelles  po- 
»llves  et  Me  racines  réelles  négatives. 

Revenons  maintenant  au  cas  où»  la  constante    c    étant  positive^  la  fonction    f{z) ,  a 


(3l9) 

Tine  valeur  quelconque.  Alors  ,  si  l'on  remplace     z    par    ûs+JV^m  *     x  ei  y    élanl 
drs  variables  réelles,  ou  pourra  supposer 


(6) 


n^-\-yyr^)  =  P  +  QV^r 


P,  Q    (lésiganat  des  fondions  réelles  des  variables    x,y;     et  l'équation  (i)  donaen 


(7) 


P  +  Çv/^=lang(cx  +  cjv/^)=  - 


sîna<?d?+-(«*'^-«-'*^^)V/^i 


ou  l  ce  qui  revieirt  au  même. 


•(8) 


P  — 


asin  2ca; 


e^^y-^^cos^cx 


^«*r-er*''^ 


£ 


'^+C0S2Ci?  +  «-*''^ 


puis  l'on  en  conclura,  pour  des  valeurs  de     a;  et  de  j,     différentes  de  zéro. 


^   Or,  comme  la  fraction 


sinucx    Q 
2CX      y 


un 


kcy 


(10) 


£Zlil!l  =  ,  +  ^^  +  J^^)*_  +eic... , 

l\cy  i.a.3  i.a.3.4.5 


toujours  supérieure  à  l'unité,  surpasse ^  à  plus  forte  raison,  la  valeur  numérique  dn 


rapport 


sinacâ; 
%cx 


,   il  est  clair  que  l'équation  (9)  ne  pourrasubsister,  si  les fonctiods  P, Q 


sont  telles  que,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  variables  réelles  a?,  j,  la  «râleur  numé- 
rique  du  rapport  —    demeure  constamment  égale  ou  inférieure  à  celle  du  rapport   —  ; 

y 

ce  qui  arrivera ,  si  l'on  a  conslamment 


ou ,  ce  qui  revient  au  même 

(12) 


(T)'-{f)->». 


{Py-^Qx)  {Py  —  Qx)>o. 


DonCj  si  cette  derni^^rc  condilion  est  remplie  «  indépendamment  des  valeurs  atlribuérs 
aux  variables  réelles  <v,/,  alors,  dans  toutes  les  racines  de  l'équation  (1) ,  la  partie 
réelle  ou  le  coëfficieiil  do  \^TT  s'évtinouira  ;  et  cette  éfjnalion  n'aura  pas  de  racini?s 
imaginaires  qui  ne  soient  de  la  forme 


(Îi3) 


^    désignant  une  quantité  réelle. 

Si,  la  condition  (i  2)  étant  renp Ile  pcMir  toutes  les  valeurs  réelles  de  â?  et  de  7*  ta 
quantité  P  se  réduit,  pour  une  valeur  nulle  de  ce,  à  une  fonction  de  y  qui  ne 
puisse  jamais  s'évanouir,  alors  Ja  première  des  ibrmules  (8)  ne  pourra  subsister  pour 
j:  =  o  ;  et  par  conséquent. l'équàtiou  (1) ,  n'admettant  point  de  racines  imaginaires  de 
la  forme    ibC(/rr  »    .a^aora  que  des  ruckies  réelles. 

Si  la  condition  (13)  se  vérifie,  toutes  les  fois  qu'on  attribue  à  x  des  valeurs  réelles 
comprises  entre  deux  limites  données  Xj ,  x^  ,  et  à  y  des  valeurs  réelles  comprises 
entre  deux  autres  limites  Jt  9  y*  i  on  pourra  seulement  affirmer  que  l'équation  (1) 
n'admet  pas  de  racines  imaginaires  dans  lesqufdles  }a  paMieréefle  a?,  et  leooëflkieRt 
r  de  ^IT  f  obtiennent  des  valeurs  différentes  de  zéro ,  et  rospectmment  comprises 
entre  les  limites 


y=y 


I  9 


y—y- 


Supposons  maintenant  que  la  fonction     f{z)     soit  réelle.  Alors  l'équiition 

(.3)   p+ç(/r.=/(a,+j'|/ro=/(a;)  +  ^/'{«)- fI/>)-4i^/''>)+etc.;. , 

*  1  •  !l  1  «SaO 


entraînera  les  deux  suivantes 


(>4) 


9.  =  /'(«,)•  __  -^r'{^)  +  etc.,. 


Par  suite,  si  Tea  fait  convergt^r    j    vers  la  limite  zéro,  la  quarrtîté     P    convergera 

O 

vers  la  limite     f{x) ,     et  le  rapport    —    vers  la  limite     f\x) .     Donc ,  si  l'on  pose 

y  =  o    dans  la  formule  (la) ,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par    j*,    elle  don- 
nera 


(là) 


[/(^)  +aj/»]  [/W  — x/'(a^)]  >  o. 


Pour  que  la  condition  (1  a)  se  vérifie  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  variables 
réelles  x,jr,  il  sera  nécessaire,  et  il  suffira,  i."*  que  1a  condition  (i5)  soit  remplie 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de     x  ;     a.**  que  l'équation 

43 


(.6) 


(  5i4  ) 


résolue  par  rapport  i    y,    ne  fournisse  jamais  de  racines  réelles  qui  ne  soient,  deux  à 
deux,  égales  entre  elles.  Ajoutons  que  la  condition  (i5)  sera  remplie,  si  l'équation 


(«7) 


[f{x)  +  xf'{x)-]  [/(jr)  —  xf'{x)-i  =  o 


admet  seulement  des  racines  imaginaires ,  ou  des  racines  réelles  doubles ,  quadruples , 
etc... ,  et  si  de  plus  la  quantité 

(>8)  /(o) 

obtient  une  valeur  différente  de  zéro.  Dans  le  cas  particulier  oit  cette  quantité  s'éva- 
nouit, la  formule  générale 


(»9) 


f{x)=f{o)  +  xf'{9x). 


qui  subsiste  toujours  ,  pour  une  valeur  réelle  de     d    comprise  entre  les  limites     o,  i, 
se  réduit  simplement  h 

et  la  condition  (i5) ,  réduite  elle-même  à  la  forme 


(.0) 


[/'(ex)]«— [/'(aî)]*>o, 


ne  peut  être  satisfaite  qu'aptant  que  la  valeur  numérique  de  la  fonction     f^{pc)     de- 
vient un  maximum  pour     cc  =  o. 

Il  est  facile  d'appliquer  ces  principes  généraux  aux  cas  où  l'on  suppose  que  la  fonction 
f{z)  est  entière  ou  même  rationnelle»  attendu  que ,  dans  les  deux  hypothèses ,  les  pre- 
miers membres  des  formules  (12) ,  (i5] ,  (16)  et  (17)  se  réduisent  immédiatement,  00 
du  moins  peuvent  être  réduits  à  des  fonctions  entières  des  variables  x,  jr,  ou  de  la 
soûle  variable     x. 

La  formule  (11)  et  celles  qui  s'en  déduisent  ne  sont  pas  les  seules  qui  puissent  servir 
à  fixer  la  nature  des  racines  de  l'équation  (1).  En  effet,  si,  dans  cette  équation,  l'on 
substitue  à  la  fonction     tangcz     sa  valeur  en  exponentielles  imaginaires ,  savoir 


(2.) 


tane<jî  = 


«"•^'=^-1 


V/r. 


e 


ac»V^^^ 


+  i- 


on  en  tirera 


puis ,  en  posant    z=:x  +71/^  , 

(25)  c'~"-^(cos2cx  +  ^/TTsina/îa;)  = ^ —    *^1'    , 

m 

Enfin»  81  Ton  égale  entre  eux  les  modules  des  expressions  imaginaires  qui  forment  les 
deux  membres  de  la  formule  (aS) ,  on  trourera 

^  ^  K  L(i+Ç)'+/»*J    . 

ou,  ce  qui  ravient  au  même, 

Or,  l'équatioo  (aS)  ne  pourra  érideminent  subsister,  pour  des  râleurs  delà  variable    y 
différentes  de  zéro ,  si  Ton  a  pour  des  valeurs  positives  de  cette  variable 

(i-<?)'+P' 


(i  +  Ç)'  +  P» 


et,  pour  des  valeurs  négatives  de    j. 


{i-Ç)'+P« 


(i+<?)'+P= 


c*est«à-dire,  en  d'autres  termes^  si  Ton  a^  pour  des  valeurs  positives  ou  négatives  de  la 
variable    jr , 

OU  plus  simplement 

(26)  —  <o. 

Donc,  si  la  condition  (26)  est  remplie,  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aqx  va- 
riables réelles  x^y)  le  coefficient  de  \/rr  sera  nul,  dans  toutes  les  racines  de 
Féquation  (1) ,  et  cette  équation  n'aura  .pas  de  racines  imaginaires. 

Si  la  condition  (26)  était  remplie,  non  pas  en  général,  mais  pour  les  systèmes  dé  va- 


(  54$  ) 

leurs  i^éelles  de  x  et  de  y  comprises  entre  certaines  limites^  on  pourrait  seulement 
affiroier  que  Téquation  (i)  n'admet  pas  de  racines  imaginaires,  dans  lesquelles 'la^  pairiie 
réelle  et  le  coefficient  de     \/^    seraient  renfermés  entre  ces  limites. 

L'une  des  conditions  (26)  ou  (11)  sera  nécessairement  remplie  toutes  les  fois  que  Von 
aura 

P       Q 

(27)  —  >o. 

En  effet  »  supposons  que  »  pour  des  valeurs  de  ai  et  d^  j'  comprises  entre  «ertaii^efi  li- 
mites, la  formule  {27)  se  vérifie.  Alors»  ou  la  condition  (26)  sera  elle-même  vérifiée; 

ou  la  quantité     —     sera  positive,  et  par  suite  on  pourra  en  dire  autant, jDon-seuleiBent 

P 

de  la  fraction     —  ,     qui ,  en  vertu  de  la  condition  (27) ,  devra  surpasser  16  rapport 

—  ,     mais  encore  de  la  somme 

X         y 

Or,  si  Ton  multiplie  par  cette  dernière  somme  les  deux  membres  de  la  formule  (27) , 
on  reproduira  la  formule  (ii).  Cela  posé,  il  est  clair  que,  dans  l'une  et l'aulrè  hypo- 
thèses, toutes  les  racines  imaginaires  de  l'équation  (1),  qui  ne  seront  pas  de  la  forme 
"àz^^^  ,  offriront  des  parties  réelles  et  des  coefficients  de  (/!T  situés  hors  des  li- 
mites données.  Si  la  condition  (27)  était  remplie  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des 
variables  x  et  jr ,  l'équation  (1)  n'admettrait  que  des  racines  réelles,  ou  des  racines 
imaginaires  de  la  forme     dt:K\/T^  . 

On  pourrait  joindre  aux  formules  (26)  et  (27)  une  multitude  d'autres  formules  propres 
h  signaler  dans  l'équation  {\] ,. toutes  les  fois  qu'elles  se  trouveraient  vériiGiées  «  Tal^sf oce 
de  certaines  racines.  Ainsi,  par  exemple,  comme,  en  vertu  de  la  formule  (24)1  on 
aura ,  pour  toutes  les  valeurs  de    jr    différenles  de  zéro , 

(28) 


4^/  cy  V^[(i+Ç)'+P'].i/[(i-Ç)'+P']  • 

et  par  suite 

0a ,  co  qui  revient  au  même ,. 


^' 


> 


(3>7) 
it  e$l  efalir  que»  si  la  eondilion 

(«9)  •7<cv4(iH-Q)*+P']V[('-Ç)*  +  ^*]. 

$c  (rouve  remplie ,  indépendamment  des  valelirs  attribuées  aux  variables     a;  et  j  ^     Vé^ 
quation  (i)  n'aura  pas  de  racines  imaginaires» 

Obsenron»  encore  que  Téquation  (25)  »  qui  peut  être  présentée  sous  la  forme 

(3o)  g-"J^(co8a  cas +  t/T8iDacie)=      ,^^Qy^p,     » 

eotraine  les  dew  suivantes 

v5i)         c"*'^cosîJcaî=^ -; — -^ — V- »  e^*^ysin2cx=  ^, rr- — =r-, 

et  que  Ton  tire  de  ces  dernières  »  coiçbinées  avec  la  formule  (34) , 

[58]  C0S2Ca;=:  —-7 — r —- 7^ -rr ;r-r  ,   Sm  9  CX  = 


On  aura  en  conséquence^  pour  toutes  les  valeurs  de    x    différentes  df  zéro, 
.X2X  '         8ioa#x  P  1 

Donc,  puisque  le  rapport 

sînarx 


acâ; 


est  toujours  inféiReur  à  Tunité  [abstraction  faite  du  signe]  »  on  pourra  en  dire  autant,  «i 
la  variable     x    n'est  pas  nulle ,  de  la  fraction 


Ci»    V^[(i  +  Ç)»+P'].l/[(«-<?)'+^']  '• 
Donc ,  si  la  condition 

se  trouve  remplie ,  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  variables    x,  y,    Téqua- 


\ 


(  3.8  ) 

tion  (i)  n'aura  pas  de  racines  imaginaires»  dans  lesquelles  la  partie  réelle  diffère  de 
zéro. 

En  général ,  soit 

(55)  ff[x  , y  t  e*''^ ,  COS2CX,  siù^cxl 

une  fonction  des  quantités  x,  j^  t^'^y ^  cossccc,  sinscx,  qui,  par  sa  nature j  doire 
toujours  rester  supérieure  à  un  certain  minimum  A\  ou  inférieure  à  un  certain  maxi- 
mum   B  ;     et  désignons  par 

ce  que  devient  l'expression  (55)  «  quand  on  y  substitue,  pour  e^^y  ^  co%%cx  et  sin2C2;, 
leurs  valeurs  tirées  des  formules  (34)  et  (32).  Il  est  clair  que»  si  la  condition 

(56)  \  ^{x,y)<A, 

ou 

(57)  ^{x,j)>B, 

se  trouve  remplie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  j'  comprises  entre  des  limites 
données,  l'équation  (1)  n'admettra  pas  de  racinct  imaginaires,  dans  lesquelles  la  partie 
réelle  et  le  coefficient  de     j/IT    soient  renferma  entre  ces  limites. 

Il  est  bon  de  remarquer,  1."  que  la  formule  (26)  ne  peut  être  vérifiée^  sans  que  la 
formule  (29)  ne  le  soit  aussi;  2.*  que  les  formules  (29)  et  (34),  lorsqu'elles  ont  lieu 
simultanément,  entrafn<snt  la  formule  (11). 

Au  reste,  l'utilité  des  diverses  formules  analogues  à  celles  que  nous  venons  d'établir 
dépend  surtout  de  leur  simplicité;  et,  sous  ce  rapport,  les  formules  (26)  et  (27)  parais- 
sent préférables  à  toutes  les  autres. 

Concevons  à  présent  que,  dans  l'équation  (1),  la  fonction  f[z)  soit  réelle,  et  se 
présente  sous  la  forme  fractionnaire 

Posons  d'ailleurs 

(38)  f(x+j'V^-)=r4-*v/-.        ¥{x+y{/-i)=B  +  Ss/r:. 

r,  s,  B,  S    désignant  des  fondions  réelles  des  variables    x,jr.     On  trouvera 

(39)  JK'^'^yv-')—  r{x+yyT,)~  iix+y\rr).F{x-:y[/r,) 


—  \     r 


(3»9) 
(ni ,  ce  qui  reTieot  au  même , 

(r-^syTi)  {R'S\/ri)  _  Rr+Ss  +  {Rs-Sr)\/Ti 
et  Ton  en  conclura 

I 

Par  suile,  les  formules  (m)  et  («7)  pourront  être  réduites  h 


(48) 


Rs-Si 

y 

-<o. 

Rr-^Ss 

X' 

Rê~Sr 

y 

0 

lancez 

-FW 

(43) 

Donc  Téquation 

(44) 

n'aura  que  de»  racines  réelles ,  si  le  rapport 

Rs-^Sr 

(45)  -7—. 

est  négatif;  et  elle  n'admeltra  pas  de  racines  imaginaires  dans  lesquelles  la  partie  réelle 
diffère  de  zéro,  si  la  valeur  numérique  du  même  rapport  est  inférieure  à  celle  de  la  frac- 
tion  I 

Rr  +  Ss 

Il  est  bon  d  observer,  en  passant,  i.^  que,  la  fonction  F  (ce)  étant  supposée  réelle, 
le  produit  des  deux  facteurs 

F(x+jV/T),        F(a:-yv/.T) 

est  toujours  une  quantité  réelle  et  positive ,  égale  au  carré  du  module  de  chacun  d'eux , 
en  sorte  qu'on  a  généralement 

(47)  F(a;+3/v/n-).F(«-j'v/:7)>o; 


2.*  que,  pour  obtenir  les  binômes 

(48)  Br  +  S^,        nê  —  S>r, 

renfermés  dans  (es  formules  (43)  et  (43)  »  il  suffit  de  chercher  la  partie  réelle  et  Iv 
coenicient  de     \/T^    dans  le  développement  du  produit 

(49)  f(«+/V^).F(x— ^V^). 
Ajoutons  qu'en  vertu  de  la  (Winiule  (4) ,  i'équfltton  («s)  derle&t 

(ôo)  .c.^rr.    F(z)  +  v/r.f(4 

n  pourrait  arriv.er  que  le  binôme 
(5i)  F(î)4-V/"fW 

fï^t  décomposable  en  facteurs  imaginantes  de  |pême  forme  que  lui»  en  sorte  qu'on  eftt 

(52)  F{z)  +  v/Tf (^)  =  [F.(*)  +  ï/r7f.(2)]  [F.(^)  4.  ]/-U{z)]... 
Admettons  cette  hypothèse  »  et  posons  en  outre 

(    f.(aî+7V/^)=n  +  «il/^  »      fa(a5  +  JlA )  =  ••.+*.  V^f  etc.. . 

(53)  1  . 

(  F,(a5+-jv/::)=7î.4-5.»/-T.     F,{œ +y ]/T,)  =z R,^ S,\/r^,  eic.... 

/-, ,  «I  ;  r^f  *.  »  etc.. ,  iB, ,  5.  ;  iBa  »  5,  *  etc*.. ,  désignant  des  fonctions  réelles  des 
variables     x,j.     L'équation  (5o)  se  présentera  sous  la  forme 


(54) 


et  Ion  en  tirera 


,  ^cw^  _  F.(g)  +  V^ifiW   t'>W+V"if.(0 
^  ~  F.(2)-ï/r,f.(z)   F,(^)-i/r,f,(z)  -  ' 


;55]       6"'*^'  (co82ca:v/-i  smacœ)  =-^ r-z t^ j. t-z — =- ... 

Enfin,  si  Ion  égale  entre  eux  les  modules  des  expressions  imaginaires  qui  forment  les 
deux  membres  dé  la  formule  (^5)  «  ou  plulôt  les  carrée  de  ces  modules  ,  on  trouvera 


(  ^«»  ) 


ou,  ce  qui  reTtent  au, même , 


(57) 


•  •  •  • 


Or,  il  est  clair  que  l'équation  (i)  ne  .pourra  subsister ,  pour  des  valeurs  de    j    diffé^ 
rentes  de  zéro,  si  l'on  a  simultanément ,  pour  des  valeurs  positives  de  la  variable    j 

^.*,  — iS,r,  <  o  ,        iîa*a  — 5ar,  <  o  ,         etc., 

et ,  pour  des  valeurs  négatives  de  la  même  variable , 

» 

BiSt  —  5tr,>o,        B^s^  —  5,ra>o,        etc.. 


s 


c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  Ton  a,  pour  des  valeurs  positives  ou  n^atives  de  jr, 
(58)  ^_^_^  <;  o ,        __^— _  <  0 ,         etc.*.. 


Donc,  si  ces  dernières  conditions  se  trouvent  simultanément  vérifiées  indépendamment 
des  valeurs  attribuées  aux  variables  réelles  x^jr,  l'équatien  (54)  n*aura  pas  de  ra- 
cines imaginaires. 

Afin  de  montrer  une  application  des  formules  qur  précèdent ,  considérons  Féquation 
que  M.  Poisson  a  donnée  à  la  page  SjG  du  XIX.*  Cahier  du  Journal  de  l'École  royale 
polytechnique ,  t^'est-à-dire  l'équation  à  laquelle  se  rapporte  la  distribution  de  la  chaleur 
dans  une  sphère  composée  de  deux  parties  de  matières  différentes.  Si  l'on  fait ,  pour 
abréger , 

— =*.     ^'=1,    ^=,..    b't=h,    6/=A.    p(/+r)-i^«. 

a  a'  a  l 

cette  équation  deviendra 

[X(X-)-ft)s*  —  a(/i-4-  0]2COS«  sillfiz 

—  [>«  +  (>  +  f*)  (A  +  l)]2*C08ZC0S(iZ 

(59) 

4-[*(^  +  {»)  (Ar— i)s»4-«(A  — *+i)]8in»8infiz! 

—  \\a{^k—'  i)  — (X-j-i»)  (A  — *-f-  i)]»  tmzcoty-f=-Q  , 

44 


(  Saa  ) 

> ,  ft  »  A ,  £    désignant  des  constantes  positives ,  et     «     une  contante  réelle  supérieuve 
k     —  1  ^    On  aura  par  suite 


(60) 


tes  valeurs  de    F  {z)    et    t[z)    étant  déterminées  par  les  équations 


(61) 


F(î()  =  Xs[8C«8»  +  (fc  — 1)  sîn*] , 
f  («)  =zcosz  +  (A—  1)  sinz  +  ^  (*  cos^  — sin«) . 


Or,  si  Ton  attribue  &     F{z)  »  £(2)     ces  mêmes  valeurs,  et  si  l'on  fait,  pour  abréger 
le  produit  (49)  se  réduira  évidemment  à 


(6a) 


f  (tt)  F  {v)  = 


^(dP-yy/Ti)  j[fi.costt'f  (A-i)sini£3[i»eos«+(A-i)8in9]+A{ttCOSii-»iiitf)(ocoso-siD9)  j 
—  XAAJ(a5-^y^/ri)flina^inv-f'<«t>[ ■  v^I j  L 

De  plus ,  si  Ton  divise  par    y  .  le  coefficient  de     ^/H*     dans  le  produit  en  question , 
Ton  obtiendra  pour  quotient  ia  Aomm^  des  trois  quantités 


(63) 
(64) 


-— ^[aco3tt  +  (^ —  i)sina][»oo8v  +  (A—  ijsinv] , 
—  XA(ttcosu  —  sinu)  (vcosv  —  sînt?) , 


fiic\  \4lI  '        '  sin(ayi/.",)|       Ikh 

(65)  >&A  (siausmv^-tt'v — ^-^ — i}=:  — 


. cessa;—  te*  4- y*) 


Enfin ,  il  est  clair  qu'en  vertu  de  la  formule  (47) ,  les  produits  (63)  et  (64) ,  dans  les- 
quels les  coefficients  do  — X  et  de  -^-XA  coïncident  avec  les  carrés  des  modules 
des  expressions  imaginaires 

(» H-ri/^)  C08(aj+j'v/rr)  4.  (A—  1)  sin  (aj+^v^^)  , 
(a>  4- jr  |/n:  )  CO8  (a> +7  v^  )  —  «0  (œ  4.  j' v^T), ,. 


\ 


(  Sa5  ) 

seront  toujours  des  quantités  négatives;  et,  quant  au  produit  (65) «  comme  on  pourra 
le  présenter  aott»  la  forme 


)+••(- 


•y^f-^^y 


i\j 


il  se  réduira  pareillement,  dans  tous  les  cas,  à  une  quantité  négative.  Donc  la  condition 
(49)  sera  vérifiée  pour  les  fonctions  F  (s) ,  f  (2)  déterminées  par  les  équations  (61). 
D'ailleurs^^  si  Ton  remplace  F  (2)  par  (  ^  +  f^)  ^  »  ^^  f  (^)  par  «  •  I&  condition 
(42),  réduite  à 

—  a  <o  , 

s^a  encore  vérifiée ,  si  a  est  positif  Donc  alors  elle  sera  remplie ,  pour  les  deux  facteurs 
qui  composent  le  second  membre  de  l'équation  (60) ,  ou ,  en  d'autres  termes  i  les  ccmmIi- 
tions  (58)  seront  satisfaites  pour  cette  dernière  équation.  Donc ,  lorsque  la  constante  a 
sera  positive ,  Féquation  (60)  n'admettra  paa  de  racines  imaginaires. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (Sg).  Cette  équation  pourra  être  réduite  à 


(66) 


les  valeurs  de     f  (2)     et  de    F (2)     étant  toujours  déterminées  par  les  formules  (ûi).  Or, 
si  Ton  nomme     PdcQ  [/^     le  résultat  de  la  substitution  de     x  dzjr\/TT     à  la  place  ' 
de    z,     dans  le  second  membre  de  l'équation  (66) ,  la  différence 


(«7) 


y 


lie  sera  autre  chose  que  le  coefficient  de     y^    dans  le  développement  du  produit 


(68) 


^(«+yi/-)(i»-Ov^)  =  -;^«(^~<?V^)- 


On  aura  d'ailleurs 

(69) 


puis,  en  ayant  égard  aux  formules  (61) ,  et  faisant,  pour  abréger. 


(70) 


[(i+fi)ttF(tt)  — «f(tt)K(^4-(»)«F(t>)  — «f(«)]  =  «*Mv, 


(  5a4  ) 
OB  trourera 


I 


/ 


(71)   K:-«j:p,-Q|/:i)  =  j(X4.p)f(«)4.«I^|  [(i  +  ^)«.liiil-«f(«>j.. 

=  X  (X+f^)* (^f  y  V^-î) '  I  [^  C08a+ (A;- 1  )sintt]  [DCOStH* {k- 1  ) sin9]+A  (acosa-sioa) (fK:08-8iûv)-Msinasîn9  { , 

4.X*(X4-ft)a(a5  4-J'l/^)-[«*co*«+  (A,— 1)  sîna][v  C08v4-  (A—  1)  wnr] 

—  Xa*  j[ttC08a+(^-i)sîaa][ocosv+  (A:-i)  sini?]  + A(ttC08tt-8intt)  (oco8o-8ia9)  -AAsiiiusinr  J , 

_».-M(.+y,/T)(^— î:^  •t). 
et  par  suite 

(72)  K^l -^j  =  2X(X-f  pi)  (X4-.p4.X(x)[ttCOStt+(fe-i)8intt][vco8i;4-(A-i)siiLv] 

+  aX(X  +  fA)»A(aco8tt  — sîntt)  {v  C08t;  —  smv) 

+  X(X-|-fA)'AA    ttvf ^ 1-— 2  sÎDttsiût;  l. 

Or  9  il  est  claîrque  des  quatre  produits»  renfermés  dans  le  second  membre  de  Téquation  • 
(72) ,  les  trois  premiers  restent  positifs ,  touies  los  fois  que  les  quantités     l,  il,  h,  k.  el 
1  +  a    sont  elles-mêmes  positives.  Ajoutons  que  Ton  peut  en  dire  autant  du  quatrième 
produit,  dans  lequel  le  facteur 

(e^y-e-^y  .   sin2a^\        .        .           ,       ,         [e^y^e-^y   .   8inM7\    fé^y-^e-^y  \ 

uv\ ; r-   -2smttsmv=(aî'4-.y')l V -— — -cos2aî 

=  x*-| xsmax  +  cosao;  — 1+  !-= — H ^-^ z- 

•a  i.a     I  3  a      ao;  ^   )        i.a.3.4    5 

i.a.5...aR  I  an  +  i  4 


est  encore  positif  »  attendu  que  l'oa  a,  pour  des  valeurs  quelconques  de    Xi     et  pour 
une  valeur  de    n    égale  ou  supérieure  au  nombre     a  , 


c 

{J3)       a'^ «sinaœ  +  CM»x — i=    I      x 

W>T+T^r~T=»J„  (X-— ■.■»)J»>«.  (75)  j^  +  -j— ,>o.. 

Ed  effet,  la  condition  (76)  est  éridemmcDt  satisfaite ,  dès  que  Ton  suppose  n  >  9.  De 
plus,  pour  établir  les  formules  (yS)  et  (74) ,  il  suffit  d'observer ,  1.*  que  la  fonction 
2' — stn'a:    est  tonjotrs  positire;  a.*  que  l'on  peut  en  dire  autant  de  la  fooclion 

,  sinss         k     t       l  *     \    .    .     j 

a+cosaœ  —  S =  —    #         1 sin'ajrfa:  , 

^x  X  J        \  tang»; 

qoi  s'éTanouit  pour  s^=o,  crott  ensuUe,  aTec  le  bioomo     i ,  depuis' a:  =  0, 

^  ^  lang*  ' 

jusqu'à     «  =  — ,     et  reste  supérieure,  quand  on  presd     a:  >  —  ,     ti  la  quantité 

3 
a —  1 ■  >o. 

n  suit  de  ces  direrses  remarques  que  la  condilîou  (97)  sera  vérifiée  pour  i'équalion 
(66) ,  tant  que  les  quantités  ' 

X ,  (• ,  A ,  A    et     1  4-  « 

Ksteront  positives.  Donc  l'équatJon  (66)  ou  (69)  n'aura  point,  dans  l'hypothèse  admise, 
de  racinei  imaginaires ,  &  moins  que  ces  racines  ne  soient  de  la  forme    y  \/^  . 

Il  reste  h  sareir  dans  quels  cas  on  pourra  satisfaire  h  l'équation.  ($9)  ou  (60) ,  «a  sup.-. 
posant 
(76)  z  =  y^. 

Or,  celte  supposition  réduira  l'équation  (60)  à 

put»,  en  prenant    a^s — i,     et  faisant ,  pour  obréger , 

.,r.,-i;         X    .iTt.->"W.Jt.-J-  ,r.,-r        ^^, )-,-,> 


M) 


ap;t         \       a  a;'-    y 


(  3a6  ) 
OQ  tirera  de  la  formuie  (77) 


\  (l  g^^-fg-^y 


+  (^  +  l*)7 — ' — 


—  ft |-^(>-tM)j'* 


De  plus  9  comme  chacune  dés  quantités 


ey-e-^y        ef^y-ê-i^y        ey+e-^y       ey^-e-y         ef^y+e-f^y        e/^y-e—f^y 


%y       '  2f*^        *  a  ay        '  a  a^y 

est  nécessairement  positive»  3  est  clair  que,  dans  la  formule  (7g) ,  le  coefficient  Y  de 
0  sera  positif»  pour  des  valeurs  positives  de  1  »  ^a  ,  A  »  A  »  et  le  second  membre 
négatif.  Donc  alors  cette  équation  nef  pourra  snksiste^»  à  moins  que  l'on  n'ait  0  <  0. 
Donc  l'équation  (Sg)  ou  (60)  n'aura  point  de  racines  imaginaires,  si  les  quantités 

(80  j  ^,    p,     A,     k        et        e=i-|-oc 

sont  toutes  positives;  ce  qui  a  effectivement  lieu,  dans  la  question  de  physique  mathé- 
matique à  laquelle  cette  équation  se  rapporte. 

Il  ne  sera  pas  inutile  d'observer  que  l'équation  (5g) ,  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles,  comprend,  coiHme  cas  particuliers  «  d'antres  équations  plus  simples  qui  jouissent 
de  la  même  propriété.  Ainsi  »  par  exemple ,  si  Ton  pose  successivement 


A  =  oo ,        A  =  oo  , 


on  en  tirera 


/ 


(81)  (tangr-^*)  [tang^ts —  ^Jlxj  =  o, 

(Ça)  uag^,  =  i^±il^fli; 

On  trouvera»  au  CoûCi^âiré^  en  posant    A  =0    et    Â;  =  o 


r 


(  5«7  ) 
Les  trois  équations  précédentes  peuvent  être  réduites  h  ccJIes  que  nous  ûtod$  déjà  con*- 
sidérées  dans  les  paragraphes  2  et  4- 

On  trouvera  encore ,  en  supposant    a  =  o  , 
[d^)     ><'cos2siops-  (A+i)2C0S2C0SfA2+^(A-i)28inf.sinfi«+(A-A'f  i)siosco»fAS  =  o  , 
en  supposant     «  =  00  , 

(85)  Xx>cos«co8^«+(A  +  i)«cos«8m(ir+>(A-  i);ssîn2C08fA*-(A-^+i)sin«sinpï  =  0  , 

en  supposant    fx  =  1  , 

[X{X4.^)  (À  — i)«»4.«(à  — A4.j)]tang«s 

(86)  \     4-[l(i  +  (»)«»  — «(A  +  i)— 1«(A  — i)  +  (X4.p)(A— A4-i)]slanga 

—  [>«+(^  +  f)(/i  +  »)]«'  =  o; 

enfin ,  en  divisant  par    h ,     et  supposant    —  c=:  o ,    —  =  1  , 

t 

(87)  tangfA«-|->tang«  = ^«(i— Xlang^.tangfA^).. 
ou,  ce  qui  revient  au  mépoe  » 

l  OoJ  .  =  r-  * . 

s-AtaDgstangfti;  i-9   . 

Chacane  de  ces  diverses  équations  a  toutes  ses  racines  réelles,  lorsque  les  quantités (80) 
sont  toutes  positives.  De  plus ,  si ,  dans  la  formule  (88)  »  on  pose  successîveraent  0  =  1, 
9  =  00  ,     on  obtiendra  les  denx  'équations 

(89)  î  —  X  tang^  tangfi  «  ==  o  , 

(90)  taàg  f* 2  +  ^  tang»  =  o  , 

dont  toutes  les  racines  seront  réelles  »  pour  des  valeurs  positives  des  constantes  X  et  fA  ; 
ee  qu*il  serait  facile  de  prouver  directemcuily  à  l'aide  de  la  condition  (s6),  qui  se* 
trouve  vérifiée  quand  on  prend  pour    f{j)     une  des  deux  fonctions 


T- ,        — Xtangj. 

X  tang  t 


(  398  ) 


CoastdéroDS  encore  l'éqaation 


(90 


az  sins^rc""*^— « , 


qui  p^ut  être  présentée  sous  la  forme 


(9«) 

On  aura>  dans  ce  cas  particulier. 


tangz  = 


û«+V/-i 


2a+  - 


X 


fl*a?*+(fly+i)» 


et  par  conséquent  la  formule  (^7)  se  trouvera  réduite  à 


(93) 


sa-j-  —  >  o, 

y 


De  plus,  comme 9  en  prenant    z=iy^Tt ,     on  tire  de  l'équation  (91) 


(94) 


a«r 


y{er^e-y)  ' 


il  est  clair  que ,  si  Ton  attribue  à  là  constante  a  des  valeurs  positives ,  Téquation 
(91)  n'admettra  point  de  racines  imaginaires  de  la  forme  y\/^ •  D'ailleurs,  dans 
celte  hypothèse.,  la  condition  (93)  sera  vérifiée,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de 
la  variable    j«     et  pour  les  valeurs  négatives  de  la  même  variable  situées  entre  les 

limites    —  00  , . .      Donc  alors ,  dans  toutes  les  racines  imaginaires  de  Téqua- 

tion    (91)  ,  le  coefficient  de      \/T^     sera  nécessairement  négatif ,  et  renfermé  entre 

les  limites     o ,     — *  —  .     Ajoutons  que  cette  équation  ,  qui  peut  s*écrire  comme  il  suit 


aa 


(95) 


a2^sin2  — cos^  +  y/TT  sîn  s  =0, 


aura  une  seule  racine  réellp,  savoir     z  =  —  ,     ou  n*en  aura  aucune,  suivant  que  le 


rapport      — 
quelconque. 


sera  ou  ne  sera  pas  de  la  Terme     n  ;r ,     n  désignant  un  nombre  entier 


(  3»9  ) 

^  "^.^  Sur  Us  racines  de  t équation     langZ  =  /(2),     dans  laquelle     Z     et    f{z) 

désignent  deux  fonctions  distinctes  de  la  variable     z , 

Soient    Z,  f{z)     deux  fonctions  quelconques  de  la  variable     ::,      et  considérons 
l'équation  transcendante 

(.)  langZ  =  /(s), 

que  l'oq  peut  aussi  présenter  sous  la  forme 

(2)  tangZ  — /(«)  =  o. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  aura  une  infinité  ^e  racines  réelles,  si,  les  fonc- 
tions   Z  ,  f{z)     étant  supposées  réelles  ^  les  racines  réelles  de  l'équaiioa 


(5) 


/(') 


spnt  en  nombre  fini  ;  et  si  de  plus,  tandis  que  la  valeur  numérique  de  z  devient  Irès- 
grande,  la  fonction  Z  s'approche  indéfiniment,  en  restapt  .continue,  de  l'une  des 
limites  —  00  ,  -f-  oo  .  En  efiet ,  concevons  que  ces  conditionssoient  remplies.  Alors , 
si  Ton  désigne  par  n  un  nombre  entier  très-considérable  ,  on  pourra  satisfaire  par  des 
Taleurs  réelles  de     z ,     soit  aux  deux  équations 

(4)  Z=(n-^),.  Z  =  (n  +  ±-y. 

soit  aux  deux  suivantes 

et,  si  l'on  nomme  2^,  •  ?, ,  les  valeurs  dont  il  s'agit,  il  suffira  de  faire  varier  z  entre 
les  limites  2, ,  ?, ,  pour  que  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  passe  de  l'infini 
positif  à  Tinfini  négatif,  ou  réciproquement.  Donc  ce  premier  membre  s'évanouira  dans 
riatervalle  ,  et  l'équation  (1)  ou  [*a)  aura  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  les 
limites  2;  =  ^s ,  c  =  2, .  Donc ,  puisque  le  nombre  n  croit ,  avec  les  valeurs  numé- 
riques de.  z,  et  de  2,  ,  au-delà  de  toute  limite^  Téquation  (1)  admettra  une  iufinilé 
de  racines  réelles. 

On  ne  pourrait  plus  en  dire  autant ,  si ,  pour  de  très'-grandes  valeurs  numériques  de 
U  variable  z ,  la  valeur  numérique  de  la  fonction  Z  ne  pouvait  surpasser  une  cer- 
taine limite     A .     Ainsi ,  par  exemple ,  dans  l'équation 

45 


► 


(  39o  ) 

que  fournit  la  théorio  de  l'équilibre  d'uae  masse  fluide  homogène  douée  d*ua  mouve- 
mont  de  rotation ,  la  râleur  numérique  de  la  fonction 

ne  peut  surpasser  un  certain  maximum 

fC 

1,  aoi. ..  =  (o,  7649...) —  » 

correspondant  à  la  Taleur  réelle     a^SaS •  •  •     de  la  variable    'z ,    c'est4i-dire ,  k  la  racine 
réelle  de  Péquation 

(8)  81  +99«"  +  45»*-^7«^=o- 

Par  conséquent  »  dans  Téquation  (6) ,  la  valeur  numérique^e  la  variable     t    supposëf 
nielle ,  ne  peut  surpasser  le  nombre 

tang(76",  49^)  =  ^»583...« 
D'ailleurs ,  si  Ton  présente  cette  équation  sous  la  forme 

(9)  r     \i^f  X arcUûg2  =  o, 

on  reconnaîtra  que  le  premier  membre ,  qui  s'évanouit  pour     z=z  o ,     et  qui  a  pour  dé- 
rivée  la  fonction 

8i  +  99«*+45^*-?«*  1  St^jZ'Z*) 


•1^— ^— •»iw^-^^ 


décroît  depuis  2  =  0,  jusqu'à  z  =  ^/7  ,  obtient ,  pour  z  =  |/T  =  i  ,75^ . . .  1 
une  valeur  minimum  qui  est  nécessairement  négative ,  et  croît  ensuite  depuis  z  =  1 ,73s... 
jusqu'à  z  =  9»583. .. ,  en  passant  du  négatif  au  positif.  Donc  l'équation  (6)  aura  une 
seule  racine  réelle,  comprise  entre  les  limites  1 ,732 .  «  •  et  8,583 ...  ;  ce  que  M.  La- 
place  ovait  défà  prouvé ,  mais  par  une  autre  méthode ,  dans  le  seeood  volame  de  la 
méeanique  ctieste.  La  racine  dont  il  s'agit  a  pour  valeur  très-approchée  le  sotDbrs 
«,5a9« 


•   •  •  i 


(  3^1  ) 
Rerenbiu  maintenant  au  caa  où  les  ibnctiont    Z ,  /(s)    ont  4e§  Taleura  ^uelcoB^oeK 
Alors ,  si  Ton  templace    z    par    a;  4*7  V^  •    ^  ^7  ^^^^  ^  rariablea  réetk« ,  on 
pourra  f  uppoaer 

(jo)  Z  =  ilf  +  iVv/7.        /(a5+7»/")  =  ''  +  Çv/^' 

M t  f^ ,  P,  Q^     désignant  des  fonctions  réelles  des  variables    x,  yi     et  Féqaation  (i) 
donnera 

(il)  P  +  Ç|/::  =  tang(Af  +  iVv/-)  = 


co8alf+}(e*%«"'^) 


oQ ,  ce  qui  rerient  au  même  » 


(ij)  f'ss — ^-       ■     ,         v= — ,r  ■  ,, =- ; 

^    '  #»'+aco8aJlf+e-»*  e'^^+acosaM+e-»'' 

puis ,  en  attribuant  aux  variables  x^y,  des  valeurs  qui  ne  vériCent  pas  Tuoe  des  équa- 
tions 

(i3)  if  =  o,  (i4)  iV  =  o, 

on  conclura  des  formules  (la) 

sinaM  Q  _  ^'^-^-^   P 

Or^  cette  dernière  équation  ne  pourra  évidemmeni  subsister,  si  Us  funetions  M,  N^P^Q 
sont  telles  que,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  variables  réelles    x^  y  ^     la  valeur 

Q  ^ 

numérique  du  rapport  —  domenre  constamment  inférieure  à  celle  du  rapport  j=  ; 
ce  qui  arrivera  »  si  Ton  a  constamment 

'■')  (ï)'- (!)'>»• 

Donc»  si  cette  dernière  condition  est  vérifiée  indépendamment  des  valeurs  attribuées 
aux  variables  réelles  x  ^y  »  alors ,  dans  chacune  des  racines  de  Téquation  (  i  ) ,  la  partie 
réelle  sd»  et  le  coefficient  y  de  {/TT  vérifieront  certainement  ouPéquation  (iS)  ou 
l'équation  (i4}- 

Si  la  condition  (i5)  se  trouvait  vérifiée,  non  pas  en  général  »  maîa  simptnmenipour  les 


(  35«  ) 

»ystènies  de  valeurs  réelles  de  a;  et  de  j ,  compris  entre  certaines  limites ,  on  pour- 
rait seulement  affirmer  que,  dans  chacune  des  racines  de  l'équation  (i)  »  la  partie  réelle 
et  le  coefficient  de  ^Tt  sont  situés  hors  de  ces  limites ,  toutes  les  fois  qu'ils  ne  véri- 
fient pas  la  formule  (j3)  ou  la  formule  (i4)* . 

Concevons  maintenant  que  l'on  tire  de  l'équation  (i  )  la  valeur  de  l'exponentielle  e      ^  ' , 
on  en  conclura 

puis ,  en  remplaçant     z     par     œ  +  j'  y/^T  , 

(.8)  e-..v(^g,j,^^.^/:;3i„,;tf)^_Ll|±^ 


;;      • 


Si  de  plus  on  égale  entre  eux  les  modules  des  expressions  imaginaires  qui  forment  le^ 
deux  membres  de  l'équation  (18) ,  ou  plutôt  les  carrés  de  ces  modules,  on  trouvera 


D'autre  part ,  si  l'on  désigne  par     ô     un  nombre  inférieur  à  Tunité  ,  on  aura  ,  en  vertu 
de  la  formule  (49)  du  §  6 , 

-^^  ,  «r   -40iV  -40iV         1     /  -.4A'\ 

t         =i—I^Ne  ,  e  =  — ^i_e  I. 

Par  suite  y  on  tirera  de  la  formule  (19)»  en  supposant  la  valeur  de     N     différente  dn 
zéro , 


(..o) 


1  —  T— ^TT-^îîr      =  C  >0. 


4A^   I  (i  +  <?)*+i" 

ou ,  plus  simplement , 

Q 

Donc,  si  la  condition 

<? 

(21)  -^-<o 

se  trouve  remplie  ,  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  variables  x  ,j ,  alors , 
dans  chacune  des  racines  de  l'équation  (1)»  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  yC?  vé- 
rifieront nécessairement  la  formule 


(  SSÎ  ) 

1,4)  '  X  =  «.  '        ^ 

Si  la  condilion  (31)  se  trouvait  satisfaite,  non  pas  en  général,  mais  simplement  pour 
tes  syslèioes  de  rateurs  réelles  de  œ  et  de  ^  comprises  entre  certaines  limites ,  on 
pourrait  seulement  affirmer  que,  dans  chacune  des  racines  de  iVqaatioo  (1),  la  partie 
réelle  et  lé  cocllicieal:  de     \/77     sont  situés  hors  de  ces  limites,  ou  vérifient  la  formule 

(•«■ 

L'une  des  conditions  (ift)  ou  (ai)  sera  évidemment  remplie,  toutes  les  fois  que  l'on 
aurn 

Jf*        0 

Donc ,  si  celte  dernière  condition  est  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles 
des  variables  x  et  y,  l'équation  (1]  n'admettra  que  des  racines  pour  lesquelles  l'une 
dès  formules  (i3)  et  (i4)  sera  vérifiée. 

Si  la  condition  (ss)  était  satisfaite  ,  non  pas  en  général ,  mais  simplement  pour  les  sys- 
lËmcs  do  valeurs  réelles  de  x  cl  de  j  comprises  entre  certaines  limites,  on  pourrait 
«euicment  affirmer  que ,  dans  chacune  des  racines  de  l'équation  (1) ,  la  partie  réelle  et 
le  coëflîcieni  de  y/T7  sont  situés  hors  de  ces  limites,  ou  vérifient  l'une  des  formules 
(.5)  el  (.«. 

On  pourrait  encore,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  avons  fait 
ubage  dans  le  §  6 ,  découvrir  une  multitude  de  formules  analogues  aux  formules  (16) 
«i  (91) ,  et  qui  seraient  propres  è  signaler,  dans  l'équation  (1),  toutes  les  fois  qu'elles 
se-  trouveraient  vériGées,  l'absence  de  certaines  racines. 

Pour  appliquer  les  principes  exposés  dans  ce  paragraphe  è  un  exemple ,  considérons 
en  particulier  l'équation 

(ï3]  tangz'  =  s  , 

à  laquelle  on  oe  peut  évidemment  satisfaire  que  par  des  valeurs  réelles  de  : ,  ou  par 
des  valeurs  imaginaires  dans  lesquelles  la  partie  réelle  difl%re  de  zéro.  La  formule  (91) 
et  l'équation  (i4)  donneront  respectivement 

(ï^)  X  <0  ,     '  (a5)  xjr  =  o  , 

cl  l'on  en  conclura  quo ,  dans  chacune  des  racines  imaginaires  de  l'équation  (u'ij ,  Ja 
partie  réelle  est  positire.  Si  h  l'équation  (aS)  on  substituait  la  suivante 

(*6)  taBgt'=:zv/T7, 


(  5S4  ) 
alors  le»  fermules  (si)  et  (i4)  tlonneraient 

(«7>  7<o»  («8)  «7=:^; 

et»  coiuvie  éTidosuoeat  Téquatioo  (a6)i  ii*a  point  de  racines  réellei,  on  serait  amené  à. 
conduce  <|ue  le  coefficient  4q  \f^  est  positif  dans  totiles  les  racines  de  cette  équa- 
tion qiii  ne  sont  pas  de  la  forme    y  \/^  • 

S  8.*  Sur  lu  raeifUê  de  Cé^uatian    c^^^=/(«). 

Soient  toujours    Z  »  f{z)     deux  fonctions  quetconques  de  la  variable     z .     Consi- 
dérons d'ailleurs  .une  équation. transcendante  qui  renferpe  les  lignes  trigonométriques 


0 


stn Z  = 7= ,    cosZ  =  — p— — — —        tancZ  =— -. ,      eic...  : 


et  supposgyns  que  cette  équatioa.  résoliie  par  rapport  k  TexponentieUe    c^^  \    se  ré- 
duis»  k 

Si  Ton  j  reaiplace  z  par  x  -f- J^i/hT  *  œ  a*  J  diésignant  deux  Tariables  réelles ,  on 
troufera»  en  adoptant  tonfonrs^  les  neUtion»  du  §  7 , 

ou ,  ce'  qui  rerient  au  même , 

(3)  e-"^(cosJlf  +  v/nsiatf)  =  P+(?v/-T; 
et  par  suite 

(4)  a-^^^P'  +  Ç-. 

Or,  on  conclura  de  cette  dernière ,  par  des  raisonnements  semblables  k  ceux  dont  nous 
avons  {ait  usage  dans  lo  paragraphe  précédent  »  que  les  valeurs  des  variables  x»  j  vé  * 
rlGent  la  condition 


m 


>o. 


toutes  les  fois  qu'elles  ne  réduisent  poa  k  sera  la  fonction     A^ .     Donc ,  si  la  condition 


(5) 


(  3S6  ) 


1 

M  iraure  remflie  »  kidépeodtfmneiii  d«s  rateurt  atlrîbuéet  mu  TtriaUet  0  •  jr  »  alors , 
daos  chacooe  dea  racÎMa  de  Téf  iiatiott  (1  )  •  la  partie  rialb  «  el  le  coefficient  y  de 
|/^    férifieroait  •éoeaiwreoaeat  la  formule 


(B) 


N  =  o. 


Si  la  condition  (5)  ae  irouTait  aaliafaite,  non  paa  en  général  »  mais  simplement  peur  les 
systèmes  de  valeurs  réelles  de  ad  et  de  j  comprises  entre  certaines  limites ,  on  pour* 
rait  seulement  affirmer  que ,  daos  chacune  des  racines  de  l'équation  (1)  >  la  partie  réelle 
fst  le  coefficient  de     ^/tT     sont  situés  hors  de  ices  limites  »  ou  Térifient  Téquation  (6). 

II  pourrait  arriver  que  la  fonction  y*(s}  fikt  décomposable  en  plusieurs  facteurs,  en 
lorte  qu'on  eftt 

(7)  /{«)=/.(*)./.(»)./»(*).... 

Admettons  cette  hypothèse»  et  posons  en  outre 


^     . 


(8)  /.(x+JV^)=P.  +  Q.V^,     /•(«+J^-T)  =  P.  +  <?*l/-T»    etc..., 

^1  f  <?i  ;  Pa  »  Q> .  etc.  • . ,     désignant  des  fonctions  réelles  des  variables    x ,  y.     L-é- 
qaation  (1)  se  présentera  sous  la  forme 

(9)  e^^"  =  /.(»)./.(*). /i(s)...» 
et  la  formule  (5)  deviendra 

(.0)  (P.'-HQ.')(P^'^gO-...-.     ^^ 

Or ,  cette  dernière  sera  évidemment  vérifiée  »  si  l'on  a  constamment ,  pour  des  valeurs 
positive^  de     N  » 


(••) 


i*.*  +  <?••  >  I  ,        i*.'+<?.*  >  » .        etc. . .  ; 


et,  pour  de*  rateun  négatirea  de    N  , 


('«) 


i»/-hQ.*<i,        /».*+<?.•<».        etc...; 


c'est-b-dire ,  en  d'autrea  termea ,  ai  foa  a ,  pour  dea  valevra  poaitivea  ou  négatives  de  la 
roDction    N , 


(  336  ) 

[lo)  -^ >o,       -^ >o,         etc 

Donc,  si  oe«  dernières  conéition»  sont  yériiTées,  indépendamment  des  valeurs  attribuéej> 
aux  rariables  oiy,  y ,  alors,  dans  chacune  des  racines  de  Téquation  (i)  t  la  part^ie  réello 
X ,     et  le  coefficient    jr     de     \/T^  »     vérifieront  nécessairement  la  formule 

(i4)  ff  =  o. 

Si  Ton  tirait  de  Téqualion  (i)  la  valeur  de    tangZ  ,     on  trouverait 

puis  on  en  conclurait,  en  remplaçant     z    par     »  +7l/^  ' 

(i6)  tang(Af4-iVv/n')—  ^^  p..ç>  +  ,+aP<?v/:-i  ""  i/r^  (P»-Ç»  +  i)'+4P'Ç'  ' 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

Cela  posé,  on  raisonnant  comme  dans  le  §  7 ,  on  prouver^  que  la  valeur  numérique  du 
rapport 

4PÇ 

M 

doit  rester  inférieure  à  celle  du  rapport 


N 


pour  toutes  les  valeurs  des  variables     ar,  j    qui  ne  vérifient  pas  l'une  des  équations 

(18)  M  =  o,  /V  =  o. 

Donc,. si  Ton  a  ,  pour  des  valeurs  de     œ    et  de    j^    comprises  entre  certaines  limites, 


('9) 


\    M    ]  ^\  N  1 ' 


(557) 

siois ,  dafi«  toutes  lei  racines  de  Téqnation  (  i  )  »  la  partie  réelle  et  le  coëlBcSent  de  \^  , 
derroDt  être  flluëa  hors  de  ces  limites»  ou  Térifier  l'une  des  équations  (i8)«  Ajoiitoni 
({OC  Tune  des  conditions  (5)  ou  (19)  sera  nécessairement  remplie  »  si  Ton  a 

(20)  ~îr-4- 


M      '  N  -^ 

On  pourrait  encore  joindre  aux  formules  (5),  (19)  et  (so)  une  multitude  d'autres 
formules  qui  seraient  également  propres  à  signaler,  dans  Téquation  (1)^  l'absence  de 
certaines  racines ,  et  que  l'on  découvrirait  à  l'aide  de  considérations  semblables  h  celles 
dont  nous  avons  fait  usa^e  dans  le  §  6.  Au  reste  ^  l'utilité  de  ces  formules  dépendrait 
surtout  de  leur  simplicité;  et ,  sous  ce  rapport ,  les  conditions  (5)  »  (1 9)  et  (90)  paraissent 
devoir  être  employées  de  préférence* 

Pour  montrer  une  application  des  principes  ci-dessus  exposés»  supposons  que  Téqua* 
tion  (1]  coïncide  avec  la  suivante 

.     .  «•"         z-^a\/Tt     z^h\/Tx     z-^-c^t 

li  1  ]  ,      t         =  ■  ^         ■.,'  ^-   -z:-  •  •  •  » 

z^ayTi     2-^|/.i     z-cyTi 

a,  bp  e,,.     désignant  des  constantes  réelles.  On  aura^  dans  cette  hypothèse» 

Déplus»  les  conditions  (i3)  donneront  simplement 

(s3)      *  «>o»6>o»        c>o»        etc. . .  ; 

et  par  conséquent»  si  les  constantes  a,  b ,  e...  .  sont  toutes  positives  »  l'équation  (si  ) 
n'admettra  pas  de  racines  imaginaires.  C'est  ce  qui  aura  lieu  en  particulier  pour  leé 
équations 


e 


«•n         jr+tfl/Ti  .«•^ «+flV/"i     Z'¥b\^\ 


(«4)  .  _  ^  . 

*•-• »+q^Aï    t+gyAi    «+g|/-i 

z^ay-i    z^by.i     z^cyTi 
^ui  peuvent  s^écrire  comme  il  suit 

(aS)     tang  — 2  =  — ,      tang  — »  =  -^ V»      lang  — ^  =  -^7"; — ir rT"»     ®^c- 
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(  S38  ) 
Si  l'on  supposait ,  dans  l'équation  (  i  ) ,    /(ï)  =  o  ,    alors ,  celle  équalion  étant  réduite 
h  la  ibraio 

,(26)  «2^^=  o  , 

l'équation  (4)  rlonnerall     c-»^  =  o,     et  par  conséquent 

(«7)  TV  =  30. 

Si  celle  dernière  ne  peut  élrc  vérifiée  que  par  des  valeurs  infinies  des  variables  x  et  jr, 
l'équation  (26)  n'aura  point  de  moines  finies.  C'est  ce  qui  arrivera,  si  l'on  prend  pour  Z 
une  fonction  entière  de  z  ,  soit  réelle ,  soit  imaginaire.  Ainsi ,  par  exemple,  les  équa- 
tions 

(28)  e        =0,         e=o,         e     =0,         etc. . .  , 

que  l'on  déduit  do  la  formule  (26)  ,  en  posant  successivement 

Z  =  -,        Z  =  —  sy^  »        Z  =  —  3»^/!7,        elc.#., 

sont  du  nombre  de  celles  qui  ne  peuvent  être  vérifiées  par  aucune  valeur  finie  jéellc  ou 
imaginaire  de  la  variable     z, 

Post  scriptum.  Après  avoir  terminé  les  premiers  paragraphes  de  l'article  qu'on  vient 
de  lire,  nous  avons  reconnu  que ,  pour  démontrer ^  comme  on  l'a  fait  plus  haut  [pag.  3oo 
et  3oi],  la  réalité  de  toutes  les  racines  de  l'équation     tang2;  =  a2  ,     dans  le  cas  où 

.  l'on  suppose      —  <  1  ,     il  suffit  de  développer  une  observation  de  M*  Fourier.   En 

effet,  dans  le  chap.  V  de  sa  théorie  de  la  chaleur  (pag.  566) ,  ce  géomètre  indique  la 
substitution  de  x  -4"  J\/^  '  ^"  ^'^^  ^^  ^  »  comme  propre  h  constater  ,  dans  le  cas 
dont  il  s'agit,  l'absence  des  racines -imaginaires.  Quant  à  l'idée  qu'a  eue  le  même  géo- 
mètre d'appliquer  aux  équations  transcendantes  des  règles  établies  pour  les  équations 
algébriques ,  elle  donne  naissance  à  plusieurs  difficultés  dont  l'examen  pourra  faire  quel- 
que jour  le  sujet  d'un  autre  article. 


atassE^p 


USAGE  DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS 

POUR  DÉTERMINER  LA  SOMME  DES  FONCTIONS  SEMBLARLES 

DES  RACINES  D'DNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  OU  TRANSCENDANTE, 


Supposons  que  Ton  désigne  par  x^y  deux  variables  réelles,  par  zr=zx^y^^ 
une  variable  imaginaire ,  et  par  t{z)  %  F  (s)  deux  fonctioos  quelconques  de  c.  Soient 
de  plus 

celles  des  racines  de  l'équation 

(»)  F(«)  =  o, 

dans  lesquelles  la  partie  réelle  demeure  comprise  entre  les  limites  x^,  X  ^  et  le  coef- 
ficient de  i/tT  entre  les  limites  jo  >  Y.  On  aura ,  en  vertu  des  principes  du  calcul 
des  résidus  » 


(3) 


Le  second  membre  de  l'équation  (3)  est  évidemment  la  somme  des  fonctions  semblables 
de  plusieurs  des  racines  de  Téquation  (2].  Si  l'on  veut  que  les  différents  termes,  dont  se 
compose  cette  somme ,  se  réduisent  aux  valeurs  particulières  de  la  fonction  r  (c)  qui 
correspondent  à     s  =  2, ,  s  =  z, . .  •  ,  s  =  tr^ ,     il  suffira  do  poser 

W)  7^  =  "^^.       f(*)  =  T(z).F», 

OU  plus  généralement 

(.i)  f(,)  =  ^(î)F'(z)-  +  (s)F(*), 

j/  [z)  désignant  une  fonction  de  z  qui  ne  devienne  pas  infinie  quand  on  attribue 
^  la  variable     z     une  des  valeurs     3, ,  ;,. , . .  ,  ««,.     Cela  posé^  on  trouvera 

«t 


(546) 


(7) 


».    y. 


Le«  forinales  (6)  et  (7)  s'éten^eot  au  cac  méiM  6b  l'équation  («)  «Ufalt  de*  racine* 
^ff^.  Supposons  en  effet  que  les  racines  t,  ,:»>>»,  z^  deviennent  égales  entre  elles , 
et  désigoon»  par    C    leur  râleur  comoinne.  Les  fonctions 

F"(*).    F'(*)..    F'(«) ¥<'-'>{z) 

i^évanouiront  pour    e  ==  C ,    et  lo  rapport 

?(!:+t)P'(ç+») 


«Mv^kAfc 


F(Ç+.) 

étant  développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de   *t ,     aura  pour  premier xtermo  le 
produit 


,11—1 


,   ^     i.a.3...(n-i)  ^  '  "     /K\ 

?(o TT — ' =-^i^y 


i.a.3...(n-i)n 


FC/i)(ç) 


Donc  le  rééldu  de  la  fonction 


F(,) 


correspondant  à  la  valeur    s  =  C«    sera  précisément  le  produit  ^fftf('C),    a^iqttel  ou 
réduit  la  somme 

en  supposant     r,  =:::^,  =•••  =««.     Le  même  raisonnement  est  applicable  à  la  for- 
mule (7)'. 

Si  Ton  admet  que  la  série  (i)  comprenne  toutes  les  racines  de  Téquation  (a)»  on 
pourra  prendre  "  ' 

■ 

et  les  formules  (6)  et  (7)  deviendront  respectivement 


(8) 


(9) 


> 


li  iaipcrtè  «Tobwwer  qqiy  Iw  €q«ati»w  (6>.  (7).  (S)»  (9)  *  pwmnt  êlw  en «*o4wl 
nrétenlées  tous  le»  fbrmM. 

1.0) ,(».) +f (■*.) +... +f c.)  -^4,  U^Sfe^) )  ~^4:    Vi')    ' 


(,„  ,„.,+(..,+...+r(.-)=i{(^iiJi^a^^|tffliI)):. 

f  «f(«)F^(0->KOF(»))) 

-<^ FÎT)        :  ■ 

Ajoutons  que  »  si  le  résidu  de  la  fonction 

r(i)^-(T)  ,      '        .(4>'(t)-(t)*(t) 

(•4)  TTT^  "        <*"       <'^)  


(' 


F(^)  -F(r) 


correspondant  à  une  râleur  nulle  de    t,     se  réduit  k  une  consUnle  déterminée ,  on 
lirera  de  la  fennole  (la)  ou  (iS>,  eombinéeavec  l*équation  (6)  delà  page  i34, 

06)  ^(*o-f.(*o+."+T<*.)-<î:--^j^^         — ;;:p^'' . 


ou 


O7)   fC*.)^f (*.)+••• +»(•-)=<-' 


((*'))  F  (t) 


r  ((?(») f:(0-4.(«)f(0)) 


y 


1 


(  5Ai  ) 

Les  équations  précédentes  se  simpliGent  dans  plusieun  cas  qu'il  est  bon  d^iiulu|ucr. 
Ainsi»  par  exemple  »  lorsque  la  fonclion 

(i8)  ?(0F'(«)  ou  (19)  A^)r{z)—^{z)¥{i] 

conserve  une  valeur  finie  pour  toutes  les  ynlcurs  finies  réelles  ou  imaginaires  dr     a , 
on  tire  des  équations  (10)  et  (ji) 

1,0)  ?(x0  4-y(^0  +  ...  +  t(^.-)  =  y((^^;\y)^'^))  . 


OU 


(„)     ,(..)+,(..)+...+,(..)= V(('W^'"^-.*"^'"')) , 


des  équations  (12)  et  (i3) 


(,,)  ,(,.)  +  , (z.)4-...+?(««)  =  <C((-^^^^).) 


OU 


(.5)  ,(„)  +  ,(,.■)+...+,(..)  =  £  ((tC)r-W-H.)n»)j| , 

enfin  des  équations  (16)  et  (17) 

^(t)^'(t) 


(a4)  ?(».)+f(î.)  +  -+î(*-)  =  <S 


((*•))  F  (t) 


OU 


(«5)  ç (2. )-|-ç («,)  +  .., -fç(s»)  =  <^ ^ -— . 

(('•))f(t) 

De  même  encore ,  si  le  produit  de  la  variable     s    par  la  fonction 

^'®)  F(.)     '  '"*  ^"^^  F(ô 

s'évanouit  pour  des  valeurs  infinies  réelles  ou  imaginaires  ie    z ,     le  résidu  intégral  de 
cette  fonction  s'évanouira  «  et  l'on  tirera  de  la  formule  (is)  ou  (i3) 

(«8)  f(s.)+?(xO  +  -  +  H-)  =  -<î^-^^^^T^y^. 


(  S43  ) 

OU 

(59)  ?(^.) +  ?(«.)  +  •••  +  ?(«m)  =—  C pT^x — : • 

Si  le»  deux  fondions  F'(z)  et  ^[z)  conservent  des  valeurs  finies ,  pour  des  voleur» 
quelconques  de     r ,     on  aura  évidemment 

et  par  suite  Téquation  (si8)  ou  (29)  donnera 
Concevons  maintenant  que ,  dans  les  formules  (s4)  et  (sS) ,  on  pose 

(5l)  ^{z)~zn 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  premiers  membres  de  ces  formules  se  ré- 
duiront à  la  somme  des  n"*'  puissances  des  racines  de  l'équation  (a);  et,  si  Ton 
désigne  par  • 

(02)  s«  =  V +  «•"+•••••  +  --." 

la  somme  dont  il  s*agit ,  on  trourera 

«■■♦•))f(t) 

SU 


(54) 


'■=^W))\T^-''^^)v 


Les  équations  (35)  et  (34)  supposent  1.*  que  la  fonction 

(55)  F'(*),,  ou  (56)  F'(*)-iiilF(z) 

«oaserve  ane  valeur  finie ,  pour  toutes  los  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  dt  -  j^  ; 
^*  que  le  résidu  de  la  fonction  .        . 


(344) 


(37) 


'(t) 


f^m 


^«•ftp 


(t) 


ou 


(58) 


1t) 


+(0 


eorrespondant  k  une  valeur  nulle  de    s ,    se  râduil  k  um  constante  déterminée.  Ad- 
mettons d'ailleurs  que  la  fraction 


M 


obtioDoe ,  pour  une  valeur  nulle  de    z ,    une  valeur  finie    a .     La  différence 

t<"(t) 

8f*évauouira  pour    2  =  0»    et  ai  Ton  fait 


(40) 


00  tirera  de  Téquaiion  (33) 


T^i-r) 


'(t) 


—  a  =  zi  , 


(4i) 


.,=1 


r    z        c    z 


((«"*')) 


((*")) 


((*•)) 


puis»  en  remettant,  au  lieu  de    Z,  .  sa  valeur  tirée  de  la  (brmule  (4o),  savoir 


(4*) 


4 


"(t) 


d\ 


"['■HtI] 


m^/^" 


•    dz 


4t 


éi 


on  trouvera  définitivement 


C45) 


!«= O 


•"["»(t)]     . 


</£ 


((^-)) 


On  arrivîBniîlt  au  «lémerésvhat  eu  remplaçant  ^  dans  la  formule  ^54)  »  in  #»Action    f  (  <.) 
par  le  produit    az""^« 


j 


X«45  ) 

lorsque  la  (baolion  Z  eonterfe  um  valev  finie  pour  2  s:  o  »  alors ,  en  dési- 
gnant par  t  nne  quantité  infiniment  petite  »  et  ayanl  égvrd  li  Féqi^ition  (So)  de  la 
page  16 ,  on  tire  4o  la  forinule  (4t^) 

,«  .-  ■         '•'[-' (t)] 

\u^\  *,  —  t—  — r-— .        ,      .  . 

i.^.5...(n-i),  ^^, 

Concevons  encore  que  •  dans  jia  formule  (00)  »  on  pose     ^  (^)  :^  — .     Le  premier 

membre  offrira  la  somme  des  racines  de  l'équation  (9)  »  élevées  chacune  à  la  puissance 
du  degré    —  n  ;     et ,  si  Ton  désigne  par 

(45)  ê^n  =  «,"»  +  *»""*  +  "•••  4-  «!•■"" 
la  somme  dont  il  s*agit,  on  trouvera  *  ' 

(46)  '-=^'^^"««-))FW   • 
ou ,  ««  i|«i  rerient  an  même , 

(47)  '-— <^— rfr-^T(7^  • 

Ces  dernières  formules  supposent  »  1  .*  que  la  fonction  F'(  «  )  conserve  une  valeur  finie 
poar  toutes  les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  z  ;  2.**  que  la  frac- 
tion 


«»F(«) 


s'évanouit  pour  des  valeurs  infinies  réelles  ou  imaginaires  de  la  même  variable. 
Lorsque  la  fonction 

^^^'  F(ï)    ~       dt 

coDierre  une  valeur  finie  poar    9  s=  o  ;    alors ,  en  dé»ignant  par    «    une  quantité  in- 
finiment petite ,  et  ayant  égard  )(  l'équation  (So)  de  la  page  16 ,  on  tire  de  la  formule  (47) 

^■''^        ■  '-=-   ..a.3...(n-.)  —Srr-  ' 

47 


(  54Û  ,) 

Pour  rendre  plus  sensible  rutililé  des  formules  (}ue  nous  venons  d'élablir ,  nous  allons 
Jes  appliquer  à  quelques  exemples.  , 

Supposons  d*abord  que    F  (  «  )     se  réduise  à  une  fonction  entière  du  degré    m ,    et 
que  Ton  ait  , 

(5i)  F(«)  =«'"  +  «.«'"'•'  +  «.«'"'"•  +  •.•  4-tfm-i«+««. 

a, ,  a,  9  «.^  a^^i  j  a»  X  désignant  des  coëiEcients  réels  ou  imaginaires.  La  constante  repré- 
sentée par    a ,     dans  la  formule  (44)  *  ou  la  râleur  que  prendra  la  fraction 

(59)  -i-T^V- 

pour    s  =  o ,     se  réduira  évidemment  au  nombre    m  ;     et  Ton  aura  par  suite 

(52)  2«F  (-i-J=««F  [y]  =  i4-a.«-f  fl,«*4-...+am«"'. 

Donc ,  si  Ton  désigne  par    9n    la  somme  des    n"**'    puissances  des  racines  de  féqua- 
tion  algébrique  \ 

(53)  «""+«,»'*-»+ a,  ««-•  +  ...  4- ««.-«»  +  «-  =  <>  f 
on  aura ,  en  vertu  de  la  formule  (44)  » 

(54)  ««= — - 


i.a.3...(n-i)  di 


En  d'autres  termes  «  la  somme    #»    sera  le  coefficient  de    s"    dans  le  développement 
du  produit 

(55)  —  ni  (i-f-a,«-f-a,»*  + ... +am«'")  • 
D'ailleurs ,  on  trouvera  généralement 

(56)  l(if  a,«  +  a,ï»  +  ...  +  a«*"»). 


•^-^ — ^  (<r|2  +  flj|««  +  . ..  +  «,»«"•  )«  +  cic..  ; 


N 


(847) 

et ,  si  Ton  désigne  par    p,  q  ,,.,  t,  N    des  oimbr^s  entiers  inférieurs  à     n  ,     le  coef- 
ficient de    z'*    dans  le  développement  da  produit 

C-0* 

(37)  -^-Jy^  («,«  +  «.  =  *  +  •••+«-«'")'' 

I 

sera  la  fiotnme  de§  expressions  de  la  forme 

.    .  (-1)*    i.a.5...iy 

^    '  N        (i.a.3.../.)(i.a.3...ç)...(i.a.3...*)  *'*''*"'*"  ' 

qui  correspondent  à  des  valeurs  do    p ,  q s*.,  t    proprés  à. vérifier  les  depx  conditions 

•  *  » 

Cela  posé  »  on  aura  évidemment 

ç.  .  ((-i)^-»-y— *•*  i,a.3...(p  +  y  +  ...  +  f) j 

(bi)        ^ **2.(  p+^+...+r     (i.a.3...p)(i.a.3.-.7)...(i.a.3...0'''  ''"•••'''"   )' 

le  signe  2  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  k. celui  qui  est  reDfermé  entre 
les  accolfdes»  et  devant  s'étendre  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p,q ,••.  t  qui 
vérifient  la  condition  (6o)«  L*équation  (61)  était  déjà  connue.  Si  Ton  y  pose  successivo- 
ment    n  =  i  ,  91=3»  n  =  39  etc..  9     on  trouvera 

(6a)        #,  =  —  a,,        #,  =  «»'  —  aa,,         i3  =  — ii,'4"  S^i^'^»— "5a3,      etc.. 

Concevons  maintenant  que  fon  demande  la  valeur  de  la  somme 

(63)  1-4 U-- U-- U-- U  etc..  , 

71  étant  un  nombre  pair  quelconque»  il  suffira  évidemment  de  chercher  la  demi -somme 
des  racines  de  Téquation 

(64)  sinirz  =  o  , 

('levées  chacune  à  la  puissance  du  degré  — n,  en.  ayant  soin  toutefois  d'exclure 
la  racine     z  =  o  ,     ce  que  l'on  fera  en  remplaçant  l'équation  (64)  par  la  suivante 

165)  =  0 . 


,^\ 


(  H^  ) 

Cela  poséj  on  aara,  ea  vertu  de  la  finnttiilo  (5o), 


111 


1  rf«i ''"*''  -  rfi»!  «^^^ 


2  f  S  «rc 


1.  a.  5...  (n.-i)  rfi*  i«a,3..,  (n-i)  rft' 


ou  »  ce  qai  retient  au  môme , 

(66)  »+i  +  i  +  ^  +  «c...=- 


a»        5*    '    4' 


1.2.3...  (n-i)         ifc' 


En  d'autres  termes,  la  somme  dont  on  demande  la  yaleur  sera  le  coeflicient  de    ;" 
dans  le  déreloppement  du  produit 


(67)  -T"^    * 


en  série  ordonote  saivaniles  puissances  asoandàBlea  de    0.     Comme  on  aura  d'aiileun 

\  i.».d  i.a.34.i  /      s\i.u«3  i.a.3.4*S  /       3  \  i.».3         i.i,3.4.5  / 

*  r . .  -  —  ( —  «  * r-r-r  *  *+  •  • .  J   -  etC . , 

M   \  1.1.3  i.ft.34.5.  ^ 


on  trouvera ,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  avons  fait  usage  poar 
établir  la  formule  (61) , 

(69)  »  +  7;-  +  i'+^  +  etc...  = 

^  ^«2  {  * i.».5...(/>-|.y^-r-|,...)  >>    I     y/  1        \Y  1  Y 

a  1  />+^+r+...  (i.a.3...9)  (i.a.3...9)(i.a.3...  r)...  ^  i.a.5  /  \       i.a.3.4.5/  \  i.a.3.4^.6.7  /  '" 

le  sig;ne  2  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  à  celui  qui  est  renfermé 
entre  les  accolades  >  et  devant  s'étendre  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières ,  noiles  ou 
positives»  de    p#  9»  n>*  »     qui  vérifient  la  condition 

(70)  .     sp4-49^6r4-^..=rn. 


SI  Foo  pose  snccessiveaio&t    n=s,n  =  4»n=76.«*»    on  Urera  de  la  formule  (69) 

1  +  -r-  +  —  +  etc....  =  -^  = 


(7i) 


4         9    *  d         6     i.a  ' 

'  +  7T  +  77 + ^*<^— •  =  ::r  = 


4*        9*  "*'        90        3o   i.a.3.4  ' 

*  ''"  P"  "*"  F"  "*"  '*^'"  "^945  ~  '^  i.a.3.4.5.6  ' 

etc.  « • • . 

« 

Dans  ces  dernières  équations ,    -^>  —  »   —  »etc...»    sont  ce  qu'on  appelle  les  nom^ 

bres de  Bernoulli.  Si  Ton  désigne  par  A^^  A$^^  A^r  ^tc •  •  «  cea mêmes  nombres , 
la  râleur  de  ^n ,  déduite  des  calculs  qui  précèdent,  se  [présentera' sous  la  forme 
que  M.  Libri  lui  a  donnée»  saToir ^ 

(7.)  ^.=«JL_^ 

_ii(i.a.5...n)      j  1  i.a.5>.;  (^«f y^'PH».».)         /    i    \P/  i        Mx         i  N^ 

»•  I  f-ff+r+...  {i.i.3.,^){».*.5..f)(i*a.5,.r),..  Vfcia.3/   \      i«a.34<$/  \i.a.34«5.6.7/ *" 

Concerons  encore  que  Ton  demande  la  somme  des  racines  de  l'équation 

(75)  XMXilZ^t, 

éterées  chacune  à  la  puissance  du  degré  — -  n ,  en  ayant  soin  toutefois  d'exclure  la 
racine    9  =  0.   *~Comme^  pour  opérer  cette  exclusion  »  il  suffira  de  remplacer  l'équation 

(73)  par  la  suivante 

* 

,  ,.  sin<-^cos2 

(74)  p =  ^^ 

il  est  clair  qu^on  devra  chercher  la  valeur  de  i^»  que  détermine  la  formule  (5o) , 
lorsqu'on  pose  dans  cette  formule 

^,  .  sin^-^eoss 

F(«)=  — 


z^ 


On  trouvera  ainsi ,  pour  la  valeur  de  la  somme  demandée  ^ 


r . 


(  35o  ) 

.   -  8iat-cco8c 

a»! r 

(75)  ,^.  =  - 


1.  a,3.«.  (n-i)  di'^ 

£n  d'aulres  termes,  cette  somme  sera  le  coëOicient  de    z'^    dans  le  défeloppement  du 
produit 

(76)  — ni  — 

Ou  aura  d'ailleurs 


z^ 


"""  3  ^T  I  a.3  "^  "7"  1 . a. ?•  4* 5  *^      **  *  ' 
et  par  suite 

(78  1 p_-==l^_j^3(--^^_---— 5.  +  ...J 


3'  / 1      g*  , I       g4  y 

a    \5    i.a.3        "7"  i.9.3.4«^  "t"*«-j 


3    Is    i.a.3  ""  7    i.a.3.4.5  "^•'•j   •      . 


■■"•  e§c*  •  •  f 

puis  l'on  en  conclura  ,  par  des  raisonnement^  pareils  &  ceux  dont  nous  avons  fait  usage 
pour  établir  là  formule  (61) , 

(79)  «-»  = 

ni  { 

P+7 


-fr..  (i.a..p)(i.a..7)(i.a..r}..  \5  i.a.3/    \      7  i.a.3.4*5/    \9  i.a.3.4*5.6.7/ 'j 


le  signe     z    indiquant  une  somme  de  termes  semblables  à  celui  qui  est  renfermé  eD(re 

les  accolades»  et  relatifs  aux  divers  systèmes  de  valei^rs  entières,  nulles  ou  positives,  de 

te 

p  t  7  »**»••  »    qui  vérifient  la  condition 

(80)  ap-f«4?  +  6^-i-«.  •  =îw- 


Si ,  pour  fixer  les  idées ,  on  prend  successivement    n=^a,     n=:/^ ,     n  =  6y    etc.* 
on  tirera  de  l'équation  (79) 


•  t 


' 


(351  ) 


ou ,  ce  qui'  revieni  au  même , 

5  175  7075  3o5i075 


eiCa  •  «  > 


C»C« • • V 


D'ailleurs,  dous  avons  reconauLpage  5oo]que  les  racines  de  l^quation  (73)  sont  loutcs 
réelles ,  mais  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires.  Donc ,  ix  Ton  désigne  par 
>>  ^>  7*  •  •  les  racines  positives  de  cette  équation»  les  racines  négatives  seront  repré- 
sentées par    -*-a,  — -^9  —  7»«**     et  Tpn  aura  généralement 

(85)  '-»=«|~  +  -pr  +  ~r  +  ..M. 

ea  sorte  que  les  équations  (89)  se  réduiront  aux  suivantes 


(84) 


l 


1 

a* 

+ 

1 

+ 

1 
"7 

+ 

1 
«4 

+ 

1 

4- 

1 

+ 

1 

«6 

+ 

1 

p6 

+ 

1 

7« 

+ 

1 

+ 

1 

+ 

1 

7^ 

+ 

etc 

•  •  • 

•  • 

1 

10 


55o  ' 

1 

7875 

6063750  ' 


Si  Ton  voulait  tirer  directement  des  formules  (84)  les  valeurs  de    a,  p,  7, . . .     il 
suflSrait  d'observer  que  »  pour  des  valeurs  croissantes  de    n  «    le  rapport 


converge  vers  la  limite    a'  »    le  rapport 


1  \»» 


._.,_.-  (-i) 


1 \an+a 


vers  la  limite    p*  »  etc. .  •     On  en  conclurait  que  la  racine    «    coïncide  avec  la  limite 
Ters  laquelle  convergent  les  termes  de  la  série 


\ 


(  359  ) 

(85)  |/35=5»9'-*^        |/a»l5:^4»7-*»  »         J^'^  =  4»5.,.,    clc... 

C'est  eflectiyemeDt  ce  qui  arrive  »  et  I*on  doit  même  observer  que  le  troisième  terme  de 
la  série  (85)  fourait  déjà  une  valeur  très-approchée  de  la  racine .  a ,  dont  k  valeur 
exacte ,  calculée  avec  sept  décimales  »  est  4»49^  1 1 8  • .  »  {voyez  la  page  S99]»  On  ob- 
tiendrait avec  la  même  facilité  les  valeurs  approchées  do    ^ »  7*  •  •  • 

'  Supposons  enfin  que«  la  lettre  a  désignant  une  quantité  réelle  »  on  demande  la  somme 
Il  laquelle  on  parviendrait  en  ajoutant  les  racines  de  Téquation 

(86)  iang«  =  af, 

élevées  chacune  à  la  puissance  lu  degré  —  n  ,  et  en  excIuaDt-toujours  la  racine  s  =  0. 
II  suffira  évidemment  de  remplacer  Téquation  (86)  par  la  suivante 

,^  ,.  slo^-ascosf 

(87)  — - — =0, 

et  de  diercher  la  valeur  de  s^n  que  détermine  la  formule  (5o) ,  lorsqu'on  pose  dsai 
cette  formule 

-_,  ^         stns-ascos< 
(88)  F(*)  = . 


On  trouvera  .ainsi  »  pour  la  valeur  de  la  somme  demandée , 


...    suit -tff  CCS  t 

a"l— — — 


(89)  «-»=  — 


i.a.3...(n-j)  dz^ 


En  d'autres  termes»  cette  somme  sera: le ^cwffioîeat. de    sr»    dans  le  développement  du 

produit 

.  -stns-«sco92 
(90)  —ni—— . 


On  aura  d'ailleurs 


^^^  z  \  i.a.3         i.a/      ^  \  i.a.3.4.5         i.a.54/ 


=  ir-a.—- (— — ,a]  —4'  (-1 <*)        -  M  — etc.  .•  , 


et  par  suite 


J 


(9«) 


1 ; ==  1  (  I  —  a)  — 


(  353  ) 

■ 


5a-  i 


3(a-i)   1.9         5(a-i)    1.3.34 


a  1  3(fl-i)    1.$'    '  6-(a><i)   1.2.3.4 


3tf-i    "« 


5a- 1 


5  j  5(<i*i)-  i.a      ".5(a-ii)    i.a.5.4 
—  etc. 


"^^  •  •  • 


+.-. 


^T*   .  •  • 


puis  Ton  en  conclgra 

(93) 


*-»  = 


ni 


/'+9+ 


f-r+...   (i.a...p}(i  ii.«.9)(i.a...r)...  N3(a'i}  i.a/   \    5(a-i)  i.a.3.4/   \7(a-i)  i.9.3.4-5*6/ 


le  signe  z  iodiquant  une  somme  de  termes  semblables  &  celui  qui  est  renfermé  entre 
les  aoeoladeiB,  ei  relaiêCr  aux  diveri  syalëiMa  de  wlemrs  entières»  nuttes  ou  posilirés,  de 
p  »  9  f  **  -  •  •  »     qui  vérifient  Téquation 


(80) 


n« 


Si ,  pour  fixer  les  idées  »  on  prend  succj^ssivement  .n  =  9,  n  =  4>  n=^6L,.  etc. .  •  •  , 
OD  tirera  de  l'équation  (gS) 

5(r-i 


(94) 


3fl-i  1  \   3(g-i    )*        1 


3a-i 


*-6=  — 


3a-i       5a-i  1 


5(tf.i)  • 

7tf -1 


4  P(«-.Oj.      ïÔ    3(li-i)  6(a-i)  ^    lao  7^«-^) 


9   eic«*«* 


I    • 


D'ailleurs  y  nous  avons  reconnu  [page  3oi]  que  les  racines  de  Téquation  (86)  sont  toutes 
réelles  y  mais  deux  à  deux  égales  et  de  ^i^es  cçntrairçs,  lorsque,  la  constante  a  est 
négative,  ou  bien  positive,  mais  supérieure  à  l^unité^  Voâc  alors /si  Ton-  désigne  par 
«,  p,  7. . .  les  racines  positives  de  cette  équation,  les  racines  négatives  seront  repçé- 
senlées  par    —  « ,  — ^ ,  t-  7  /.  ^     «et  lès  fornkiUs  (1^4)  ^P^u^i*^         -, 


(95) 


74+^4  +  74+-  = 


- 1  - -il .     .  I     .V  t         M,^^ 


1      Za-i 

7  3(41-1}  ' 

« 

I    (    3a-i 
T|3(<i-i) 

»  (    3(t-i    )». 
8  j  3(«-i) 


1 

5a- 

-1 

la 

5(a- 

-0 

9 

1 

3fl- 

1 

5a^ 

\i^ 

ja-  I 


Jl,, L— J ^-i^ -, 

32  3(a-i)  5(a-i)    *    3407(0-1) 


etc. 


»    I 


48 


Si  Ton  supposait  en  particalîer    a 
réqaàlion 

(96) 

et  Ton  tirerait  des  formules  (96) 


(  554  > 
=  s  ,     «#  ^>  7'«'  seraient  les  racines  pcsitifet  àt 

tang^  =  9z  t 


(07) 


1         t  1  ^  5 

^"^T'^^r    ""    ^' 

;;;4+ p4+^+ ~  "5^' 

—  M  —  U^L^  _j56i9 

^6+  p6+  ^«"^ '•""  5oa4o  ' 

ete*  •  •  •  • 

Si  la  constante    a    était  positive  «  mais  inférieure  à  Fonité,  alors  l'équation  (86)  «cP 
mettrait  deux  racines  imaginaires  de  la  forme 


(98) 


«=çy/!r<     ^=at— ç^/:t^ 


Ift  quantité  réelle    C    étant  détermbée  par  la  formu(o 


(99) 


^^^-^ 


tiie^  +  C^) 


^àt 


et  Ton  trourerait ,  en  désignant  toujours  par    a#  p ,  ¥•••     les  racines  réelles  et  positim 
de  la  proposée , 


(100) 


-4--  +  -+     -- 


^fi  "T  "^  4^  "TS  "T  ••♦  ""  Tfi 


etc< 


p 


.6 


1     3a-i 


s    3(a-i)    ' 
1  (  5a-i 


I    5a- 1 


4    5(fl-i)  ia5(a-i)  * 


6 


5a- 1 
8  |5(î^ 


I    5a-i     5a-i     ,      I 


jfl-i 


Sa  3(a-i)  5(a-0  ~  a4o  7(^-1)  ' 


Si    a    était  renfertné  entré  les  limites     1     et    —  »    la  première  des  formules  (100) 
aurait  pour  second  membre  une  quantité  négative  #  et  Ton  tirerait  de  cette  formule 


(355  ) 

(loi)  n  <[/ î^iziaL' . 


3a— 1 

On  obtiendrait  ainsi  une  limito  supérieure  de  la  quantité  (  »  que  Ton  peut  »  au  reste  « 
déduire  facilement  de  Téquation  ^gg) ,  attendu  que  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion décroit  sans  cesse  »  en  passant  de  l*unité  à  zéro,  tandis  que  Ton  fait  varier  C  de- 
puis   ^  =  o  ,     jusqu*h     C  =  00 . 

Les  formules  (6)  ,  (7) ,  (8)  et  (g) ,  dont  les  calculs  que  nous  Tenons  de  faire'  indi- 
quent suflisamment  les  nombreuses  applications ,  supposent  que  la  suite 

(1)  ^1    »  ^*    »•••  ^M 

renferme  toutes  les  racines  de  l'équation  (s) ,  ou  du  moins  toutes  celles  dans  lesquelles 
la  partie  réelle  demeure  comprise  entre  les  limites  œ^  ,  X ,  el  le  coeiBcienI  de  i/TT 
entre  les  limites  jr^  »  Y*  Si  Ton  désignait,  au  contraire ^  par  z^ ,  r,... ,  z^',  les  ra- 
cines que  Ton  peut  déduire  de  la  formule 

(lOs)  Z=:U  +  V\/7!  9 

en  prenant  pour  u  pV  deux  fonctions  réelles  données  des  variables  x  »  y  t  et  attri-^ 
buant  à  ces  variables  des  valeurs  respectivement  comprises  entre  les  limites  x  =  sr»  » 
x  =  X,  y:=.j^  p  j'=.Y  \  alors ,  en  adoptant  les  notations  que  nous  a vona 
déjà  employées  [pages  906  et  suivantes]  »  on  obtiendrait,  à  la  place  des  équations  (6)  et 
(7),  d'autres  équations  du  même  genre,  mais  dont  les  second^  membres  seraient  des 
résidus  exprimés  \  l'aide  des  notations  dont  II  s*agit.  On  trouverait  effectivement 

(«o5)    f(^)+v(f.)  +  ...+T(^-.)=         L  «fW'  [^=«4-t;»/7], 

et 

la  fonction  ^  (2)  étant  toujours  assujétie  à  la  seule  condition  de  conserver  une  valeur 
finie  9  tandis  que  la  variable  z  recevrait  une  des  valeurs  .  Zy ,  ^t ,  •  •  •  ^«*  De  même, 
si  les  racines  de  l'équation  (1)  »  désignées  par  «x  »  «»,•••  z^^  étalent  précisément  celles 
que  l'on  peut  déduire  de  la  forniule 

(io5)  «  =  r(cosp4"  V^'^P)  » 


(  356  )         " 

t 

en  altribuant  aux  variables  r  ci  p  des  valeurs  respectivement  comprises  entre  les 
quantités  positives  r  =  n  ,  r  =  iï  ,  et  les  quantités  positives  ou  négatives  p  =/)., 
p  =  P;     on  aurait 

(106)    t(r.)  +  ?(^.)  +  v  +  ?(2^)~        L        7râ7:#'C*='(<^V+V^«op)L 


r=sr,      pszp. 


((FW)) 


ou«  plus  simplement,  en  faisant  usage  de  la  notation  établie  page  307 , 


{»)    (P) 


(107)     f(:^0+?(^a)  +  -+?W=      l        llnz)))   ' 


et  l'on  trourerait  encore 


('.)    (^.) 


(«)  JP) 


i^^Ma^iA. 


0.8)  ,(=.)+»(^)+...+,(..)=  i'  jwrw-iwrM 


»  0 


((F(»))) 


Ainsi ,  par  exemple,  «i  la  suite    s, ,  £, , . . .  7»,    renferme  seulement  les  racines  donl  k 
module  est  inférieur  à  l'unité,  on  avrji 

(0       («■) 
(109)     ?(:r.)-»-î(5.) +  •••  +  ?(*")=     ^        »W-^W 


(o)     (-t) 


((FW))    • 


et 


(110)    y{».>4.?(«,) +  ...  +  ?(««)=«    t  aFMV 

Lorsque  la  fonction 


(8) 


?(?)F'W  . 


OU 


(9) 


?(»)F'(=)->K=)FW 


conserve  une  valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  de  z  , 
OU  du  moins  pour  celles  dont  le  module  est  inférieur  à  l'unité»  alors  les  formules  (107) 
et  (108),  ou  (10g)  et  (110),  peuvent  être  remplacées  par  d'autres ,  dans  lesquelles  les 
doubles  parenthèses  renferment  les  deux  termes  de  chacune  des  fractions 


FW. 


Par  conséquent  9  dans  cette  hypothèse  »  les  équations  (109)  et  (110)  peuvent  s'écrire 
comme  il  suit  : 


C357) 


■  (0  .  (•) 


(m)    ?(?.)  +  ?(«.)  +  •••'  +  ?(«»)=     L        M 


(o)     (-») 


(0      (»1 


F(.} 


))• 


(112)   ^(2.)4.^(i,)  +  ..i  +  ,,(s,)=    <î^      n. 

(o)     (.»)  ^^ 


P(0 


))• 


Oo  a  vu  dans  cet  article  combien  il  est  facile  de  calculer ,  à  Taide  du  signe     £  ,     la 

somme  des  fonctions  semblables  de  plusieurs  racines  d'une  équation  algébrique  ou  trhns- 
ceodante.  Cette  somme  étant  une  fois  exprimée  en  résidus ,  on  peut  aisément  transfor- 
mer son  expression  en  intégrales  définies ,  ou  la  développer  en  série.  En  effet,  pour  y 
parvenir,  il  suffit,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  de  combiner  les  formules  qui  pré- 
cèdent avec  les  équations  que  nous  avons  précédemment  obtenues  [voyez  les  deux  articles 
qui  s'étendent  de  la  page  g5  à  la  page  1 13 ,  et  de  la  page  soS  à  la  page  232 ] ,  ou  de  dé- 
Telopper  en  séries  convergentes  les  fonctions  renfermées  sous  le  signe     ^  •     Ainsi ,  par 

exemple,  en  combinant  ia  formule  (111)  avec  ia  formule  (65)  de  la  page  2i5,  on 

trouvera 


(ll5)      <p(«,)  +  <p(^,)  +  ...  +  ?(2m) 


(/^^)f'(/^") 


/»••"    fV" 


(/^•'3 


dp 


FU 


L'équation  (11 3)  suppose,  1.^  que  la  suite  c^t  »  ^s  >  •  •  •  ^m  >  renferme  seulement  celles 
des  racines  do  l'équation  (2)  »  dont  le  module  est  compris  entre  les  limites  o  91  1  ;  2."*  que 
le  produit  f  {z)  Y'{z)  conserve  une  valeur  finie  pour  les  valeurs  finies  réelles  ou  ima- 
ginaires de     z  ^     ou  àxj,  moins  pour  celles  dont  le  module  est  inférieur  à  l'unité. 

Les  formules  analogues  à  Téquation  (ii3),  et  celles,  que  l'on  déduit  des  équations 
(6) ,  (7) ,  (8) ,  etc. ,  par  le  développement  des  fonctions  en  séries  »  méritent  d'être  re^ 
marquées  »  et  nous  fourniront  le  sujet  de  quelques  nouveaux  articles.  ^ 
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MÉCANIQUE. 

Tableau  de  M.  CiiHEMT-DESORMES,  relatif  à  la  théone  générale  de  la  puissance 

mécanique  de  la  Vapeur.  (Extrait  par  M.  Hachette.} 

M.  c|e  Belancoort  arait  euajé,  en  1790,  de  déterminer  les  forces  élastiques  de  la  vapeur 
d*ea«  à  diverses  températures ,  et  îl  avait  fait  plusieurs  remarques  importantes ,  1*^  qnil  j  avait 
une  relation  et  une  dépendance  mutuelle  entre  la  température  et  la  pression  de  la  vapeur,  telles, 
que  la  même  pression  doit  toujours  correspondre  k   la  même  température >  quelle  que  soit 
retendue  du  vase  dans  lequel  se  fait  la  vaporisation ,  pourvu  toutefois  que  ce  vase  nq  contienno 
que  de  Teau  à  Tétai  liquide  et  de  Teau  en  vapeur;  a**  que  la  force  élastique  de  la  vapeur 
augmente  plus  rapidement  que  la  température  deTean  qui  la  produit.  En  181  o,  un  célèbre 
physicien  anglais ,  Dallon ,  détermina  y  par  des  expériences  plus  exactes ,  la  correspondance 
des  pressions. et  des  températures  de  la  vapenr  d'eau.  Plusieurs  savants  ont,  depub  cette 
époqae,  confirmé  les  résultats  obtenits  par  Dalton,  et  les  ont  étendus  k  des  pressions  plus 
élevées.  M.  Clément-Desormes,  professeur  de  chimie  au  Conservatoire  des  arts  et  métiers, 
a  fait  imprimer  un  tableau  qui  montre  la  relation  des  pressions,  des  t^^mpératures  et  des 
puissances  mécaniques  de  la  vapenr.  Prenant  pour  unité  de  pression  celle  d^une  colonne  de 
mercure  de  76 centimètres  en  hauteur,  le  taU^iinouvellement  publié  (mars  1836)  donne 
pour  les  pressions  croissantes  de  1  à  10,  les  températures  suivantes  (thermomètre  centi* 
grade,  et  en  nombres  entiers),  100%  lai',  iS5*,  145**,  ï55%  i6o*,  i60%  17a*,  177%  iSa". 
En  supposant  qn  un  volume  de  vapeur  à  ipo  degrés  et  à   lapression  d*une  atmosphère ,  soit 
comprimé  dans  un  vuse  impfeil^éable  an  calorique,  et  réduit  par  la  nouvelle  presjiion  à  un 
Tolome  dix  fois  moindre  que  le  primitif,  la  température  s*éleTcra-t-e|le  à  }8a'*  par  le  seul 
fait  de  1  augmentation  de  pression  j  on  une  addilipn  de  chaleur  serait-elle  uécessoîre  pour 
maintenir  toute  la  vapenr  dans  Fétat  dç  compression  à  dix  atmosphères?  Un  physicien  anglais , 
Southern  9  s^était  depuis  loi|g*temps  occupé  de  cetfe  question ,  e^  il  résulterait  de  %e$  expé-» 
rienœs  que  Ton  devrait  considérer  les  d^nx  volumes  successifs  de  la  vapeur  aux  pressions 
I  et  lo^atmosphères,  commie  des  volumes  d^ei^u  liquide  de  mèpae  poids ,  élevés  de  la  tempe- 
ratnre  séro  ajox  températures  t  4-  ipo*>  et  £  -{-  100*  -f*  8^*»  ^  ^V^^  ^  cliajcur  latente  de  la 
vapeur,  qne  les  physiciens  o*ont  pas  encore  déterminée  rigonrensempi^t ,  et  qui  varie ,  diaprés 
leurs  expériences,  de  53o**  à  $67*.  En  admettant,  avec  M^  Clément,  quelle  soit  de  55o*, 
et  supposant  qu  une  masse  d*eaii  m  ait  été  convertie  en  un  volume  de  vapeurs  de  même  poids , 
à  la  pression  de  10  atmospfièros ,  la  chaleur  ajoutée  à  Peau  liquide  h  zéro,  pour  former  la  va- 
peur ,  sa:9it ,  suivant  Southern^  m  (  55o*  -j-  FOO*  -f  8a*) ,  ou  733"  m  1  et  suivant  M.  Clément , 
seulement  65o*  m,  ppur  tpi^tes  1^  pressions.  Ce  savant  affirme  qu*un  poids  donné  de  vapeurs 
contient  la  même  quantité  de  chaleur,  quel  que  soit  le  volume  de  ces  vapeurs  \  qn  ^ipsi ,  après 
avoir  rempli  da  vapeurs  un  vase  imperméable  au  calorique ,  et  ayant  eu  ioin  qu*il  en  contienne 
la  plus  grande  quantité  possible  sous  une  température  quelconque,  ou  pourra,  si  le  vase 
est  flexible  et  extensible ,  augmenjber  ou  diminuer  à  volonté  le  volume  de  vapeurs  ;  ces  vspeurs 
prendront  naturellement,  saps  addition  ni  soustraction  de  chaleur,  la  température  qui  leur 
convient  poor  conserver  en  totalité  Tétat  de  vapeur,  et  pour  saturer  Fespac^  dans  lequel  elles 
sont  répandues. 

Une  Commission,  nommée  par  FAcadémie  Royale  des  Sciences ,  s*oocupe  en  ce  moment 
il  nn  travail  fprt  important,  qni  comprendra  U  loi  de  Mariote  sur  les  ga^  permanppts ,  cell^ 
de  Dation  sur  les  vapeurs,  et  les  consiqueuoes  de  ces  deux  lois. 


De  la  puissance  mêcamque  de  la  vapeur  d'eau. 

Quoujue  la  vapeur  d^eau  ne  soit  une  puissance  mécanique  que  lorsqu*oa  Tetuploîe  cUns  une 
macliîne  qui  se  cumplîque  d'un  grand  nombre  de  mécanismes ,  cependaut  on  peut  facilement 
avoir  une  idée  exacte  de  cette  puissance,  en  ne  considérant  que  la  pièce  principale  d'uoe 
machine  à  vapeurs ,  qui  est  un  cjlindre  creux  dans  lequel  un  piston  de  même  diamètre  peut 
se  mouvoir  à  frottement  y  et  dont  la  tige  qui  traverse  le  couvercle  supérieur  du  cylindre,  glisse 
dans  un  fourreau,  qu^bn  nomme  boîte  à  cuir  :  Tobjet  de  ce  fourreau  est  de  fermer  la  com- 
munication de  rintërîeur  du  cylindre  et  de  lair  atmosphérique.  Le  piston ,  dans  une  posi- 
tion quelconque ,  divise  le  cylindre  en  deux  capacités ,  et  lorsque  le  piston  est  au  milieu  du 
cylindre,  ces  deux  capacités  sont  égales.  Admettons  qu*il  soit  dans  celle  position,  et  que 
chaque  capacité  du  cylindre  soit  remplie  d^une  vapeur  d^eau  à  la  température  100**  et  à  b 
pression  d*une  colonne  de  mercure  de  76  centimètres  ;  il  est  évident  que  si  Ton  refî*otdît  seu- 
lement Tune  des  deux  capacités ,  de  manière  que  la  vapeur  d*eau  y  passe  à  Télat  ISqiûde , 
la  vapeur  qui  conservera  son  état  de  fluide  élastique  dans  Tautre  capacité ,  pressera  le  piston , 
vaincra  la  résistance  appliquée  à  la  tige  de  ce  piston,  et  le  piston  arrivera  vers  Tun  des  fonds 
du  cylindre ,  dont  elle  ne  sera  séparée  que  par  la  couche  d'eau  liqttide  provenant  de  la 
vapem*  condensée  :  écliaufifant  extérieiu>ement  cette  coudie  liquide,  poiu*  la  convertir  de 
nouveau  en  vapeurs ,  et  refroidissant  en  même  temps  la  vapeur  dans  la  capacité  opposée*,  le 
piston  sera  poussé  vers  le  fond  de  cette  dernière  capacité f  et,  k  chaque  coup  de  piston ,  on 
produira  un  effet  dyasmlque  qui  aura  pour  mesure  le  volume  de  Tespace  parcouru  par  lo 
piston ,  multiplié  par  la  pression  moyenne  de  la  vapeur  pendant  la  course  du  piston.  Des 
A  c  0  'U^^  ^Si  effets  semblables  auraient  lieu ,  si  Ton  substituait  à  la  vapeur  un  fluide  élastique ,  tel  que  le  gjz 
^l^  fement  ou  un  refroidissement  extérieur*  ce  qui  a  été  Xeniéf  nouvellement  par  M.  Bronel  7f 
2fy  acide  carbonique ,  qui  prendrait  successivement  Tétat  gazeux  et  Tétat  liquide  par  un  écliauf- 
^  iogënietu'  français  domicilié  â  Londres.  Dans  les  madiines  à  feu  ordinaires ,  le  cylindre  à 
piston  moteur  est  alternativement  en  communication  ;  d''un  c6té ,  avec  une  chaudière ,  et , 
de  Tautre  cAté ,  avec  un  condenseur  dans  lequel  la  vapeur "^âsse  à  Fétat  liquide  en  se  êDm<- 
binant  avec  tm  courant  d^eau  froide.  On  enlève  du  condenseur,  au  moyen  d*une  pompe  dite 
pompe  à  air  y  Teau  d^injectlon  et  Fair  dégagé  de  cette  eau  ;  le  jeu  du  piston  dans  le  cylindre , 
est  entretenu  par  un  courant  coq tinuel  de  vapeurs  qui  remplissent  îéne  des  capacités  àtk'éj^ 
liodre,  pendant  que  les  vapeurs  de  la  capacité  o|iposée  passent  au  condétiseiir.  LWet^na* 
miquc  de  la  vapeur,  transmis  de  cette  manière  au  piston ,  se  calcule  poUr  diaque  coup ,  de  la 
même  manière  que  dans  l'hypothèse  d^'un  échauffement  et  d*nn  refroidissement  extérieurs* 

Une  machiçc  2i  vapeurs  est  dite  à  simple  ou  Haute  pression ,  selon  que  là  vapi^ur  qui'  se 
forme  dans  li  chaudière  est  \  la  pression  d*ùne  W  plusieurs  atmosphères.  Loréqûàe  la  vapeur 
est  à  la  pression  d'une  seule  atmosphère ,  les  parois  de  la  chaudière  dans  laquelle  se  forme 
cette  vapeur,  sont  autant  comprimées  en  dedans  qu  en  dehors  ;  mais  pour  dés  vapeurs  à  haute 
pression ,  elles  sont  poussées  du  dedans  en  dehors.  Cette  cause  de  rupture ,  qui  a  existe  pas 
pour  les  machines  à  simple  pression,  est  augmentée  par  Temploi  de  la  fonte  de  ^  dans  la 
construction  des  chaudières.  Cependant,  on  ai  reconnu  que  les  madiines  à  haute  pression 
consomment,  pour  les  mêmes  effets  ,  moins  de  cotnbastthles ,  et,,  malgré  le^dangerg  de 
rupture ,  elles  sont  recherchées  partout  où  le  prix  du  charbon  de  terre  est  éle^ré.  Les  pre- 
mières machines  à  haute  pression  et  à  condensation  d'une  bonne  exécution ,  -Sont  dues  k 
Fingénieur  anglais  Woolf,  dont  la  patente  pour  cette  invention  e*t  de  Fannée  i8o4  î^'impor- 
tation  en  a  été  faite  en  France  par  un  habile  mécanicien,  M.  Èdtvârds,  actûdlemeatdireclDiir 
de  4a  fonderie  de  Chaîllot  (près  Paris).  Woo!f  ayaît  îmag-nc  iin  nouveau  moyen  dé  dilater 


(3) 

U  Tapeur  arant  de  la  condenser;  il  emploie  deax  cylindres,  dont  Vua  est  plus  petit  que 
Fautre  ;  la  Tapeur  de  la  chaudière  passe  d*abord  dans  le  petit  cylindre ,  de  là  dans  le  grand , 
où  elle  se  dilate  avant  la  condensation  :  ces  deux  cylindres  ont  chacun  leur  piston ,  qui 
communique  k  la  résistance ,  et  de  plus  ils  sont  réunis  dans  un  seul  cylindre  enTeloppé,  qui 
communique  avec  la  chaudière.  Ce  cylindre  cnTcIoppe  a  été  depuis  ajouté  aux  cylindi*es  des 
machines  à  simple  pression. 

L*idée  d'employer  la  force  deTeloppée  par  la  dilatation  de  la  Tapeur ,  aTant  la  condensa- 
lion ,  appartient  à  Watt;  mais  ce  déTcloppement  diminue  la  régularité  du  mouTCment  des 
pistons  f  lorsqu'il  n*y  a  qu  un  seul  cylindre  à  Tapeur  ;  Temploi  de  deux  cylindres  contigus 
pour  produire  la  dilatation  de  la  Tapeur  sans  trop  nuire  à  la  régularité  du  mouTement  des 
pistons  y  est  de  TinTention  de  Woolf. 

LUmportaUon  des  machines  de  Woolf  par  M.  Edwards  s^est  faite  en  i8t5;  et  en  181 7, 
une  machine  de  cette  espèce ,  de  la  force  de  six  cheTaux,  faisait  mouToir  des  mécaniques  à 
carder  la  laine,  ches  M.  Richard,  rue  Charonne,  n*  gS  (Yoyes  le  rapport  de  M.  Molard^ 
de  TAcadémie  royale  des  Sciences,  BuUetin  de  la  Sociiii  d'Encouragement,  année  181 7, 
page  967}.  Aucune  expérience  authentique  naTait  été  &ite  pour  constater  la  dépense  du 
charbon  ;  mais  les  propriétaires  de  ces  nouTcllcs  machines  s*accordaient  k  dire  qu'elles  éco- 
nomisaient le  combustible.  A  cette  époque,  on  n^aTait  aucune  opinion  6xe  sur  la  cause  de 
cette  économie.  lie  6  juin  181 7,  M.  Hachette  lut  à  la  Sociiii  Phiiomatitfue  un  mémoire  sur 
la  manière  de  comparer  les  effets  dynamiques  des  machines  à  haute  et  à  simple  pression. 
Quoiqu'il  n'eût  alors  aucune  connaissance  des  expériences  de  Southern ,  il  admettait ,  comme 
un  résultat  suffisamment  exact  pour  la  pratique,  que  des  poids  égaux  de  Tapeur  contenaient , 
à  très-pen  près,  des  quantités  égales  de  calorique;  et  comme  des  Tapeurs  à  haute  pression 
sont,  à  poids  éga!^  des  ressorts  dont  la  tension  est  mesurée  par  la  pression,  il  fit  Toir  que 
la  détente  des  ressorts  dcTait  produire  un  effet  dynamique  d*autant  plus  grand ,  que  la  tension 
prîmitiTC  était  plus  considérable.  On  objecta  à  M.  Hachette ,  dans  la  même  séance  (6  juin 
1817),  qu'il  admettait  un  principe  qui  n*était  pas  prouTé,  que  la  capacité  en  calorique  des 
Tapeurs  élcTées  n*était  pas  connue  ;  que  Ton  ignorait  ce  qui  se  passait  lorsque  la  Tapeur  se 
dilatait  en  passant  du  petit  cylindre  de  la  machine  de  Woolf  dans  le  grand  ;  ces  objections 
n'infirmaient  pas  la  proposition  démontrée  par  M.  Hachette ,  que  laugmentation  des  effets 
dynamiques  de  la  Tapeur,  proTcnant  de  la  détente  de  cette  Tapeur,  suffisait  pour  expliquer 
Féconomie  du  combustible  dans  les  machines  à  haute  pression. 

Sur  la  proposition  de  M.  Hachette ,  le  Conseil  d*administration  de  la  Société  d^encoura- 
gement  aTait  arrêté,  dans  sa  séance  du  16  décembre  1818 ,  qu'on  se  senrirait de  k  chaudière 
de  l'une  des  machines  à  Tapeurs  de  M.  Edwards  pour  comparer ,  à  poids  égal  de  combustible 
employé,  les  quantités  d'eau  éTaporées  à  diTCrses  pressions.  (Voyez  le  Bulletin  de  cette 
Société ,  année  1818 ,  page  585 ,  et  année  1819,  pages  a5a-a55.)  MM.  Desormes  et  Clément 
ont  fait  cette  expérience ,  et  en  août  18x9 ,  ils  ont  présenté,  à  l'Académie  royale  des  Sciences, 
un  Mémoire  sur  la  théorie  des  machines  à  feu,  dont  on  a  publié  un  extrait  dans  le  Bulletin 
de  la  Sociéti  Philomatique  de  la  même  année,  page  1 15.  Us  ont  cru  pouTOÎr  conclure  de 
leurs  expériences  y  cette  loi  générale,  saToir  :  qu^une  masse  donnée  de  Tapeurs  constituée 
jusqu'à  la  saturation  de  l'espace ,  contient  la  même  quantité  de  calorique ,  quelles  que  soient 
la  température  et  la  tension.  Le  tableau ,  que  nous  aTons  cité  au  commencement  de  cet  article, 
contient  les  résultats  des  eipériences  et  des  calculs  de  MM.  Desormes  et  Clément,  sur  la 
tliéorie  générale  de  la  puissance  mécanique  de  la  Tapeur  d*eau  ;  on  y  troure  uue  expression 
numérique  de  cette  puissance ,  tant  pour  le  cas  où  la  Tapeur  est  h  force  élastique  constante , 
que  pour  celui  od  elle  se  détend. 


1         V. 


EXERCICES 


MATHÉAIATIQUES , 


PAR  M.  AUGUSTIN-LOUIS  CAUCHT. 

ixainiEDs  bu  chbp  dbs  ports  bt  ctULVubn,  PBOFKMBra  a.  l'àcolb  kotalb  POLYTicEinoVK, 

PKOPBISBUft  ASJOIRT  A   U   PACVLTi  DBS  ICIEItCBi  ,  IIIBBB  PB  L*&CÀDiHlE  DU  SCIBMCBS. 

cbitalibi  SB  tA  Limon  d'bourbub. 


SECONDE  ANNÉE. 


A  PARIS. 

s  DU  ROI 

iSay. 


CHEZ  DE  BUHE  FRERES,  tltRtipS  DU  ROI  ET  DE  Ll  BIBUOTHÉQl|f  DU  ROI, 
SUE  SBftPESTB  ,  n.*  7. 


IMPRIMERIE  DE  BÉTHUNE»  HOTEL  PALATIN,  PRÈS  SAINT-SU LPIGE. 


é%fy0/%fv%fw%MfW¥v%iyyw%mvyyvvwv\/%'^^ 


EXERCICES 


DE  MATHÉMATIQUES, 


PAB  M.  AUGUSTIN-LOUIS  CAUCHY. 


AYERTISSEBIENT. 


JLi'accueii  favorable  que  les  douze  livraisons  des  Exercices,  publiées^  en  i8â6,. 
ont  reçu  des  Géomètres,  détermine  Tauteur  à  en  faire  paraître  de  nouvelles. 
Il  y  développera  les  diverses  théories  dont  il  a  pose  les  bases  dans  les  pre- 
mières livraisons,  et  traitera  plusieurs  objets  que  le  dë&ut  d'espace  Favait 
obligé  de  passer  sous  silence.  Il  s'occupera  particulièrement  des  applications 
de  Tanaljse  à  la  pbjsique,  et  montrera  les  facilites  que  présente  à  cet  égard  le 
calcul  des  résidus.  Le  premier  volume  des  Exercices  faisait  déjà  connaître  une 
partie  des  avantages  que  Ton  peut  retirer  de  ce  calcul  pour  la  détermination 
des  intégrales  définies ,  pour  la  sommation  des  suites  ^  et  pour  l'intégration  des 
équations  différentielles  linéaires.  On  verra  maintenant  le  même  calcul  fournir 
des  métliodes  générales  pour  la  solution  des  problêmes  de  pbjsique  mathéma- 
tique, et  acquérir  ainsi  une  importance  qu'on  aurait  pu  ne  pas  soupçonner  au 
premier  abord.  Ces  méthodes  contribueront  d'ailleurs  aux  progrès  de  l'anal/se 
infinitésimale ,  et  serviront  non-seulement  à  intégrer  des  équations^  linéaires 
aux  différences  partielles ,  mais  encore  à  déterminer  les^  fonctions  arbitraires» 


(  "  ) 

introduites  par  l'intégration,  d'après  des  coaditîons  données,  à  développer 
des  fonctions  quelconques  en  séries  d'exponentielles  dont  les  exposants  soient 
respectivement  proportionnels  am  dKerses  racines  d'une  équation  transcen- 
dante ,  et  à  fixer  des  limites  entre  lesquelles  se  trouvent  renfermés  les  restes 
propres  à  compléter  ces  mêmes  séries. 


#8K^ 
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RECHERCHE  DES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  D'ÉQUILIBRE 

POUR  UN  SYSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS 


ASSUJETTIS  A  DES  LIAISONS  QUELCONQUES. 


§  i.**   Cimtidérations  générales. 

• 

On  peut  arriver  par  deux  routes  différentes  aux  équations  d'équilibre  de  plusieurs 
forces  dont  les  points  d'application  sont  assujettis  à  des  liaisons  quelconques.  Le  plus 
souvent  on  déduit  ces  équations  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Mais  on  peut  aussi 
les  établir  directement  k  Taide  de  diverses  méthodes,  entre  lesquelles  je  vais  en  signaler 
une  qui  ^  à  cause  de  sa  simplicité  «  parait  digne  de  fixer  on  moment  l'attentioai  des  géo- 
mètres. 

Considérons  un  système  de  points  matériels  A  ^  A\  A" ^  ^tc. . , .«  sollicités  par 
certaines  forces.  Si  ces  points  matériels  sont  libres  et  indépendants  les  uns  des  autres , 
il  sera  nécessaire  pour  Téqnilibre  qu^après  aroir  réduh  h  une  Msnhante  unique  toutes 
les  forces  appliquées  à  chaquo  poiut  »  on  tronve  chaque  résultante  égale  à  2éro.  Mais , 
si  les  mêmes  points  sont  assujettis  à  certaines  liaisons ,  comme  ces  liaisons  opposeront 
au  mouvement  du  système  certaines  résistances  »  il  ne  sera  plus  nécessaire  pour  l'équi- 
libre que  la  résultante  des  forces  appliquées  à  chaque  point  s*évanooisse. 

Il  s'agit  maintenant  de  faire  voir  'comment  on  peut  déduire  les  formules  d'équilibre 
de  la  nature  des  liaisons  supposées  connues.  Nous  commencerons  par  examiner  le  cas 
particulier  où  il  n'existe  qu'une  seule  liaison,  représentée  par  une  seule  équation  entre 
les  coordonnées  des  différents  points.  Nous  traiterons  ensuite  le  cas  général  oii  les  liai- 
soQl  -sont  en  nombre  quelconque. 

S  a.*  Equilibre  de  ptusieurê  pointé  (Uêujettiê  à  une  uuU  liaison. 

Sapposens  d'abord  que  les  différents  points  se  trouvent  assujettis  k  une  seule  liaison. 
Soient  dans  cette  hypothèse 


IL*  ARlfiA. 


«*  y*  «; 


«',/ 


z'i 


etc.  •  9  •  f 


i») 

les  coordonnées  rectangulaires  des  diiTérents  points     A  ,  A\  A",  etc. ...  ; 

A  ^    tr    f   CIC*  •  •  • 

les  forces  qui  leur  sont  appliquées»  réduites  pour  chaque  point  à  une  résultante  unique, 
et 

L  =  o 

Téqualion  de  condition  qui  exprime  la  liaison  donnée  ^  L  étant  une  fonction  desra* 
riablcs  x»  y^  z  ^  x\  y\  z'  ^  etc.  Je  dis  que  Téquilibre  pourra  s'établir  au  moyen 
do  la  liaison ,  sans  que  la  force  P  s'éranouisse  »  et  même  en  générai ,  quelle  que  soit 
l'intensité  de  cette  force.  Pour. le  démontrer,  commençons  par  imaginer  que  Ton  Cxe  tous 
les  points  du  système  à  Texceplion  du  point  A  qui  a  pour  coordonnées  x,  jr^  z^  et 
qu*en  même  temps  on  supprime  les  forces  P';  P",  etc.,  appliquées  aux  points  A\A\ 
etc....  Les  coordonnées  x,  jy  z  demeurant  seules  variabfes  dans  Téquation  L  =  o, 
la  liaison  exprimée  par  celte  équation  n*aura  plus  d'autre  effet  que  d'assujettir  le  poÎDt 
A  h  rester  constamment  sur  une  certaine  surface  courbe;  et,  si  cette  surface  prést^nle 
une  résistance  indéfinie ,  comme  cette  résistance  a  lieu  suivant  la  normale ,  il  suffira , 
pour  que  la  force  P  ne  trouble  pas  l'équilibre ,  qu'elle  soit  elle-même  dirigée  perpen- 
diculairement h  la  surface.  Supposons  maintenant  que  l'on  restitue  au  second  point  A' 
sa  mobilité  primitive.  L'équilibre  sera  troublé  en  général ,  et  le  système  des  deux  points 
mobiles  se  mettra  en  mouvement.  Mais  il  est  clair  qu'on  pourra  toujours  empêcher  ce 
mouvement  par  le  moyen  d'une  nouvelle  force  P'  appliquée  au  point  A'  dans  une 
certaine  direction.  La  force  P'  étant  choisie  comme  on  vient  de  le  dire,  restituons 
encore  au  point  A"  sa  mobilité  primitive.  Pour  retenir  ce  troisième  point  à  sa  place, 
il  suffira  évidemment  de  lui  appliqiier  une  troisième  force  P"  dans  une  direction  dé- 
terminée. En  continuant  do  même ,  on  conclura  définitivement  que  tous  les  points  re- 
devenus mobiles ,  et  liés  seulement  par  l'équation  L  =  o  ,  pourront  être  maintenus 
en  équilibre  à  Taidè  de  certaines  forces  P ,  P\  P' ...  appliquées  II  ces  mêmes  points 
suivant  des  directions  données.  Dans  ce  cas,  la  direction  de  chaque  force  sera  perpen- 
diculaire à  la  surface,  que  son  point  d'application  est  obligé  de  décrire,  en  vertu  de 
Féqualion  L  =  o ,  lorsqu'on  fixo  tous  tes  autres  points  du  système.  De  plus ,  l'intensilé 
d'une  force  P  pourra  êlre  choisie  arbitrairement.  Mais  les  intensités  de  toutes  les 
autres  forces  dépendront  nécessairement  do  l'intensité  de  la  première. 

Pour  appliquer  ces  principes  h  un  exemple,  concevons  que  le  système  donné  se  com- 
pose seulement  de  deux  points    A  ^  A'    sollicités  par  les  forces     P ,  P' ,     et  liés 

par  une  droite    A  A'    de  longueur  invariable;  auquel  cas  l'équation     £=0    sera  d& 
la  forme 

{x  —  aî')'4-  {y'^y'ï*  -¥  (5  — «')•  =  constante» 


(5) 
Alors,  sî  Ton  vient  à  Dxer  le  point    A' ,    le  poiot    A    ne  pourra  plus  se  mou?oir  que 

sur  ia  surface  d^une  sphère  décrite  du  point  A^  comme  centre  avec  la  longueur  A  A' 
pour  rayon;  et  par  suite ,  pour  que  le  point  A  demeure  en  repos ,  la  force  P  devra 
être  perpendiculaire  à  la  surface  de  la  sphère ,  par  conséquent  dirigée  suivant  le  rayon 

AA\  ou  suivant  son  prolongement.  Comme  on  peut  faire  un  raisonnement  semblable 
à  regard  de  la  force  P\  il  est  permis  de  conclure  que,  dans  le  cas  d'équilibre,  cha- 
cune Aq&  forces  P^  P'  agira  suivant  la  droite  A  A'  prolongée  dans  un  sens  ou 
dans  un  autre.  De  plus  »  afin  que  la  tendance  de  cette  droite  au  mouvement  resté  la 
môme  dans  les  deux  sens»  il  sera  évidemment  nécessaire  que  les  forces  P,  P'  aient 
les  mêmes  intensités  et  agissent  en  sens  contraires.  Réciproquement ,  si  les  forces    P,  P' 

sont  égales  et  agissent  en  sens  contraires  suivant  la  droite  A  A' ,  il  est  clair  qu^elles 
se  feront  équilibre  aux  extrémités  de  cette  droite. 

Revenons  maintenant  au  cas  où  plusieurs  points    A ,  A\  A" , se  trouvent 

assujettis  à  une  liaison  représentée  par  Téquation  » 

(l)  V  1  =  0. 

Soient  toujours  x,  y  ^  z;  x' ,  y' 9  z'i  etc.  ...«.^  tes  coordonnées  de  ces  points; 
P,  P' ,  P" ,...     les  forces  qui  leur  sont  appliquées;  et  désignons  par 

X.  Y,  Z;      X'  y  Z';      etc..;. 

les  projections  algébriques  des  forces  P,  P'  P", ...  sur  les  axes  des  x,  At%  y  et 
des  z.  Chaque  force  devant  être  perpendiculaire  à  la  surface  que  soc  point  d'applica- 
tion est  assujetti  5  décrire,  en  vertu  de  la  liaison  L  =  o,  lorsque  tous  les  autres 
points  deviennent  fixes  ;  on  ;aura  nécessairement 


(^) 


\dx\  \dj  ]  \dz  ) 


X'  y  7.' 


\dx^)       \  dy  )        \dt'  ) 


\     etc. 


et  par  suite 


'v. 


(4) 


f    x=-.^.       y=x4i.       1=1"^ 


dx    *  ^y    *  '     dz    * 

(3)  {        ;^,^y_^  Y'=.V^,  Z'  =  v4i-; 

dx  dy  dz 

ele*  •  •  •  . 

X^  \'  etc.».  déstgQAni  des  coëflicienU  dont  le  premier  dépendra  de  Tintenstlé  de  la 
force  P\  le  second  de  rintensité  de  la  force  P\  etc. ...  De  plus ,  comme  Tîntea- 
sité  de  la  force  P  est  une  quantité  arUtraire ,  mais  de  laquelle  'dépendent  nécessai- 
rement les  intensités  des  forces  P\  V  ^  etc.  •  • .  ;  il  est  clair  qu'on  pourra  choisir  à 
Tolonté  la  râleur  du  coëlEcient    \ ,    mais  que  »  la  Toleur  de    \    étant  donnée  »  celles  de 

y,  X'f  etc »     devront  s'en  déduire  immédiatement.  Pour  découvrir  la  relation 

qui  existe  entre  X'  et  \ ,  supposons  que  tous  les  points  deviennent  fixes  à  Texception 
des  deux  points  A  ^  A\  Alors  ces  deux  derniers  peints  restant  seuls  mobiles ,  si  la 
liaison  L  =  o  a  pour  effet  de  les  maintenir  constamment  h  la  même  distance  L'un  de 
l'autre»  il  faudra  que  les  forces  P,  P'  soient  égale»  et  dirigées  en  sena  contraires, 
ou ,  en  d'autres  termes  »  que  l'on  ait 

(4)  X'  =  ^X,        Y'=^Y.        Z'  =  —  Z. 

Or,  dans  la  même  hypothèse»  l'équation    A=  o    se  réduisant  à  la  forme 

*  / 

(x  — a5')»4-(j— j'')*4-(2  — s')»  =  conslantc,      . 

« 

on  en  conclura 

dL  dL  dL  dL  dL  dL 

(.5) 


dx'  dx  dy.'  dy  d^\  dt 

Par  suite  les  formules  (3)  donneront 

X=.^f.  I'=X^.  Z=xf, 

dx  dy  dt 

(6) 

et  les  valeurs  de    X ,  Y,  Z,  X' ,  Y',  Z'    satisforont  aux  équalioiis  (4) ,  si  l'on  a 

(7)  3^'  =  >. 


(  »  ) 

Suppo«Mft  mattlenaal  que»  dans  le  ou  ob  les  pouitt.    A^  A'    realeafc  seuls 
la  UftUoQ 


(8) 


L  =  o 


n'obBge  plus  ces  deux  poiots  h  rester  coostamment  &  k  même  disUrnce  Tub  de  l'aotre.^ 
Od  pourra  coudre  h  la  Uaisoa  L^sOj,  celles  qu'où  établit  entre  les  dem  points»  en 
les  unissant  par  une  droite  myariable  »  et  fixant  le  milieu  de  cette  droite.  Gela  posé  »  si 
Ton  désigne  par  «,  ^»  a  les  coordonnées  du  point  milieu ,  et  par  Sb  k  longueur 
de  ta  drmte,  on  awa  entre  les  sis  ▼ariables 


les  cinq  équations 


jn,  y.  a;     a?',  y\  »', 


(9) 


dont  la  dernière  peut  être  remplacée  par  la  suirante 


(10) 


(«-»)'+(fr-7V  +  («--«)*=-^. 


En  vertu  des  cinq  équations  (9) .  les  positions  des  points  A,  A^  no  seront  pas  conr- 
platement  déterminées  ;  mais  ils  pourront  décrire  deux  courbes  correspondantes  tracées- 
sur  la  surface  d'une  même  sphère ,  de  manière  à  se  trouTer  toujours  situés  aux  extr^ 
mités  d'un  même  diamètre.  Dans  ces  courbes ,  tes  cordes  correspondantes ,  et  par  suite 
les  tangentes  menées  perdes  points  correspondanls  seront  éTidemment  parallèles.  Si  Ton 
suppose 

£  = /(s»,  j,«,  a/, /,«'...), 

la  courbe  décrite  par  le  point  A  en  particulier  sera  déterminée  par  le  système  des 
deux  équations 

/(aîrj.«f     a«  —  «f     «t — 7,     ac— .«,..,)=o, 

(a  — «)»  +  (^~j)«4-(c  — «)•=  •®' 


De  plus,  si  Ton  décompose  la  force  P  en  deux  autres»  Tune  perpendiculaire  à  la. 
courbe  que  peut  décrire  le  point  A ,  l'autre  dirigée  suirant  la  tangente  k  cette  courbe» 
la  force  perpendiculaire  étaçt  incapable  de  produire  aucun  effet  j  on  pourra  en  faire  aba- 


/ 


tradioDj  et  ne  considérer  qae  la  force  dirigée  ittivant  la  tangente.  On  pourra  de  même  rem- 
placer  la  force  P'  par  sa  composante  suivant  la  tangente  à  la  courbe  que  peut  décrirç 
le  point  A\  Cela  posé»  comme  les  points  A .  A'  sont  situés  à  Textrémité  d'une 
droite  invariable  dont  le  milieu  est  fixe,  et  que  les  tangentes  menées  par  ces  points  aux 
courbes  qu'ils  peuvent  décrire  soott  parallèles ,  il  est  clair  que  les  forces  dirigées  suivant 
ces  tangentea,  pour  maintenir  en  équilibre  les  points  A»  A\  devront  être  égales  et 
agir  dans  le  même  sens  ;  ce  qui  exige  que  les  forces  P ,  P\  respectivement  multi- 
pliées par  les  cosinus  des  angles  que  forment  leurs  directions  avec  la  direction  de  l'une  des 
tangentes  prolongée  dans  un  sens  déterminé»  fournissent  des  produits  égaux  et  de  même 
signe.  Or  la  tangente  à  la  courbe  que  pei|t  décrire  le  point  A ,  prolongée  dans  un 
certain  sens ,  forme  avec  les  axes  des  angles  qui  ont  pour  cosinus 

dx  dy  dt 


[/{dx^-^dj^-^dz*)  v/(rfj?»  +  rf^  »  +  </«*)  {/{dx^'-^dy^-k-dz^) 

4 

tandis  que  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  mêmes  axes  par  les  directions  des  forces 
PfP'    sont  respectivement 


X 

p  ' 

Y 

P  ' 

z 

>  • 

X' 

•y 

Z' 

P'' 

Par  suite  les  .cosînus  des  angles  compris  entre  la  direction  de  la  tangente  et  celles  des 
forces    P  t  P*    seront  respectivement  égaux  j  le  premier  à 

Xdoi^lldyArZàt 


et  le  second  à 

X'dx-^Y'dy-^Z'dz 
P'y{dx^'^dy^'^dz^) 

Kn  multipliant  le  premier  par  la  force    P ,     le  second  par  la  force    P' ,     et  égainnt 
les  produits ,  on  trouvera 

Xdx-hYdy-hZdz  X'ds-^Y'dy-^Z'dj; 

]/{dx^4dy*'^dz^)    ~    {^{dx^-^dy^-^dz^)     \ 

ou  ,  ce  qui  revient  ajj  même  » 

(12)  Xd9^J^Ydy^Zdz:=XUx'^Y'dy'^Z'd%. 


(7)  -  ^ 

t  dans  cette  dernière  équation  on  remol  pour    X,,Y,  Z»  X' ,  Y',  Z'    leurs  Taieur* 
tirées  des  formules  (3) ,  elle  deviendra 

D'ailleurs  «  en  difTéronctaDl  la  première  des  éqùattoos  (i  i)  >  on  en  conclut 

dL  ,      ,   dL   .      ,   di   ,         dL    ,      ,   dL    ,      ^    dL   . 

Donc  par  suite  on  aura  généralement 

(i5)     •  >  =  X'j 

on  irouTera  de  même    >  =  X  * ,  X  =  >'^  ,  etc. .  •  «     Cela  posé ,  les  équations  (5)  ptend root 
la  forme 

^=x^.       i'=x^,       -z-^^. 

ax^  dj  dz 

(•^)  ^    ^'=x^.      y'=x^,      2'=x^. 


etc. .  » .  ; 


et  l'on  en  conclura 


(•-) 


X'  Y'  Z'      _ 

M    eic*  •  •  • 


ldL\  ldL\  ldL\  IdL  \  ldL\  tdL  \ 

\d»)  \dy]  \dzj  \dx']  \dy)  W] 


Donc,  pour  qu'il  y  ait  équilibre  entre  les  force»  P^  P\  P'. • .  »  dans  le  cas  où  leurs 
points  d'application  A^  A\  A',,.*  se  trouTent  assujettis  à  là  seule  liaison  £  =  o , 
il  est  nécessaire  et  il  suflSt  que  Tes  projections  algébriques  de  ces  forces  sur  les  axes  co- 
ordonnés soient  respectivement  proportionnelles  aux  dérivées  de  la  fonction    L    prises 

par  rapport  aux  variables     x,  j,  z  ;  x' ,  y\  z'  ;  etc Alors  »  si  Ton  désigne  par 

n  le  nombre  des  points  A  ,  A',  A',...  la  formule  (17)  fournira  3n—  1  équa- 
tions distinctes  qui  seront  précisément  les  équations  d'équilibre.  Ajoutons  que  les  résis- 
tances opposées  par  la  liaison  L  =  o  aux  mouremenls  des  points  A,  A\  A' ,,., 
seront  employées  à  détruire  les- forces  P»  P^•.•  Donc  ces  résistances  seront  égales  et 
directement  opposées  aux  forces  dont  il  s'agit.  Donc  les  projections  algébriques  de  ces 
résistances  sur  les  axes  coordonnés  seront  respectirement  égales  aux  seconds  membres 
des  équations  (16)  ^  pris  avec  le  signe    — ,    c'est-à-dire  aux  quantités 


^ 


^ 


(8)       . 

ds*  dy  '  dt  ' 

(«8)  I    -li^        -1^,      -lik, 

C(C«  •  •  • 

# 

Pour  montrer  qm  application  des  principes  que  nous  prenons  d'établir  ^  supposons 

qu'en  vertu  de  Téquaiion  L  ï=  o »  la  somme  des  distances  A  A\  A'  A^ ,  A'  A''\ 
etc. . ••  t  respectivement  comprises  entre  les  points  A  ,  A\  A'.,,  rangés  dans  un 
certain  ordre»  doive  demeurer  constante.  Dans  cette  hypothèse  «  Féquation  £  =  o 
pourra  être  présentée  sous  la  forme 

et  si  Ton  fait,  pour  abréger» 

la  formule  (17)  donnera 

X    y     z     X'       y  z' 


'-«« 


=etc... 


En  égalant  les  trots  premères  fraelions  entre  elles ,  on  trouve 


(«2)  ;.=  ;-  =  7-, 

et  Ton  en  conclut  que  »  dans  le  cas  d^équilibre  »  la  force     P    est  nécessairement  dirigée 
suivant  la  droite    A  A' ,     En  galant  le*  trois  fractioos  «uiTantes ,  oa  trouve 


r  r  r  r  r'  r* 

(»'-«)«+(/-y)« +  (»'-«)•  («•-a'.).+  (y*-/).+(,'.«'). 


.(9) 
et  comme  on  a ,  en  rertu  des  éf  nations  (so) , 


iOn  tire  éyidemment  de  la  formiilfi  (srS) 


OU ,  ce  qm  revient  lia  méiçe , 

P'        r'  P'       r'  P'      r'  P'        r"  P'       rï  P'        r*     * 


Cette  dernière  équation  exprime  que  la  force    P'    forme  arec  les  deux  droites    A -A' 

A'  A'    des  angles  égaux.  De  plus  »  comme ,  en  prenant  pour  plan  des    x^y    celui  qui 
renferme  ces  deux  droites ,  on  a 

2=z=0»     «'  =  0,     «*'=:o, 


et  qu'alors  on  tire  de  la  formule  (ai) 


Z'  =  o; 


H  est  clair  que  la  direction  de  la  force  P'  est  comprise  dans  le  plan  de  ces  mêmes 
droites.  Par  suite»  elle  est  dirigée  de  manière  à  diviser  l'angle  des  droites  A  A\  A'  A" 
en  parties  égales. 

On  se  trouverait  conduit  aux  mêmes  conclusions  par  la  géométrie,  en  observant  que 
la  force  P!  doit  être  perpendiculaire  à  la  surface  que  le  point  A'  est  obligé  de 
décrire  quand  il  demeure  seul  mobile.  Or ,  dans  cette  hypothèse ,  il  ne  reste  de  variables 

que  les  longueurs  A  A'  ^  A'  A'  dont  la  somme  doit  être  constante.  Le  point  A' 
décrit  donc  alots  un  ellipsoïde  de  révolution  engendré  par  une  ellipse  dont  les  points 
fixes  A\  A'  sont  précisément  les  deux  foyers;  et  la  force  P'^  devant  être  normale 
à  l'ellipsoïde,  par  conséquent  à  l'ellipse  génératrice»  divisera  nécessairement  l'angle  formé 
par  les  rayons  vecteurs  menés  aux  foyers ,  en  deux  parties  égales. 


IL''  aicn££.  a 


< 


% 


\ 


(10) 

( 

$  5.*  Équilibre  de  plusicun  points  assujettis  à  diverses  liaisons. 

Considérons  mainleaant  des  forces  P,  P\  P',....  dont  les  pointe  d'application 
A ,  A\  A"...  soient  assujettis  à  des  liaisons  quelconques.  Soient  toujours  x^  y»  z; 
x\  y$  ^V-  les  coordonnées  des  différents  points  ;  Xs  Y,  Z;  X\  Y\  Z', ...  les 
projections  algébriques  des  forces  jP,  /*'»•••  sur  les  axes  coordonnés;  et  jsupposons 
que  les  diverses  liaisons  soient  exprimées  par  les*  équations 

(0  L  =  o,        tf  =  o,        iV  =  o,        etc...., 

L,  ilf ,  iV, .. .  désignant  des  fonctions  des  variables  x,  y,  z;  x'^  y,  s  ^  etc.... 
Si  l'équilibre  a  lieu,  en  vertn  des  liaisons  données,  entre  les  forces  jP#  P\  P'»  .  •• 
on  pourra ,  sans  troubler  cet  équilibre ,  substituer  à  la  première  liaison  £r  =  o ,  le  sys- 
tème des  résistances  qu'elle  oppose  aux  mouvements  des  différents  points ,  c'est-à-dire , 
un  système  de  forces  dont  les  projections  algébriques  sur  les  axes  seraient  des  quantités 
de  la  forme 


(«) 


dx  ' 

dL 

dL 

dt 

dL 

dL 

.dL 

""     rf«" 

dy" 

-'rfz" 

*"~  QIC*  •  •  • 


Oo  pourra  ensuite  supprimer  la  seconde  liaison ,  pourvu  qu'on  la  remplace  par  un  sys- 
tème équivalent  de  forces  dont  les  projections  algébriques  sur  les  axes  seraient  de  ia 
forme 

dM  -^  dM  dM 

"f'I^'         '^^-dj'         -^lû' 


(5)  \   _  £JÏ       _  ^       —  iE. 

^da>"  ^  dy'  '  ^  dt' 


"^"  eic. ... 

Bn  continuant  de  môme ,  on  finira  par  supprimer  toutes  les  liaisons  »  dont  chacune  se 
trouvera  remplacée  par  le  système  des  résistances  qu'elle  oppose  aux  mouvements  des 
différents  points.  Alors,  ces  points  étant  redevenus  libres  et  indépendants  les  uns  des 
autres ,  il  devra  y  avoir  séparément  équilibre  entre  la  force  et  les  résistances  appliquées  à 
chacun  d'eux.  Cela  posé ,  Téquilibre  entre  la  force  et  les  résistances  appliquées  au  point 
A    fournira  les  équations 


c  *o 

^      ^dL  dit         dN 

dx      ^  dw  dx 

dL  dM  dN 

y  — X-—  — j*-j V-— -— etc.  =o, 

dy  dy  dy 

„         dL  dM  dN 


ou ,  ce  qui  revicût  ou  même  »  les  suivantes 


'^='5^+'*iï+^S+^^-' 


(4) 


_,         dL  .      dM    .      dN    ,     , 

dy        '    dy     '       dy 


dL 
dz 


dM 


dN 


Z  =:y.  ^^  «^  p  *" "*   ^  V -^^^^-l^elc.  «... 

dz  dz 


On  trouvera  pareillement ,  en  considérant  I^éqailibre  des  forces  appliquées  au  point  A\ 


.dL  dM    ,      dN   ,     ^ 


dx' 


(5) 


dx* 
dN 


tr/      ^  dL     ,      dM    ,       — ,     , 

„,        dL    ,      dM    .      dis    ,     . 

Z  =  i^-^  +  p^^  +  V -jp- 4- etc. ... , 


etc. 


Si  n  désigne  le  nombre  des  points  A^  A\  A"  ^  etc. ...  ,  et  m  le  nombre  des 
liaisons  Xr=o,  ilf  =  o,  N=  o  ,  etc. ...  ;  3  n  sera  le  nombre  des  équations  (4) , 
(5),  etc. ...  ;  ety  lorsqu'on  aura  éliminé  entre  ces  équations  les  inconnues  > ,  f*  •  v  >  etc... , 
il  restera  3n  — m  équations  d'équilibre.  Les  variables  x,  y,  z;  x' , y\  z\  etc...» 
étant  elles-mêmes  au  nombre  de  Sn,  et  liées  par  m  équations»  5n— 'tn  sera 
encore  le  nombre  des  variables  indépendantes. 

Les  in  —  m  équations  que  nous  venons  d'indiquer,  et  qui  sont  nécessaires  dans 
ie  cas  d'équilibre»  suiEscnt  évidemment  pour  l'assurer.  En  effet»  ces  5n— -m  équa- 
tions expriment  qu'on  peut  satisfaire  simultanément  par   des  valeurs  convenables  de 

^,  fi»  V»  etc »     aux  formules  (4)  »  {^)  *  ^^c. ...  Or»  dans  cette  hypothèse»  la  force     P 

pourra  être  remplacée  par  des  forces  Q,  R,  etc....»  dont  les  projections  algébri- 
({nes  sur  les  axes  soient  respectivement 


(  1»  ) 

dL  dL  ^  dL  dM  du  dU 

dx  dy  dz  dx  dy  dt 

la  force  P'  par  des  forces  Q' ,  R' t  etc.  ..•  ^  dont  les  projections  algébriques  suf 
les  axes  soient  respectivement 

dL  dL  ^  dL  dM  dM  dM 

^rf^'      ^TP"'      ^"rf?"'        ^-d^^     ^7yr^     ^lûr:    etc...; 

etc..  En  conséquence  »  au  système  des  forces  P,  P\  etc.  #••  »  on  pourra  en  substituer 
plusieurs  autres»  savoir»  i.^  le  système  des  forces  (?>  Q%  etc....,  qui  seront  dé- 
truites par  la  liaison    £r  =  o;     2.^  le  système  des  forces    i?»  R' ^  etc »    ^\ 

seront  détruites  par  la  liaison  M  =  o,  etc. ...  Donc  te  système  des  points  A ,  A' , 
etc«, ...  sera  dans  le  même  cas  que  s'il  n'était  sollicité  par  aucune  forte.  Donc  il  y  aura 
équilibre. 

Nous  avons  reinarqué  ci-dessus  que  le  nombre  des^  équations  d'équilibre  était  toujours 
égal  au  nombre  des  variables  indépendantes.  On  vérifie  cette  proposition  dans  le  cas 
d'équilibre  d'un  polygone  dont  les  côtés  sont  invariables.  Il  est  également  facile  de 
s'assurer  qu*elle  est  vraie  pour  un  point  libre  »  ou  assujetti  à  rester  sur  une  surface  ou 
sur  une  courbe  »  et  pour  un  système  inyariable  libre  dans  l'espace  »  ou  assujetti  à  tourner 
autour  d'un  point  fixe;  elc...  Lorsqu'il  n'y  a  qu'une  seule  liaison  entre  n  points,  le 
nombre  des  équations  d'équilibre  se  réduit,  ainsi  que  le  nombre  des  variables  iudépeih- 
daulesj  à     5n —  i  ;     et  ces  équations  coïncident  avec  les  formules  (3)  du  §  2. 


§  4'*  Principe  des  vitesses  virtuelUs. 

La  recherche  des  équations  d'équilibre  de  plusieurs  forces  P,  P' ,  P" ^ ...  dont  le? 
points  d'application  {x^  y,  z) ,  {x\  y' ,  z'),  etc....»  sont  assujettis  à  des  liaisons 
représentées  par  les  formules    £  =  0  ^  M  =  0  ,  etc....  »     peut  être  réduite ^  comme 

on  l'a  vu  dans  le  paragraphe  précédent  »  à  Télimination  des  inconnues    ^>  f*»  v , 

entre  les  équations  (4)  »  (5)  »  etc Or»  un  moyen  fort  simple  d'effectuer  cette  éli- 
mination est  de  recourir  à  la  considération  des  vitesses  virtuelles»  en  opérant  comme 
Ta  fait  M.  Poinsot  dans  le  i3.*  cahier  du  journal  de  l'École  polytechnique.  Je  vais  rap- 
peler en  peu  de  mots  les  résultats  auxquels  on  parvient  de  cette  manière. 

Lorsqu'un  point  matériel  se  meut  sur  un  plan  ou  dans  l'espace»  les  coordonnées 
x^  y-y  z ,     ainsi  que  Tare    s    de  la  courbe  décrite  »  varient  avec  le  temps     t;     et,  si 


\ 


(i5) 

« 

l'on  suppose  cet  are  compté  de  manière  h  preDdrè  un  accroissement  positif  ^8 ,  dans 
le  cas  où  l'on  attribue  au  temps    t    un  accroissement  positif    A  e ,    la  limite  vers  la* 

quelle  convergera  le  rapport    —  «    tandis  que  ses  deux  termes  recevront  des  valeurs 

de  plus  en  plus  petites  »  ou  ^  ce  qui  revient  au  même ,  le  rapport  entre  les  accroissements 
infiniment  petits  et  simultanés  de  Tare  s  et  du  temps  l ,  sera  ce  qu'on  nomme 
la  vitesse  du  point  matériel  à  la  fin  du  temps  l.  Donc  »  si  Ton  désigne  par  u  cette 
vitesse  p  on  aura 

(0  "  =  7?- Tt 

De  plus  j  la  direction  de  cette  vitesse  ne  sera  autre  chose  que  la  direction  de  la  tangente 
menée  par  l'extrémité  de  l'arc  s  à  la  courbe  décrite,  et  prolongée  dans  le  sens  du  mou- 
vement; d'où  il  résulte  que  les  cosinus  des  angles  a ,  p  »  7*  formés  par  cette  direction 
avec  les  demi*axes  des  coordonnées  positives ,  seront  respectivement 

IX  dx  g,        dy  ds 

(2)  ces  a  =  -7-  ,  COS  p  =  -7-  ,  COS  7  =  --- . 

ds  ds  as 

Cela  posé^  si  Ton  imagine  que  la  vitesse  »  soit  représentée  par  une  longueur  portée 
sur  sa  direction  à  partir  de  l'extrémité  de  l'arc    s  ,     les  trois  produits 

u  COS  a  ,  0»  COS  p  9  «a  COS  f  , 

exprimeront  ce  qu'on  doit  appeler  les  projections  algébriques  de  la  vitesse  sur  les  axes 
des  Xp  y,  et  z  [voy.  le  i.**  volume,  page  59],  et  se  trouveront  déterminés  par  Icr^ 
équations 

djD  dy  dz 

(3)  «COS a  =  -7-,  «G0SP  =  ---,  ù)  COS 7  =-—4 
^  '                                              dt                               dt  dt 

Supposons  maintenant  que  plusieurs  points    A,  A\  A" , soient  assujettis  à 

certaines  liaisons 

V 

(4)  /r  =  o,        iV  =  o,        J|f  =  o,        etc....* 

L^  M9  N  étant  fonctions  des  coordonnées  x,  y,  z;  x\  y\  z\  etc.  •..  Tous  les 
mouvements  que  le  système  de  ces  points  pourra  prendre  par  l'effet  d  une  cause  quel- 
conque, sans  que  les  liaisons  soient  troublées,  seront  ce  qu'on  appelle  des  mouvements 
virtuels,  et  les  vitesses  des  dilTérents  points  dans  un  mouvement  virtuel  quelconque 


(  »4) 

seront  ce  qu'on  nomme  des  vitesses  viriuelles.  Or ,  comme  il  ^suffira  de  connaître  les  Ta- 
leurs  de  œ,  y»  z;  x',  y\  z\  etc....,  exprimées  en  fonction  de  t,  pour  en  déduire 
immédiatement  celles  des  quantités 


(5) 


dx 

77' 


77' 


dt 
77* 


dx' 
dt 


dy' 
IT' 


dt' 

~dr' 


eic«  •  •  •  f 


il  est  clair  que  les  projections  algébriques  des  vitesses  virtuelles  seront  liées  entre  elles 
par  autant  d'équations  que  les  coordonnées  des  différents  points.  En  effet ,  on  aura , 
dans  tout  mouvement  compatible  avec  les  liaisons  données. 


(6) 


dL  dot    ,    dL  dy    ,    dh  dz    ,    dh   dx'     ,     , 

1 4- : h  --— 7-  — : —  +  etc. ...  =  o  , 

dx  dt    '    dy  dt  ^  dz  dt  ^  dx'    dt    ^  ' 

dxdî^'d^TÎ'^  dz  17'^  dx'    dt    **"^^^  *'• 


clc. 


Cela  posé,  concevons  que  les  différents  points»  étant  parvenus  au  bout  du  temps     t 
dans  do  certaines  positions ,  puissent  y  être  maintenus  en  équilibre  par  le  moyen  de 


forces 


Jl     p         et     p         *        p   •  •  •  » 


dont  les  projections  algébriques  sur  les  axes  des  Xp  jr,  z  soient  respectivement  X, 
Yp  Z  ;  X' p  Y' p  Z';  etc. ..:.  Alors ,  pour  obtenir  les  équations  d'équilibre,  il  suf- 
fira d*élimiuer  les  inconnues  X,  fA»  v,...  entre  les  formules  (4),  (5)  du  §  3.  Or  on  y 
parviendra  évidemment  p  si  l'on  ajoute  ces  formules  p  après  avoir  multiplié  la  première 

—  y      la  fifîcnnde  nar 

On  trouvera  de  cette  manière  * 


dz 


dx 


,y 


par    -r-  ,     la  seconde  par  -r-  p     la  troisième  par  -—  ,    la  quatrième  par  — 

-""  *"        dt  ^        dt  dt 


etc... 


(7) 


^S+''$+^5f+-^'^ +««■■■•  =  »• 


Par  conséquent ,  lorsqu'il  y  a  équilibre  p  l'équation   (7)  subsiste  dans  un  mouvement 
virtuel  quelconque. 

Réciproquement  p  si  Téquation  (7)  subsiste  dans  un  mouvement  virtuel  quelconque , 
je  dis  qu'il  y  aura  équilibre.  En  effet,  dans  cette  hypothèse,  la  formule  (7)  sera  satis- 
faite pour  tous  le^  systèmes  de  valeurs  des  quantités 


(8) 


dx 


dy 
dt  ' 


<  *5) 

dt 

Tt' 


dx' 
dt 


CIC  •  • •  y 


qui  seront  propres  à  vérifior  les  équations  (6).  Par  suite,  si,  au  moyen  des  équations 
(6) ,  on  élimine  de  la  formule  (7)  m  de  ces  quantités,  toutes  les  autres  pouvant  être 
choisies  arbitrairement,  leurs  coëiDcients  devront  se  réduire  à  zéro.  Or,  pour  effectuer 
l'élimination ,  il  aniHra  d'ajouter  à  la  formule  (7) ,  les  équations  (6)  respectivement  mul- 
tipliées par  des  facteurs  indéterminés 

—  X,    """[*»    —"  ^  »    etc....; 
et  d'égaler  ensuite  à  zéro  les    m    premiers  coëfBcients  de 


dx 

7t' 


dy 
It' 


dt 
,    •         eiCa  •••• 

dt 


tes  facteurs    ^  »  f* ,  y  ••••     étant  choisis  de  manière  à  remplir  ces  conditions,  cest-h- 
dire,  de  manière  à  faire  disparaître  les    m    premiers  termes  de  la  formule 


dx 
dT 


(9) 


/  (  dL  dM  dN  ,         \ 

,  /  ^  dL  dM  dN  ,  \dy 

\  dy  '^   dy  dy  -  j  dt 

./„  dL  dM  dN  .         \di 

-r\^  —  ^~i f  ~7 ■•'-} etc. ...    — 

\  dt  ^   at  dt  j  dt 

I  dL  dM  dN,  ,         \dx' 


+  ctc. 


=  0, 


les  coefficients  des  3n  —  m  derniers  termes  devront  encore  être  séparément  nuls. 
En  conséquence  on  ponrra  réduire  à  zéro  les  coefficients  de  tous  les  termes,  c'est-à-dire , 
satisfaire  aux  équations  (4)»  (5)*«*  du  §  3.*  par  des  valeurs  convenables  des  facteurs 
l,  ft,  V ...  ;  d*où  il  résulte  qu'il  y  aura  équilibre  dans  le  système  des  points  A,  A', 
A,  y  etc»  ••• 

L'équation  (7),  qui  subsiste ,  lorsqu'il  y  a  équilibre ,  pour  Ions  les  mouvements  virtuels , 
renferme  ce  qu'on  appelle  le  principe  des  vitesses  virtuelles.  Elle  peut  être  présentée 
sous  une  autre  forme  qu'il  est  utile  de  connaître,  et  que  nous  allons  rappeler  ici. 


o 


\ 


/ 


(i6  ) 

A 

Soit  .  «A  la  vitesse  virtuelle  du  point  matériel  A  ^  et  P,fr>  Tangle  compris  en Ir^ 
la  direction  de  cette  vitesse  virtuelle  et  la  direction  de  la  force  P.  Gomme  les  cosmos 
des  angles  formés  par  ces  deux  directions  avec  les  axes  sont  irespeCtirement 


m    m    m 


(10) 


«> 


X  2.  A 


on  aura  évidemment 


/ 


y\ 


(il)  cos(P,»)  = 


^^♦'■s*^^ 


p. 


&> 


On  trouvera  de  méme^  en  désignant  par     »'    la  vitesse  virtuelle  du  point     A\ 

(.3)  A':^.+  r':^+2'-^=p'o.'co8(/»>'). 

etc. ...  Par  conséquent  l'équation  (7)  pourra  s'écrire  ainsi  qu'il  suit 

(i4)  P«cos(P,»)+P'a>'cos(P',«')+elc...  =0. 

Dans  cette  dernière  »  chaque  terme  représente  le  produit  d'une  force  par  la  vitesse  vir- 
tuelle de  son  point  d'application  et  par  le  cosinus  de  Tangle  compris  entre  la  direction 
de  la  force  et  la  direction  de  la  vitesse  virtuelle.  Un  semblable  produit  est  ce  que  nous 
nommerons  le  moment  virtuel  de  la  force.  On  peut  l'obtenir  en  multipliant  la  force  par  la 
vitesse  virtuelle  projetée  sur  la  direction  4e  la  force  »  ou  la  vitesse  virtuelle  par  la  pro- 
jection de  la  force  sur  la  direction  de  cetta  vitesse.  Gela  posé ,  on  peut  énoncer  le  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  de  la  manière  suivante. 

Pour  que  f  équilibre  ait  lieu  entre  plusieurs  forces  dont  les  points  fCapplieation  sont 
assujettis  à  des  liaisons  quelconques,  il  est  nécessaire,  et  il  sufj^t  que  la  somme  destM- 
fnents  virtuels  de  ces  différentes  forces  soit  égale  à  zéro,  dans  tous  les  mouvements 
virtuels  possibles,  c^est-à-dire,  dans  tous  les  mouvements  compatibles  avec  Us  liaisons 
données. 


/ 


t 


07) 

Lorsqu'on  reui  déduire  du  principe  des  vitesses  TÎrtueiles  tontes  les  équations  d'équi- 
libre relatives  à  un  système  donné ,  il  suffit  de  considérer  succèssiTement  antant  de  mou- 
vements virtuels  distincts  les  uns  des  autres  qu'il  7  a  de  variables  indépendantes  parmi 
les  coordonnées 

«»  J^f  ^»   ^'»  y  p  ^' p  etc 

Le  nombre  de  ces  mouvements  virtuek  sera  donc     5  n  —  m  »     si    n    désigne  le  nombre 
des  points  donnés  »  et    m    le  nombre  des  liaisons  auxquelles  on  les  suppose  assujettis. 

Pour  montrer  une  application  de  la  formule  (7) ,  concevons  que  les  liaisons  établies 
entre  différents  points  A ,  A\  A' ...  permettent  d'imprimer  à  ces  mêmes  points  un 
mouvement  commun  de  translation  parallèlement  à  Taxe  des  x.  Ce  mouvement  de 
translation  sera  un  mouvement  virtuel,  dans  lequel  les  vitesses  virtuelles  u  »  u',  a»'... 
seront  égaler  entre  elles;  et»  si^  pour  fixer  les  idées»  on  suppose  le  mouvement  dirigé 
dans  le  sens  des    x    positives  ;  on  aura  évidemment 


dsn        dx         dx 
It^^  dt  ~    dt 


»# 


('^)  <    Tt—dT^^t — -^' 


dz  _  dz'  _  dz"  _ 

dt  dt  dt         


Par  suite  »  la  formule  (7)  donnera 

(16)  (j:+^'+a:'+.-.)«=oî 


■s. 


et  comme ,  par  hypothèse ,  la  quantité    w    n'est  pas  nulle  j  on  tirera  de  Téquation  (16) 

(17)  j:+a:'+a:^+ =o. 

De  même ,  si  un  mouvement  commun  de  translation  1  en  vertu  duquel  les  différents  points 
acquerraient  simultanément  des  vitesses  égales  et  parallèles  à  Taxe  des  y  ^  ou  à  Taxe 
des  2 ,  est  virtuel  »  c'est-à-dire  compatible  avec  les  liaisons  données  »  la  formule  (7) 
entraînera  Féquation 

(»8)  y +7'  + y  4.^ =0. 

00  la  suivante  : 

(19)  Z  +  Z''\-Z*'\- =0. 

5 


V 


V 


/ 


I 


(  t«  ) 

CààOBffùm  weore  que  »  amt  trofibler  les  liaUont  éUbUee ,  qb  piiive  imprioier  «i  ly»- 

lè«w  des  poÎBU     ^9  ^'»  ^^9  etc »     im  moufement  général  4e  roUtioli  autour 

de  l'axe  des  œ;  et  sopposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  ce  mouTement  de  retalieii  sok 
direct ,  la  courbe  décrite  par  le  point  {x,  jr,  z),  dans  le  mouvemeat  virtuel  dont  il 
s'agit»  sera  un  cercle  dont  nous  désignerons  le  rayon  par  r„  et  dont  les  équations  seront 
de  la  forme 

(ao)  X  =  constante  ,        j*  +  «*  ==  r* . 

Ort  91  Vqu  différencie  ees  équations  par  rapport  au  temps  ^  pu  trouvera 

^    '  dt  '^  dt  ^    dt 

D'ailleurs,  dans  un  mouvement  dq  rotaUon  direct  autour  de  Taxe  des    x,    le  point 

(x ,  y  9  z)     sera  porté  du  côté  des    z    positives  on  du  coté  des    z    négatives  »  suivant 

que  l'ordonnée    y    sera  elle-même  positive  ou  négative;  et  par  conséquent  le  coefficient 

dt 
différentiel     —    sera  une  quantité  de  même  signe  que    y.     Gela  posé»  on  tirera  de 

l'équation  (ai) 


-« 


V(r+^') 


Ajoutons  que»  si  l'on  nomme  5»  s\..  les  arcs  de  eereie  décrits  par  les  diftrents 
points  à  la  fin  du  temps  t;  r,  r\,,  les  rayons  de  ces  mêmes  cercles  »  et  ùlS,  a«'... 
tes  accroissements  infiniment  petits  que  prennent  ks  arcs  a,  s\„  pendant  l'instaot 
^tp     on  aura  évidemment 


A*         A/  1   as        \    A*' 

=  — ^r-==etC.  ...  ,  QU  -^  "TT^^T      .^    =  CtC.  ...  » 


et  par  suite 


"-*  *77*  •* ^       J7      WkO.   .  .  .   ,r' 


OU  plus  simplement 


»  bi'        m^ 


(25)  _~_=c      —etc.... 

Donc  les  vitesses  firtuelles  des  différents  points  lerent  proportionnâtes  aux  rayons  def 


'cmkê  décrit»!  et  si  l'on  appdh     k    la  tiliMe  aBgtiiaire  da  lystème^  e'eBWh*4bt  la 
TiieMe  d'ttD  p^iil  «ilué  è  l^BAité  dé  dialaMe  de  faxa  dea    «>    on  aura 

\  *»;  y,       j,f      y#      '•' 

(25)  c»îa=»r,  fti'=i«r\  «''  =  ar'',         etc..,. 

Gelapoié»  las  équations  (ai)  «t  (as)  donneront 

j  ^  à»  dy  dt 

(«6)  :rr— 0.  -h^^"**         -r=*J'. 


rft  «<f  rf* 


On  trouvera  pareillement 

etc. ...  ;    pab  Toa  tirera  de  la  fenntile  (7) 

(28)     .    -  (72— «y+/2'.-»'r+...0a  =  oi 

et ,  oomme  par  hypothèse  la  q[uantHé    »    n^est  pal  ntiDe ,  on  trouTera  défisaititemelit 

(«9)  yZ— «y-f/2'— •«'I"  +  ^c**..=2io- 

De  même  »  si  «m  monT'ement  général  de  rotation  en  vertu  Snqnel  chacun  des  points 
A^  A'  y  A'  ..•  décrirait  antour  de  Taie  des  y  ou  des  a  un  arc  de  cerde  propor* 
tionnel  k  sa  distance  à  cet  axe»  était  virtuel»  c'est-à-dire  compatible  avec  les  liaisons 
données  »  la  formule  (7)  entraînerait  l'équation 

(5o)  «J:— .ajZ  +  ^^j:'  — »'^'4.etc....=o, 

<m  la  miinmte  : 

(3i)  ar'—yX-\-x'T'—y'X'  +  e\c....—o. 

« 

n  est  bon  d'observer  que  les  équations  (17)^  (18)  et  (ig)»  ou  (ag)  »  (5o)  et  (3i)  sont 
précisément  celles  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  sommes  des  projections  algébriques 
des  forces  P^  P' »  P'... ,  ou  de  leurs  moments  linéaires  sur  les  axes  des  x^  y,  2. 
Ajoutons  que  chacune  des  sommes  ainsi  calculébs  coiacide  avec  Tune  des  projections 
algébriques  de  la  ibree  principale  ou  du  moment  linéaive  fmaeipak 


(to) 

Loràqae  les  poinls  A ,  A'  t'A' ...  composent  an  système  invariable  de  forme ,  mais- 
entièrement  libre  dans  Fespace,  les  six  mouvements  généraux  de  translation  parallèle- 
ment aux  axes  coordonnés  et  de  rotation  autour  de  ces  axes  sont  compatibles  avec  les 
liaisons  de  ce  système.  Par  suite,  la  formule  (7)  entraîne  les  six  équations  (17)  »  (18), 
(19),  (39),  (5o)  et  (3i).  D'ailleurs,  dans  la  même  hypothèse ,  celles  des  variables 

»,  yt  «;  a>',  y\  z'i  x" ,  y^,  z*;  m"\  y"\  z"U  etc.  ... 

que  Ton  peut  considérer  comme  indépendantes,  se  réduisent  évidemment  à  six.  Exr 
effet ,  puisqu'on  suppose  les  points  A,  A\  A",  A"'...  liés  invariablement  les  uns 
aux  autres ,  la  position  de  chacun  d'eux  sera  complètement  déterminée  dans  l'espace , 
si  l'on  connaît  la  position  des  trois  premiers ,  c'est-k-dire  les  neuf  coordonnées  x,  y,s; 
^' *  y' *  ^' \  35*,  y' t  z' .  De  plus,  les  trois  points  A,  A\  A"  étant  liés  eux- 
mêmes  par  trois  droites  invariables  «  les  neuf  coordonnées  dont  il  s'agit  seront  assujetties 
k  trois  équations  de  condition ,  en  vertu  desquelles  trois  de  ces  coordonnées  deviendront 
fonctions  des  six  autres.  Donc  il  n'y  aura  effectivement  que  six  variables  indépendantes  r 
et  les  six  équations  qu'on  obtient  en  égalant  k  zéro  les  sommes  des  projections  algébriques 
des  forces  données  ou  de  leurs  moments  linéaires  sur  les  axes  des  x,  y  ^i  z^  suffi- 
ront pour  assurer  l'équilibre.  En  d'autres  termes ,  il  sufQra ,  pour  l'équilibre ,  que  la 
force  principale  et  le  moment  linéaire  principal  s'évanouissent.  ' 

Si  un  système  invariable  de  forme  était  retenu  par  un  point  fixe ,  les  mouvements  de 
translation  dirigés  parallèlement  aux  axes  cesseraient  d'être  des  mouvements  virtuels , 
puisqu'ils  ne  pourraient  avoir  liea  sans  rompre  les  liaisons  établies.  Mais ,  en  prenant  lé 
point  fixe  pour  origine  des  coordonnées ,  on  pourrait  encore  imprimer  au  système  des 

points    A  ^  A\  A" ua  mouvement  de  rotation  autour  de  l'un  quelconque  des 

axes  coordonnés.  Par  suite  la  formule  (7)  entraînerait  toujours  les  trois  équations  (29) , 
(3o) ,  {ii)  ;  et  ces  équations ,  dont  le  nombre  serait  précisément  égal  k  celui  des  variables 
indépendantes ,  suffiraient  pour  assurer  l'équilibre» 

Si  le  système  invariable  était  retenu  par  deux  ppints  fixes,  un  mouvement  virtuel  ne 
pourrait  être  qu'un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  fixe  passant  par  ces  deux 
points;  et  la  formule  (7)  ne  fournirait  plus  qu'une  seule  équation  d'équilibre,  relative  à> 
ce  mouvement  virtuel.  Si.  l'on  prenait  l'axe  fixe  pour  axe  des  z ,  l'équation  unique 
d'équilibre  serait  celle  qu'on  obtient  en  ajoutant  les  projections  algébriques  des  moments^ 
linéaires  des  forces  sur  cet  axe,  et  égalant  la  sommée  zéro ,  c'est-à-dire  l'équation  (3)]. 
Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  qu'il' n'existe  dans  le  cas  présent  qu'une  seule  variable  in- 
dépendante. 

Si  le  système  invariable  pouvait  recevoir,  non*seuIement  un  mouvement  de  rotation 
^autour  de  l'axe  des    z.^    mais  encore  un  mouvement  de  trànslatioa dirigé  parallèlement 


(  ai  ) 

à  cet  axe,  ces  deux  moaTements  virfcuek  fourniraient  les  équations  (19)  et  (5i)  qui  suf- 
firaient pour  assurer  Téquilibre. 

Enfin  f  si  les  points  renfermés  dans  le  plan  des  x ,  y  sont  assujettis  à  n*en  jamais 
sortir»  le  mouvement  de' rotation  autour  de  Taxe  des  z ,  et  les  mourements  de  trans* 
lation  dirigés  parallèlement  aux  axes  des  a?  et  ^  fourniront  pour  le  système  invariable 
trois  équations  d'équilibre ,  savoir  »  les  formules  (17)»  (18)  et  (5i).  Gomme»  dans  la 
même  hypothèse,  le  nombre  des  variables  indépendantes  sera  égala  trois  «  les  équations 
dont  il  s'agit  suffiront  pour  exprimer  les  conditions  d'équilibre. 

Les  conséquences  que  nous  venons  de  déduire  du  principe  des  Yitesses  virtuelles  s'ac- 
cordent  évidemment  avec  les  résultats  auxquels  nous  étions  parvenus»  dans  le  premier 
Tolnme ,  par  la  considération  directe  des  projections  algébriques  des  forces  et  de  leurs 
moments  linéaires. 

Concevons  maintenant  que»  les  points  A,  A\  A'^, ...  étant  assujettis  k  des  liaisons 
quelconques»  les  forces  P»  P\  P'» ...  qui  sollicitent  ces  mêmes  points»  se  réduisent 
&  des  poids.  Admettons  en  outre  que  Taxe  des  x  soit  vertical^  et  que  les  x  positives 
se  comptent  dans  le  sens  de  la  pesanteur  »  on  aura  »  dans  ce  cas , 

X  =  P,        X'  =  P\        X'^P".        etc....» 
(3ï)  {     J^=o,        jr'  =  o,  jr'  =  o»  etc....» 

Z=:0'»        Z'  =  o»  Z'z=o»  etc. ...; 

et  la  formule  (7)  donnera 

(5^)  i.^  +  P'^  +  P'^  +  elc....=o. 

D'ailleurs» si  Ton  nomme    £    l'abscisse  du  centre  des  forces  parallèles    P,  P\  P",.., 

respectivement  appliquées  aux  points     A,  A',  A", c'est-à-dire»  en  d'autres 

termes  »  l'abscisse  du  centre  de  gravité  du  système  »  on  aura 

(54)  Px  +  P'x'  +  P'x'  +  ...  =  {P  +  P'  +  P'^...)i, 

et  par  suite 

Donc  la  formule  (53)  pourra  être  réduite  à 


(Hft    ) 


(36) 


dt 


=  o. 


Or ,  il  résulté  de  cette  dernière  é([ualion  que  »  dans  toot  mouYement  compatible  avec  lei 
liaisons  du  système ,  la  vitesse  virtuelle  da  centre  de  gravité ,  étant  projetée  sur  l'axe 
dès  ce ,  donnera  une  projectiod  nulle.  Donc  »  pour  qu'il  y  ait  équilibre  entre  différents 
poids ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que ,  dans  chaque  monvement  virtuel ,  k  direction 
primitive  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  soit  horizontale. 

Datis  ce  qui  précède ,  nous  avons  admis  que  les  résistances  opposées  aox  mouvements 
de  différents  points  par  des  liaisons  établies  entre  eux  pouvaient  crollt^  indéfinimem  et 
au-delà  ^e  toute  limite.  Concevons  maintenant  que  ces  résistances  ne  puissent  d^asser 
certaines  limites  sans  que  les  liaisons  se  trouvent  rompues ,  alors  il  ne  suffira  pins  pour 
l'équilibre  que  l'on  puisse  déterminer  les  coefficients  > ,  p  »  v ,  »..  de  manière  à  vérifier 
les  équations  (4)  »  (5) ,  etc....  du  §  3.*  Il  faudra  encore  que  les  valeurs  de  X,  fi»  y>... 
tirées  de  ces  équations /et  substituées  dans  les  produits 

{  fdLy     fdiy    /dLy]  /dMy    /dM\*     (dM\  A  fdNy    (dNy    (dNy\ 

fournissent  des  nombres  dont  les  racines  carrées  ne  dépassent  pas  les  limites  des  résis- 
tances que  la  première»  la  seconde,  la  troisième  ...•  liaison  peuvent  opposer  »  sans  se 
rompre ,  au  mouvement  du  premier  point.  Il  sei^  de  même  nécessaire  que  les  racines 
carrées  des  produits 

^Afdiy    (diy    fdLy]      ^l/dMy    /dMy    fdMy]      -ifdNy    rdNy    /dNy 

'*|b)  +M  "-{i?)  j'  ^^ j(^)  +M  nÂ>)  j'  ^'(fe)  +M  n^) 

ne  dépassent  les  limites  des  résistances  que  les  diverses  liaisons  peuvent  opposer  au 
mouvement  du  second  point;  et  ainsi  de  suite. 


/ 


DE  LA  PRESSION  DANS  LES  FLUmES. 


Dans  les  traités  de  mécani^jue  ob  les  équations  d*équilibre  des  fluides  ne  sont  pas  in^- 
médiatement  déduites  de  la  formule  des  vitesses  virtuelles ,  on  a  recours  »  pour  démontrer 
ces  équations»  au  principe  de  C égalité  de  pression  en  tout  sens.  Or,  ce  princ^pe  lui- 
même  peut  être  facilement  établi  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Soient  x  ,  y ,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d^un  point  pris  au  hasard  dans  une 
masse  fluide  en  équilibre,  dont  chaque  molécule  est  sollicitée  par  une  certaine  force 
accélératrice  9  et  X ,  Y,  Z  les  projections  algébriques  de  cette  force  sur  les  axes  coor- 
donnés pour  le  point  {x,y,  z).  Si  l'on  fait  passer  par  ce  même  point  une  surface  s 
plane 9  rigide  et  infiniment  petite»  cette  surface  devra  rester  en  équilibre ,  et  par  con- 
séquent les  pressions  exercées  contre  elles  par  les  couches  de  fluide  qui  l'avoisinent  de 
part  et  d'autre  »  devront  se  réduire  à  des  forces  égales  et  directement  opposées.  De  plus , 
chacune  de  ces  pressions  devra  être  perpendiculaire  au  plan  de  la  surface  s.  Car ,  si 
celte  condition  n'était  pas  remplie ,  les  nioléoules  fluides  qnt  touchent  la  sur&ce  ne 
pourraient  demeurer  en  repos.  Cela  posé,  si  l'on  désigne  par    ps    chacune  des  deux 

D  S 

pressions  dont  il  s^agit,  le  rapport    ^—     ou  la  qupntjté     p     sera  ce  qu'on  nomme  la 
pression  hydrostatique ,  exercée  au  point     [x,  y,  z)     contre  le  plan  de  la  surface'   s. 

Considérons  mointenant  dans  la  masse  fluide  un  second  point  qui  ait  pour  coordon- 
nées Xo  »  y  et  2 .  Faisons  passer  par  ce  point  un  nouveau  plan ,  et  traçons  d^ans  ce 
nouveau  plan  une  surface  infiniment  petite  ««  »  dont  la  projection  sur  le  plan  des  y,  z 
se  confonde  avec  celle  de  la  surface  s.  Enfin,  soit  a  cette  projection ,  et  po  la 
pression  hydrostatique  exercée  au  point  {xo,y,  z)  contre  le  plan  de  la  surface  So> 
L'équilibre  qui  a  lieu  dans  la  masse  fluide  ne  sera  pas  troublé ,  si  Ton  vient  h  solidifier 
une  portion  de  cette  masse.  Or ,  admettons  que  la  partie  solidifiée  soit  comprise  dans  le 
cylindre  qui  aurait  pour  génératrice  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  œ,  et  pour  bases 
les  surfaces  infiniment  petites  So  »  '•  Soit  d'ailleurs  p  la  densité  du  liquide  au  point 
x,y,  z,  et  supposons  x>  Xo»>  Si  Ton  projette  sur  Taxe  de  x  les  forces  motrices 
qui  sollicitent  les  diverses  molécules  du  cylind)*e,  et  les  pressions  supportées  par  les 

deux  bases  ,  on  trouvera    a  1     pXdx     pour  la  somme  des  projections  algébriques  des' 
forces  motrices  appliquées  aux  diverses  molécules^    p»«o  X  —  s  on  p^a    pour  la  ppo^- 


(a4) 


jection  algébrique  de  la  pression  p^ê^  supportée  par  la  surface  «o#  eufin  psx— -  —  , 

ou  — pa  pour  la  projection  algébrique  de  la  pression  p$  supportée  parla  sur- 
face ê.  Quant  aux  pressions  supportées  par  la  surface  latérale»  elles  seront»  en  chaque 
point  de  cette  surface  »  perpendiculaires  ^  la  génératrice  du  cylindre  »  et  par  conséquent 
k  l'axe  des  as;  d'où  il  résulte  que  leurs  projections  algébriques  sur  cet  axe  s'éva- 
nouiront. D'ailleurs  le  cylindre,  derenu  solide»  doit  rester  encore  en  équilibre  au  milieu 
de  la  masse  fluide.  Donc  la  somme  des  projections  algébriques  des  forces  appliquées  i 
Bes  molécules  et  aux  surfaces  qui  le  terminent  doit  se  réduire  \  zéro.  On  aura  donc  né- 
cessairement 


et  par  suite 

(0 


a  I    pXdx-4'Poa'^pa  =  o  f 

J  Xo 


Or»  si  Ton  vient  à  faire  tourner  le  plan  de  la  surface  n  autour  du  point  (â?»  j^  «)  » 
sans  changer  la  position  du  plan  qui  renferme  la  surface  <«  »  la  pression  p  »  exercée 
contre  la  première  surface»  et  déterminée  par  l'équation  (i)»  ne  variera  pas.  Donc 
cette  pression  conserve  la  même  valeur»  quel  que  soit  le  plan  contre  lequel  elle  «'exerce» 
ou  »  en  d'autres  termes  »  il  y  a,  au  point  \pty%  ^)  choisi  arbitrairement  dans  la  masse 
fluide»  égalité  de  pression  en  tout  sens.  Ajoutons  que  de  l'équation  (i)  diifôrenciée  par 
rapport  à    as»    on  tire  inmiédiatement 


(») 


dm 
dt 


^fX.       Oa  troavera  de  même 


=py. 


=  pZ»- 


et  par  suite 
(3) 


dp  =  p  {Xdx  4-  Ydy  +  Zdz). 


Ces  dernières  formules  sont  les  équations  connues  »  à  l'aide  desquelles  on  fixe  les  con^ 
ditions  d'équilibre  d'une  masse  fluide^  et  la  valeur  de  la  pression  hydrostatique  en  chaque 
point. 


SUR  LA  DÉTERMINATION 


DES     CONSTANTES    A1^BITRA|RÊS 


RENFERBIÉES  DANS  LES  INTÉGRALES  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES. 


J'ai  fait  voir»  dans  le  premier  volume  des  Exercices  de  mathématiques ,  avec  quelle 
facilité  Ton  déduit  du  calculdes  résidus  les  intégrales  générales  des  équations  différen- 
tielles linéaires  à.  coefficients  constants  »  et  méme^  dans  plusieurs  cas,  à  coefficients  va- 
riables. Mais  les  intégrales  dont  il  s*agit  renferment  des  fonctions  arbitraires  ;  et  de  ces 
fonctions  dérivent ^  après  l'extraction  des  résidus,  des  constantes  arbitraires»  qui,  dans 
chaque  problème,  doivent  être  déterminées  de  manière  à  vérifier  des  conditions  particu- 
lières. Or ,  dans  la  plupart  des  questions  qui  conduisent  à  des  équations  différentielles  de 
Tordre     n    entre  deux  variables    a?  »  j  »     on  connaît  a  priori  les  valeurs  des  fonctions 


y  —  dx' 

correspondantes  à  une  valeur  donnée  Xo  de  la  variable  x .  Alors  on  peut  fixer  com- 
plètement la  forme  de  la  fonction  arbitraire  comprise  sous  le  signe  £ ,  et  Ton  y  par- 
vient en  efj^t,  quand  Téquation  est  linéaire»  en  suivant  les  méthodes  que  nous  allons 
indiquer. 

Considérons  en  premier  lieu  Téquation  différentielle  linéaire 

dans  laquelle  a,  »  a,  »  ...  Aa.i  »  an  désigaent  des  coë'fficients  constants;  et  faisons» 
pour  abréger  » 

(a)  F(r)  =  r"  +  fl, r"- '  +  a.r"—  + ...  +  ««... r  +  a^ . 


intégrale 


4 


(a6) 


*-*l»'- 


le  signe    C     ^^Q'  relatif  k  la  lettre    r  »    et  •  r  (**)    représentant  une  fonction  d^    r 

assujettie  k  conserver  ùbe  rafetir  IBiûie  pour  toèt^s  te  Vat^ûrs'dfe    r     î>ropl^s  k  vérifier 
la  formule 

(4)  P(f)=:0. 

Gela  posé ,  concevons  d'abord  que  les  valeurs  des  fonctious 

(5)  y.  y',  j', ...  :r^"->. 

correspondantes  k    âb  =  sd.  t    doÎTont  se  réduire  aux  différents  termes  de  la  progressipn 
géométrique 

(6)  «•=!,    «S    ïj»,...  lî"-», 

I]    désignant  une  quantité  constante.  Comme,  en  nommant     m     un  nombre  entier 
quelconque  »  on  tirera  de  ta  formule  (5) 

(7)  J^      -<^    ((F(r)))    ' 

il  suffira  évidemment  d'assigner  k  la  fonction     7  (r)     une  valeur  telle  que  la  condition 


(8) 


lit   rXp  m 


((F(r)))  ^((r..)) 


se  trouve  remplie  pour  toutes  les  valeurs  de    m    inférieures  k     n .     En  d'autres  termes , 
il  suffira  que  Ton  ait ,  pour    m  <in  ^ 


1»   '■■ï'o    .  .  .m 

^     ((F(r)))    -^^ar-,))-*' 
OU  9  ce  qui  revient  au  même  » 

(9)         ^^'"^'i}rt]\T  ^^' 

(((r-,)F(r))) 

Or,  le  produit     (r  —  «)  F(r)     étant ,  par  rapport  k    r ,     du  degré    n  —  1  »     on  aura 
généralement^  en  vertu  de  la  formule  (64)  de  la  page  a5  du  premier  volume , 


C«7  ) 


(lo)  C/       ■      » 


=  0  j 


(((r-«)F(r))) 

« 

et  par  conséquent  la  condition  (g)  sera  vérifiée ,  si  Ton  pî*end 


OU  y  ce  qui  rerienl  au  m£i^e , 

(12)  ç(r)  =  -^-^ e 

C  déaigiuiiit  une  quantité  ponitaote»  c'esk-k-dfre  indépendante  de  r.  De  plus  , 
si  Ton  veu^t  que  »  4^ns  TéqualioQ  (  1  )  >  I9  foncilop  7  (r)  copserTe  une  valeur  finie 
pour  toutes  les  valeurs  finies  de  r ,  et  en  particulier  pour  r  =  n ,  il  est  clair  que  le 
numérateur  de  la  firaction 

F(r)->-C 
r-ïî 

devra  s'évanouir  avec  son  dénominateur.  Il  faudra  donc  que  Ton  ait 

F(ii)  +  C  =  o  ,        ou        C  =  —  F(i»)  ; 
et  par  suite  là  formule  (1^)  donnera 
(i3)  ç(r)  =  — L2 — Lie 


r-u 


En  substituant  cette  dernière  valeur  de    v  ('*)     ^ns  Téquation  (3) ,  on  trouvera 


_  r    F(r)>F(»i)   /(^"«^ 


^'^^  -^ r.^         ((F(r))) 

On  peOt  donc  énoncer  la  propoaiticai  suivante. 

1."  J4ftQaftMB.  Si  Con  intègre  C  équation  {i)  de  manière  que  la  f onction    y    et  $es 
dérivieê  (Fun  ordre  inférieur  à    n  ^     c'est-à-dire ,  tes  quantités 


I  , 


'       V*  ii/C«-3>       vC*— O       vC«— O 


(5)  7,  /,  7.-r*"'^  r"-*^  y 

se  réduisent^  en  vertu  de  la  supposition     x  =  Xo  ,     aux  différents  termes  de  la  pr^- 
f^eùion  géométrique 


(>8) 


(6)  >ï%     *»»,->»»,...     Jï»-%     n«-%    lï»-»- 


> 


/ 


/a  valeur  générale  de    y    êera  eelU  que  détermine  la  formule  (j4)' 

Si ,  dans  le  second  membre  de  Téquation  (i4)  >  on  dëreloppe  la  fonction  — ^^^*  ^^'' 
en  un  polynôme  ordonné  suivant  lès  puusances  ascendantes  de    i,     on  en  conclura 

(i5)  j^  =  P  +  <?'»  +  *'»•  + ...  4-  17>ï«-3  +  f'ïî»-»  +  ^lî"-» , 

P,  Q,  R, ...  V,  f^,  fV  désignant  des  quantités  indépendantes  de  n»  et  qui  renfer- 
meront la  seule  variable  x.  Or  ;  la  valeur  précédente  de  y  devant  satisfaire  aux 
conditions  énoncées  dans  le  i.*'  théorème,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  la  cons- 
tante arbitraire     n,     il  en  résulte  évidemment,  *i.^  que  chacune  des  fonctions 

substituée  à  la  place  de  y  dans  Téquation  (i),  vérifiera  cette  même  équation;  â.^que 
l'on  aura  »  pour  la  valeur  particulière    x^    de  la  variable     x , 

P=i,  Q  =  o,  R=zo,  ^  =  0; 

P'  =  o,  Ç'=i,  /î'  =  o,  W  =  oi 

(16)  {'  P'  =  o.  Ç'  =  o,         R'=\,  fV'^o; 

e)c 

/>C— 0  =  0,  ÇCi.-0  =  o,  ^C— 0  =  0,...  »^<«-'>=i; 

Concevons  maintenant  que  les  valeurs  des  fonctions  (5)  »  correspondantes  à  a;  =  x«, 
doivent  se  réduire ,  non  plus  aux  différents  termes  de  la  progression  (6) ,  mais  à  des 
quantités  quelconques  désignées  par 

(17)  ^o  f       ''a  »       "a  »    ...    ïlii  — 3  •       Qn««a  »       Hfi«.i> 

Pour  obtenir  la  valeur  générale  de    j ,    il  suffira  évidemment  de  recourir  h  l'équation 
(i5)  présentée  sous  la  forme 

(18)  •  jr  =  PiïO  4-  Q*î«  +  fil,*  +  ...  +  f7*ï"-»  +  f^ïï"—  +  ^«"—  , 

et  de  remplacer  dans  cette,  équation  les  exposants  placés  à  la  droite  de  la  lettre    n    par 
des  indices.  En  d'autres  termes ,  on  aura 


> 


(19) 


<  «9  ) 


Il  est  clair  en  effet  que  celte  dernière  valeur  de  jr  vérifiera  Téquatioa  (i)  avec  les 
conditions  prescrites.  Or,  le  second  membre  de  la  formule  (ig)  est  précisément  ce  que 
devient  le  second  membre  de  l'équation  (i4)  développé  suivant  les  puissances  entières 
de  TU  ^  quand  on  substitue  des  indices  aux  exposants  .de  ces  puissances.  On  peut  donc 
énoncer  encore  le  théorème  suivant. 

2.*  THioBÊMB.  Si  Con  intèg;rc  C équation  {\)  de  manière  que  la  fonction  y  et  ses 
dérivées  dCun  ordre  inférieur  à  n,  se  réduisent ,  en  vertu  de  la  supposition  x=:Xo, 
à  des  quantités  données  >io  »  «i  »  •••  Vn—i  »  Ict  valeur  générale  de  y  sera  celle  que 
fournit  C  équation  (i4)  *  lorsque ,  dans  la  fonction  entière  de    n    équivalente  au  rapport 

—^ ^  ,     on  remplace  les  exposants  dis  puissances  de    i    par  des  indices. 


r-u 


Exemple.     Proposons-nous  d'intégrer  l'équation  différentielle 


(20) 


de  manière  que  l'on  ait,  pour    x  =  o,    /=i     et    j'=io.     On  trouvera,  dans  ce 
cas  particulier  y 

F(r)  =  r»  +  a*,     -■     ^"    ^  ^  == =  riï«  +  D',     »io=i,     »jt  =  o,     aîo  =  o; 


r-ïî 


et  l'on  tirera  de  la  formule  (i4)  t  en  remplaçait  les  exposants  de    n     par  des  indices , 


(SI) 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


(«) 


j^  =  — (e*'^^=^  +  e""*'^—  )=cosa».- 


Considérons  à  présent  l'équation  différentielle 


(25) 


dx 


'  +«.S^+*S3-+-+.-.g+«^=/w- 


L'intégrale  générale  de  cette  équation  sera  [voyez  la  page  aoA  du  premier  volume] 


(5o) 


t 


r  (r)     désignant  toujours  um  fonotion  de    r ,    assujettie  à  çp(i#errer  ui|e  Taleor  finie 
pour  toutes  les  Takurs  de    r    qui  Tirifient  la  formula  (4).  En  dVutres  lerm^ ,  on  aura 

(«5)  jr  =  a  +  v, 

u ,  V    étant  deux  fonctions  de    x    déterminées  par  les  formules 

Ajoutons  que  la  fonction    y ,     réduite  à 

vérifiera  l'équation  (i),  si  Ton  suppose     f[x)=zo,     tandis  que   la  môme  fonction, 
réduite  à 

continuera  de  vérifier  l'équation  (8)  «  si  Ton  prend    f  (r)  =0. 
Concevons  maintenant  que  les  valeurs  des  fonctions 

s 

correspondantes  à    a;  =  Xo  »    doivent  coïncider  avec  les  différents  termes  de  la  suite 

Comme  »  en  désignant  par    m    un  nombre  entier  inférieur  an,     et  ayant  égard  à  la 
formule  (10)  de  la  page  (ao3)  du  premier  yolume,  on  tirera  4os  équations  (a5)  et  (27) 

(28)  y<«»)=:a<'">  +  V<'"\ 

(.9)  ''"''=^"    'm'\)\    ■ 


(  SO 

et  que  la  tïléiïr  cle     t;'^'"> ,     donnée  par  la  formule  (sg) ,  s*évanouira  toujours  pont 
X  =  ^b  ;     il  suffira  éfkleBiiBeal  d'aasujetlir  les  fonctions 


*         » 


doui  la  première  vérifie  Téquatiou  (i  )  »  à  prendre  »  pour    ce  =  Xo  >     des  valeurs  respec- 
tivement égales  aux  quantités 

On  aura  donc,  en  vertu  du  2/  théorème. 


(5o)  u=imzmji 


r-,         ((F(r)))   • 

pourvu  que ,  dans  la  fonction  entière  de    »    équivalente  au  rapport     *-^-^^ ^ ,     on 

remplace  leii  exposants  de  la  lettre    yi    par  des  indices;  et  Pou  tirera  de  l'équation  (^5) , 
mais  sous  la  même  condition , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

r 

Si  à  Téquation  (aS)  on  substituait  celle-ci 
,-_,  d'y  d'^'-y  d'-^y  dr 


\ 


la  valeur  de    y    conserverait  la  forme  que  lui  assigne  Téquation  {Sa).  Seulement  la 
fonction    F(r)     deviendrait 


(34)  F(r)=aor»  +  a.r'— »4-a,r"-*  +  ...+a„^,r4-a 


n« 


On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante^ 

3.*  TnioBÂME.   Si  Con  intègre  Céquation  (33)  de  manière  que  la  fonction    y,     th 
iti  dérivies  d*un  ordre  inférieur  à     n  ^     se  réduisent ,  en  vertu  de  la  supposition 

as  r=  sTo»     à  des  quantités  données    Do  »  ^i  »  d>  /•••  ^n-i  ;     la  valeur  générale  de    y 


loppcmcni  au  rappçri    — ^ 


(  3»  ) 
sera  celle  que  fournit  téquatùm  (3s)  jointe  à  la  formule  (34) ,  lorsque.,  4an$  le  dire- 

|JI/     N  Jf/    \ 

loppemenl  du  rapport    — Lil— i2L^     suivant  Us  puissances  eniièru  de    n,     m  irans- 
forme  eh  indices  les  exposants  de  ces  puissances^ 
Exemple.  Proposons- nous  d'intégrer  l'équalion 

(35)  0+:r =/(«). 

de  manière  que  Ton  ait,  pour  une  valeur  nulle  de    x,    j  =  >2o    ot    j^';=:yi,.     Oo 
trouvera,  dans  ce  cas  particulier, 

r-iî 
et  l'on  tirera  de  la  formule  (Sa),  en  remplaçant  les  exposants  de     n     par  des  indices, 

(56)  j,=  <rj(r«.  +  ,0e"+/V^'-V(«)rf*|-((7T7r)T 

ou  f  ce  qui  revient  au  même , 

(57)  j  =  ^oCossD  +  )9sSinx-t-    /    8in(aî  —  ^)*f{z)dz. 
9.^  Exempte.  Proposons- nous  encore  d'intégrer  l'équation  . 

(38)  ■5^-»è+^  =  /(*)' 

de  manière  que  Ton  ait,  pour  une  valeur  nulle  de    x  ,     /  =  >io     et    y=:r,^.     On 
trouvera,  dans  ce  cas  particulier, 

F(r)=r.-.r+,  =  (r.,)»,    !:(±lM=  (2:lIl±Z±  =  (,-,)„.+,..  'x.=  o; 


(  55  ) 
et  Ton  tirera  de  la  formule  (3i)  ' 

(39)  7  =  <î.  [(r— a) «.  +  «.] e'-'^   rc'^<'">f[z)dz 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 


(((»—)•))' 


(4o)  y=[>I.4-(''.  — ''.)«]6'+y*'(x  — »)6— */(s)rf«. 

CoosidéroiM  encore  Téqualion  «différentielle 

a  \  ^"J    .       ^'      <^"""'J   .         <»»        d'^-^y  Qn^i       dy  a»  _ 

dans  laquelle    A,  B^  a^,  a» a„^i9  a»    désignent  des  quantités  constantes.  Si 

l'on  fait,  pour  abréger, 

(4^)   F(r)=y<''r(r— i)..  (r— n+ i)+a,^'*-"y(i*— i)..  (r— n+2)+..+a«^,/fr+a„  , 

rintégrale  générale  de  Féquation  (40  sera  [voyez  la  page  sGi  du  premier  yolume] 

W5)  y-^        ((F(r)))         ' 

?  (r)    désignant  une  onction  arbitraire  de    r ,    qui  ne  devienne  pas  infinie  pour  des 
valeurs  de    r    propres  k  vérifier  la  formule 

(44)  F(r)  =  o, 

Cela  posé ,  concevons  d'abord  que  les  valeurs  des  fonctions  {5),  correspondantes  à  x^=Xo9 
doivent  se  réduire  aux  différents  termes  de  la  suite 

^^^^  "^  —  *  '       Axo-^B    '      {Ax^+B}*    •  -  {Ax,+By-^  ' 

Comme  »  en  représentant  par    m    un  nombre  entier  inférieur  k    n ,     on  tirera  de  la 

formule  (45)  ^ 

^^  ^  ^  ((FM)) 

IL*  ANNÉE.  5 


(54) 
il  tat&n  iriAemmmt  d*atsigDer  h  la  fonction     f  (f)     une  ralear  telle  que  l'on  ait ,  poix 

M»  <  »  ,  ■ 

ou  j  ce  qui  rerient  au  mAme  ^ 

f    r(r..)...(r-i..t.)t(r-.H/(».tII)'TM-FM]    _  _ 

M"         ^ «  (— )Fn)) "■ 

Or ,  en  Terta  de  la  formule  (64)  de  la  page  s3  du  premier  volume ,  la  condition  (48) 

aéra  TériGée ,  si  l'on  prend 

(49)  (r-.)(^»,  +  «)',M-rW=C,. 

ou 

(5.)  ,M  =  2(iî£(^^.+^)-^ 

G     désignant  une  quantité  constante  que  l'on  devra  réduire  à     —  F(n)>     siTonTeulque 
j{r)     conserre  une  valeur  finie  pour     r  =:  » .     On  pourra  donc  supposer 

(50  ,(^)=-ïi^(^«.+«r 

Ea  substituant  cette  dernifere  Talear  de    f(r)     dans  la  fortoule  (45) ,  l'on  troiiTcn 


(5.) 


y=iii±mi4^] 


J^.*B\    ((F(r)))    ■ 


Par  conséquent  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante. 

4.*  TBioaims.  Si  Con  intègre  Céquation  (4i]  d»  manière  que  la  fonclian  y  et  m 
dérivéeê  d'an  ordre  infiriear  à  n  te  réduisent ,  pour  x  =  x,  ,  aux  différtnts 
lermet  de  la  iuiu  (45) ,  Ut  valeur  de    y    sera  celte  que  difermine  ta  fbrmule  (Sa). 

Concevons  maintenant  que  la  fonction    y,    et  ses  dérivées  d'un  ordre  inférieur  à    n, 
doivent  se  réduire ,  pour     x  =  Xt,     non  plus  aux  différents  termes  de  la  suite  (4ô) , 
^  mais  k  des  quanUtés  quelconques  désignées  par 

[17)  ,  ...... ..-.• 

\lors,  par  des  raisoanemenla  semblables  h  ceux  dont  nous  avons  fait  usage  pour  établir 


^ 


(  55  ) 

le  tliéorême  a ,  on  prouvera  sans  peine  que  la  valeur  de    y    coïncide  encore  avec  celle 
que  fournit  Féquation  (Ss) ,  quand ,  après  avoir  développé  la  fraction 

(55)  JW-FW 


0 

en    une  série  de  termes  proportionnels  aux  différents  produits 

(54)  u'^rr:!,      u  ,      «(n —  l)  ,    ...    u(î1  —  l)  .,.  (n  —  n -|- a)  , 

on  remplace  respectivement  ces  mêmes  produits  par  les  quantités 

(55)  lî, ,       '''(^•^""z)  '      "•(^•"^'7")   '"'      ''"""'(*'*"^"J"] 

Ajoutons  que»  pour  eflectuer  le  développement  en  question ,  il  suffira  d'avoir  égard  aux 
observations  suivantes. 

Si  Ton  désigne  par    t{œ)     une  fonction  entière  de  le  variable    x,    du  degré    m, 
et  par    n     un  nombre  entier  quelconque ,  on  aura  généralement ,  en  supposant    ^x=i, 

(56)  f  («  +  «)  =  f (X)  +  ^  Af  (X)  +  i^A«f («)  + ...  +  "^"7^;  j";7'^  A"f(a^) . 

puis  on  en  conclura  «  en  réduisant    x    à  zéro, 

(Sy)  f (n)  = 

f(o).£(±Mn.^(')-'*^f'H^(°)n(n-.).../H-^^-')^"^^^°)n(n-0..(n-m 

Or»  les  deux  membres  de  la  formule  (57),  étant  des  fonctions  entières  de  n,  qui  de- 
meurent égales  toutes  les  fois  qu*on  prend  pour  n  un  nombre  entier,  ne  cesseront 
pas  d'élre  égaux»  si  Ton  y  remplace  n  par  x  [voyez  le  chap.  lY  de  l'Analyse  algé- 
brique]. On  aura  donc  »  quel  que  soit    x  » 

(58)  f  (»)  = 

1  1.3  l.SiOtt.Tfl  ^ 

Si»  dans  la  formule  (58)»  on  substitue  la  lettre  n  à  la  lettre    se»     le  rapport  — ^-^ — — 

à  la  fonction  {{x)  »  et  Je  nombre  n  —  1  au' nombre  m  »  on  obtiendra  immédia- 
tement le  développement  demandé. 


(36)  ,  ^ 

Gonsidéroni  enCo  réquation  différenlielle 

L*inlégrale  générale  de  cette  équation  sera  [voyez  la  page  a63  du  premier  volume] 

<^)        ^-<='         ((F(r)))        +'*'i' -Pôîl) 

les  fonctions  ^ (r)  ,  F(r)  ayant  les  mêmes  valeurs  que  dans  la  formule  {4^};  et,  si 
Ton  a  recours  aux  raisonnements  à  l'aide  desquels  nous  avons  établi  le  ihéorémc  5,  on 
obtiendra  immédiatement  la  proposition  suivante» 

5.*  TflioRÂiiE.  Si  Con  intègre  Ciquatian  (Sq)  de  manière  que  la  fonction  y  et 
ses  dérivées  d^un  ordre  inférieur  à  n,  se  réduisent , pour  x  =  X(,,  à  des  quantités 
données 


Ia  »       ^1  »       )9a  f  •••     y)/i— ■!  » 


la  valeur  générale  de    y    sera  celle  que  fournit  C équation 

quand  9  après  avoir  développé  la  fraction  (53)  en  une  série  de  termes  proportionnels 
aux  produits  (54) ,  on  remplace  ces  mêmes  produits  par  les  quantités  (55).  ' 

Si  ,à  réquation  (i)  on  substituait  celle-ci 

/£  \       ^"^        *»      rf^-'j'  fl,        i^^-'y  ««-«       dy         an  >.,  . 

^     '       ^«'•^«+i^i/««--'^(^a?+B}»£/a?''-»^'"^(>^a?+J?)«--"i/a?    (^ap+fi)'*-^      -^  ^  ^ 

la  valeur  de    y    conserverait  la  forme  que  lui  assigne  l'équation  (6i)»  Seulement  la 
valeur  de    F(r)     deviendrait 

(63)  F(r)=a^^«r(r— i)..(r— n+i)+a,/<''-*r(r— i),.(r— n  +  3)+..  +  a„_,/fr+rt„, 

et  par  conséquent  on  se  Irouverait  conduit  au  théorème  que  nous  allons  énoncer. 

6.*  THÉoKÊirE.  Si  ton  intègre  Céquation  (62)  de  manière  que  la  fonction  y  et  ses 
dérivées  d^un  ordre  inférieur  à  n  se  réduisent,  pour  x  =  Xof  à  des  qumitUés 
données 


) 

(  37  ) 

ia  valeur  générale  de  y  sera  celle  que  fournit  C équation  (6i)  jointe  à  la  formule 
{Gi\,  pourvu  qn^après  avoir  développé  la  fraction  (53)  en  une  série  de  termes  propor- 
tionnels aux  produits  (54)  $  on  remplace  ces  mêmes  produits  par  les  quantités  (55). 

1,**  Exemple,  Proposons-nous  d'inlégrer  Féqualion 

(l*y  ^     dy  y 

^  ^'  dx^   '^  'x   dx         ^         *  ' 

de  manière  que  Ton  ait  y  =  rio  ck  y=:ni  pour  a5=  1 .  On  trouvera,  dans  ce 
cas  particulier ,  ,  . 

et  Ton  tirera  de  la  formule  (6i)  »  en  remplaçant  les  exposants  de    n    par  des  indices^ 


(65) 


j.=<î:j(r,. +«.)«-+ /f(T)''»rf*j-(prr)j  ' 


OU ,  ce  qui  rcTient  au  même , 

I 

2/  Exemple»  Proposons-nous  d'intégrer  l'équation 

de  manière  que  l'on  ait    j  =  îi.    et    yz=zr,i     pour    aj=i.     On  trouvera,  dans  ce 
cas,     F(r)==r'+  i  , 

(68)  j.  =  ^j(,,.  +  ,.)^r  + J^'(|j%y.(,)^,j__J_  , 

et  par  conséquent 

(69)  .  j'  =  »!oCosl(aî)+>î,  sinl(a5) -|-    /   3;/(») .  cos^l f — J.d*. 


SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  POLYÈDRES. 


Rapportons  tous  les  poioU  do  l'espace  à  trois  axes  rectaugulatres  des  x»  y^z;  et 
désignons  par  s ,  s\  s',.*,  les  faces  d*un  polyèdre  quelconque.  Soient  d'ailleurs  « , P, 7; 
a\  P\  y';  ol's  P'f  7';  etc. ...  les  angles  que  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  plans 
de  ces  faces  »  et  prolongées  en  dehors  du  polyèdre»  forment  ayec  les  demi -axes  des 
coordonnées  positives.  Le  produit  «cosa  représentera  évidemment  la  projection  de 
la  face  s  sur  le  plan  des  jr ,  z  perpendiculaire  II  l'axe  des  x  »  cette  projection 
étant  prise  avec  le  signe  -|~  ^^  ^^^c  le  signe  — ,  suivant  que  la  face  s  sera  située 
par  rapport  au  polyèdre»  du  côté  des  x  positives ,  ou  du  c&té  des  x  négatives.  De 
même  le  produit  rcos^»  ou  rcosv  représentera  la  projection  de  la  face  s  sur  le 
plan  des  z,x  ou  des  x,  y ,  prise  avec  le  signe  -|~ »  ^^  ^^  ^^^  '  ^®  trouve 
située»  par  rapport  au  polyèdre»  du  côté  des  y  ou  des  z  positives^  et  avec  le 
signe  — *  dans  le  cas  contraire.  Cela  posé ,  si  Ton  nomme  projectiom  algébriqua  de 
la  face  s  sur  les  plans  coordonnés  les  trois  produits  scosa,  5COsp»  scosy,  on 
établira  sans  peine  les  propositions  suivantes. 

i.""  TuÈOBBMB.  La  somme  des  projections  algébriques  des  faces  d^un  polyèdre  quel- 
ûonque  sur  chacun  des  plans  coordonnés  se  réduit  à  zéro. 

Ce  théorème  »  qui  était  déjà  connu  »  se  trouve  renfermé  dans  les  trois  équations 

*cosa-|- j'cosfli'  +  *'co*«*  +  -«»  =  Oj 
(i)  {     «cosP4-*'cosp'4-^'cosp'-|- ...  =0, 

*cos7  4"*'coS7'4-*''cos7'  4"  •••  =^.* 

Pour  démontrer  ces  équations  »  quand  le  polyèdre  est  supposé  couTexe  »  il  suflSt  d'ob- 
server que  la  projection  de  ce  polyèdre  sur  le  plan  des  y,z,  par  exemple,  est 
tout  à  la  fois  équivalente  à  la  somme  des  termes  positifs  du  polynôme 

(«)  «C0Sa-4-*'C0Sa'-|-*'c0Sa*4"  •••  » 

et  à  la  somme  des  termes  négatifs  pris  en  signe  contraire.  Donc  ce  polynôme  aura  tou- 
jours ,  dans  Thypollièse  dont  il  s'agit  »  une  valeur  nulle.  On  doit  en  dire  autant  des  deux 
polynômes 


(59) 

(3)  scoêP'^s'cosp' -{-s'oosp' +  .,,  ^ 

(4)  *co»7  4-«'co8'/  +  **cos7*4-^«««  • 

Le  Ihéoréme  i/'  étaDt  ainsi  démontré  »  dans  le  cas  où  le  polyèdre  est  conircxc»  il  est. 
fkcile  de  reconnaître  qu'il  s'étend  au  cas  même  où  celte  condition  ne  serait  pas  remplie. 

2.*  THioRÊMB.  Supposons  qu*après  avoir  projeté  lès  différentes  faces  tfun  polyèdre 
sur  Us  plans  coordonnés,  on  multiplie  la  projection  algébrique  de  chaque  face  sur  Cun 
de  ces  plans  par  Cune  des  coordonnées  du  centre  de  gravUé  de  la  face  que  l'on  consi- 
dère, puis,  que  Con  ajoute  au  produit  ainsi  formé  tous  les  produits  de  même  espèce^ 
La  $&mmt  qui  en  résultera  sera  équivalente  au  volume  du  polyèdre,  si  Con  a  employé 
dans  chaque  multy}Ucation  ta  coordonnée  perpendiculaire  au  plan  sur  lequel  les  diffé- 
rentes faces  étaient  projetées.  Cette  somme  sera  nulle  dans  le  cas  contraire. 

Si  Ton  nomme  v  leyolume  du  polyèdre  ,  et  ç,  »»,  C;  Ç\  >î'  ?';  Ç%  u',  ^"^  etc. ... 
les  coordonnées  des  centres  do  gravité  des  différentes  faces ,  lo  théorème  a  sera  ren- 
fermé dans  les  neuf  équations 

5ÇC0Sa+i'Ç'c0Sx'+...  =C,    *y,C0Sa+i'iî'C0S»'  +  ...  =:.0,     *ÇC0Sa+j'Ç'c0S«'  +  ...  =0^ 

(5)  \  *fcosf+*'ï'cosp'+...=o,  «ïrcosp+j'»j'cosp'+...  =  »,    •Çcosp  +  «'Ç'cosp'  +  ...  =Oy 
*5co57+5'Ç'cos '//+.•.  =0,   JncoS7  +  .f'>j'cos7'  +  ...  =  o,    *Çcos7  +  «'Ç^co87'  +  ...  =¥. 

Pour  démontrer  la  première  des  équations  (â),  projetons  les  différentes  faces  du  polyèdre 
sur  un  plan  perpendiculaire  \ï  Taxe  des  x,  et  qui  soit  situé  tout  entier,  par  rapport 
au  polyèdre,  du  côlé  des  x  négatives.  Soit  x=^a  Téquation  de  ce  dernier  plan. 
La  projection  de  la  surface  s  sur  le  plan  x-=a  sera  représentée ,  au  signe  près ,  pan 
le  produit  jcosa,  tandis  que  le  V4»lume  compris  enlre  cette  surface  et  sa  projecUoa 
sera  équivalent  au  produit  , 

(6)  s{l  —  a)cosz 

pris  avec  le  signe  -4~  ^i  ^^^^  '^  signe  —  ,  suivant  que  la  surfâée  s  sera  situéo  , 
par  rapport  au  polyèdre ,  du  côté  des  x  positives ,  ou  du  côté  des  x  négativcii* 
Cela  posé  9  pour  obtenir  lo  volume  v  ,  il  suiCra  évidemment,  si  le  polyèdre  est  cou- 
▼cxe,  de  former  les  produits  semblables  à  l'expression  (6)  ,  puis  d'ajouter,  parmi  ces. 
produits j  1.*  ceux  qui  seront  positifs ,  s.**  ceux  qui  seront  négatifs,  et  de  retrancher  de 
lit  première  somme  la  valeur  numérique  de  la  seconde,  ce  quL  revient  à  réunir  les  doux, 
sommes  en  laissant  chaque  prodJuit  affecté  du  signe  qu'ilprésento.  On  aura  donc 


(4o) 

(7)  «(5  — a)co8a  +  «'(«'  — a)cosci'-|-#''(ç'^a)co8«»  +  ...=v; 
puis ,  on  en  conclura,  en  ayant  égard  à  la.  première  des  formules  (1) , 

(8)  *64-5'ç'  +  «'r  +  ...=v. 

On  établira  do  la  même  manière ,  si  le  polyèdre  est  convexe ,  les  deux  équations 

(9)  tfiï  4- «'«'  +  **"*  +  •••  =v  , 

(10)  *ç-f  «'5'  +  «*«*  +  -..=t>; 

et  l'on  reconnaîtra  ensuite  que  les  équations  (8)  »  (9)  »  (10)  peuvent  être  facilement  éten- 
dues au  cas  où  il  s'agit  d'un  polyèdre  quelconque. 

Pour  démontrer  l'équation 

(u)  sicosP-^-s'i'cosp'  +«''5^cosf*  +  ...  =0  , 

il  suffit  d'observer  que  le  polyèdre  »  s'il  est  convexe ,  donnera  pour  projection  sur  le  plan 
des  X  »  z  une  surface  telle  qu'en  multipliant  Tabscisse  du  centre  de  gravité  de  cette 
surface  par  la  somme  des  termes  positifs  ou  par  la  somme  des  termes  négatifs  du  poly- 
nôme (3)»  on  reproduira  la  somme  des  termes  correspondants  k  des  cosinus  positifs, 
ou  la  somme  d/es  termes  correspondants  à  des  cosinus  négatifs  dans  le  polynôme 

(12)  #ÇC0sP4-«'Ç'C05p'4-5'rC08P''4- 


Il  est  aisé  d'en  conclure  que  les  deux  dernières  sommes  seront  égales»  au  signe  près» 
comme  les  deux  premières.  Donc»  en  réunissant  les  deux  dernières  sommes  avec  les 
signes  qui  leur  conviennent,  on  obtiendra  zéro  pour  résultat,  ensorte  que  la  formule  (11) 
se  trouvera  vérifiée.  Le  même  raisonnement  s'applique  en  général  à  celles  des  formules 
(5)  dont  le  second  membre  est  nul,  et  peut  être  facilement  étendu  au  cas  même  où  le 
polyèdre  proposé ,  cessant  d'être  convexe ,  présenterait  des  angles  rentrants  en  nombre 
quelconque. 

Aux  propriétés  des  polyèdres  »  énoncées  dans  les  théorèmes  1  et  2,  correspondent  des 
propriétés  analogues  que  présentent  les  polygones  renfermés  dans  des  plans ,  et  que 
nous  allons  indiquer  en  peu  de  mots. 

Considérons  un  polygone  quelconque  renfermé  dans  le  plan  des  x,y,  et  dont  les 
côtés  soient  désignés  par    r,  r',  r*,,..     Nommons    «,  p;  «',  p' ;  «',  ^*...     les  angles 


(4i  ) 

que  forment,  avec  les  demi-axes  des  coordoanëes positives ,  des  perpendiculaires  élevées 
sar  ces  cotés,  et  prolongées  en  dehors  da  polygone.  Soit  enfin  s  la  surface  du  polygone, 
et     ï,'»;  Ç',îï';  Ç^  *>*#..     les  coordonnées  des  milieux  des  Côtés     r,  r\  r",...     On  aura 

(i5)  r  cosa4-»''cosa'-J-eic.  =0  ,  rcosP  +  r'cosfi'  -^eic.  =o  , 

et  de  plus 

(       rÇC0Sa-|-r'Ç'C0Sa'-|-...  =*  ,  .        f>îCOSa4-»''*î'cOSx'4-...  :=  O  , 

(     i'îcos?4-r'ç'cosP'4-...  =  o,         «•«cosp  +  r'ïj'cosp'-f-...  =$. 

> 

Si ,  pour  plus  de  commodité ,  on  nomme  projections  algébriques  des  côtés  du  polygone 
sar  les  axes  des    /  et  x     les  produits 

0 

rcosa,         r'cosa'»         r*cosa*,... 
et 

rcosp,         f'cos?',         r^'cos^'j... 

les  équations  (i3)  et  (i4)  fourniront  les  théorèmes  suivants  dont  le  premier  était  déjù 
connu. 

3/  THioBÂHB.  Si  Con  projette '(Sur  Caose  des  x  ou  sur[Vaœ  des  y  Us  divers 
câtés  iun  polygone  tracé  dans  le  plan  des  x,  y,  là  somme  de  ients  pro/ections  algé- 
briques sera  équivalente  à  zéro. 

4.'  THioEÊME.  Supposons  qu^après  avoir  projeté  sur  Paxe  des  x  ou  sur  Caxe  des 
j  Us  divers  câtés  d^un  polygone  renfermé  dans  le  plan  des  x,  y,  on  multiplie  la 
projection  algébrique  de  Cun  de  ces  côtés  par  C abscisse  ou  C ordonnée  du  point  qui  le 
divise  en  deux  parties  égales ,  puis  qiCon  ajoute  au  produit  ainsi  formé  tous  les  produits 
de  mime  espèce.  La  somme  qui  en  résultera  sera  équivalente  à  la  surface  du  polygone , 
si  Von  a  employé  dans  chaque  multiplication  la  coordonnée  perpendiculaire  à  Caxe  sur 
lequel  an  projetait  les  différents  câtés.  Elle  sera  nuUe  dans  le  cas  contraire. 


wIRv 


IL'  ANNÉE. 


DE  LA  PRESSION  OU  TENSION 


DANS  UN  CORPS  SOLIDE, 


Les  géomèlres  qui  oDt  recherché  les  éqaatioDs  d'équilibre  ou  de  mou  veinent  des 
lames  ou  des  surfaces  élastiques  ou  non  élastiques ,  ont  distingué  deux  espèces  de  forces 
produites  les  unes  par  la  dilatation  ou  la  contraction,  les  aulres  par  la  flexion  de  ces 
mêmes  surfaces.  De  plus,  ils  ont  généralement  supposé,  dans  leurs  calculs,  que  les 
forces  de  la  première  espèce ,  nommées  tensions ,  restent  perpendiculaires  aux  lignes 
contre  lesquelles  elles  s'exercent.  Il  m'a  semblé  que  ces  deux  espèces  de  forces  pouyaient 
être  réduites  à  une  seule,  qui  doit  constamment  s'appeler  tension  ou  pression,  qui 
agit  sur  chaque  élément  d'une  section  faite  à  Tolonté ,  non  -  seulement  dans  une  sur- 
face flexible ,  mais  encore  dans  un  solide  élastique  ou  non  élastique ,  et  qui  est  de  la 
même  nature  que  la  pression  hydrostatique  exercée  par  un  fluide  en  repos  contre  la 
surface  extérieure  d'un  corps.  Seulement  la  nouirclle  pression  ne  demeure  pas  toujours 
perpendiculaire  aux  faces  qui  lui  sont  soumises ,  ni  la  même  dans  tous  les  sens  eu  un 
point  donné.  En  développant  cette  idée ,  je  suis  parvenu  à  reconnaître  que  la  pression 
ou  tension  exercée  contre  un  plan  quelconque  en  un  point  donné  d'un  corps  solide  $c 
déduit  très  -  aisément ,  tant  en  grandeur  qu'en  direction,  des  pressions  ou  tensions 
exercées  contre  trois  plans  rectangulaires  menés  par  le  même  point.  Celte  proposition , 
que  j'ai  déjà  mdiquée  dans  le  bulletin  de  la  Société  philomatique  de  janvier  iSâS, 
peut  être  établie  h  l'aide  des  considérations  suivai^tcs. 

Si ,  dans  un  corps  solide  élastique  ou  non  élastique ,  on  vient  à  rendre  rigide  et  inva- 
riable un  petit  élément  dé  volume  terminé  par  des  faces  quelconques,  ce  petit  élément 
éprouvera  sur  ses  dtflérentes  faces ,  et  en  chaque  point  de  chacune  d'elles  une  pres&fon 
ou  tension  déterminée.  Cette  presïiion  ou  tension  sera  semblable  à  la  pression  qu'un 
fluide  exerce  contre  un  élément  de  l'enveloppe  d'un  corps  solide ,  avec  cette  seule  dif- 
férence que  la  pression  exercée  par  un  fluide  en  repos  contre  la  surface  d'un  corps 
solide,  est  dirigée  perpendiculairement  à  cette  surface  de  dehors  en  dedans,  et  indé- 
pendante en  chaque  point  de  l'inclinaison  de  la  surface  par  rapport  aux  plans  coordon- 
nés, tandis  que  la  pression  ou  tension  exercée  en  un  point  donné  d'un  corps  solide 
contre  un  très-petit  élément  de  surface  passant  par  ce  point,  peut  être  dirigée  perpen- 
diculairement ou  obliquement  à<:etle  surface,  tantôt  de  dehors  en  dedans, «'il  y  a  con- 
densatioDi  tantôt  de  dedans  en  dehors,  s'il  y  a  dilatation,  et  peut  dépendre  de  l'incli' 


(AS) 

naisoD  de  la  surface  par  rapport  aux  plans  dont  il  s*agit«  Cela  posé ,  soit  v  le  Tolume 
d'une  portion  du  corps  de?enue  rigide ,  j,  s^  «', ....  les  aires  des  surfaces  planes  ou 
courbes  qui  recouvrent  le  volume  i;  ;  x,jr,z  les  coordonnées  rectangulaires  d*un 
point  pris  au  hasard  dans  la  surface  s;  p  h  pression  ou  Xeusion  exercée  en  ce  point 
contre  la  surface;  a»  ^»  7  les  angles  que  la  perpendiculaire  k  la  surface  forme  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives;  enfin  ^»  f^'»  1»  les  angles  formés  arec  les  mêmes 
demi-axes  par  la  direction  de  la  force  p.  Si  l'on  projette  snr  les  axes  des  x,  y  et  z 
les  pressions  ou  tensions  diverses  auxquelles  la  surface  sera  soumise ,  les  sommes  de  leurs 
projections  algébriques  sur  ces  trois  axes  seront  représentées  par  les  intégrales 

(1)  /  /  pcos\,co9y  dydXf         t  J  pcos[L,cos*fdydx^        1  1  pcosv.cosfdydx, 

tandis  que  les  sommes  des  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires  seront  res- 
pectivement,  si  Ton  prend  pour  centre  des  «moipepla  Forigine  4^  coordonnées , 

(2)  /  j p{jrcoS'»'ZCO^fi)cosydydûBfJ  I p{tcos\''aco$v)co8jdydXf  1  j p{acoBn-ycos\)coiydjrda; 

eu ,  si  Ton  transporte  le  centre  des  moments  au  point.quî  a  pour  coordonnées    Xo  rjo  r  ^o  > 

jy*/>t{r-ro)cosv.(«  -XoOcoSfi^cpsyjfjrfa?,    . 

(3)  /       I  j  p{{i'to)con\'{x'Xo)cos'9]cosydydx, 

JJ  P[(^-«?o)cO5fX-,(jr-^o)C08>]CQS7</yé/a?. 

Dans  ces  diverses  intégprales ,  les  limites  des  int^rations  relatives  aux  variables  x ,  y 
devront  être  déterminées  d'après  la  forqie  du  contour  de  la  surface  s ,  de  manière 
qu'on  ait  entre  ces  limite^ 


(4)  jlC0BydydX:=:9. 

Si  la  surface  s  devient  plane^  et  le  volume  v  '  très-petit,  en  sorte  que  chacune  de 
ses  dimensions  soit  considérée  comme  une  quantité  inÇniment  petite  du  premier  ordre  » 
alors  les  variations ,  que  les  trois  produits 

(5)  pCOSX^  pCOSft,  pcosv , 

•     .  * 

éprouveront ,  dans  le  passage  ^'un4>o}nt  h  un  aiili^  de  |a  surface    s ,    seront  encore  in- 


) 
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linîincni  peliles  du  premier  ordre;  et»  en  négligeant  les  infinimeiH  petits  du  troisième 
ordre  dans  les  valeurs  des  intégrales  (i) ,  on  réduira  ces  intégrales  aui^  quantités 

(6)  />5C06>,  pSCOSft,  pSCOSv. 

Si  d'ailleurs  on  fait  coïncider  le  centre  des  moments ^ayec  un  point  du  vdume  v  ,  les 
intégrales  (5)  seront  des  quantités  infiniment  petites  du  troisième  ordre,  et  il  suiEra  de 
négliger 9  dans  ces  intégrales,  les  infiniment  petits  du  quatrième  ordre ,  pour  qu'elle^  se 
réduisent  au^:  produite 

(7)  /?*[('î-^o)co8v-(ç-2o)oo8fx],  /?j[(,ç--Jo)cosX-(Ç-a?o)coâv],  pj[(ç-a?o)cosfi-(u-jo)co3>], 
!>'}>$     désignant  les  rapports 

/  /  xtOBfdydx  I  f  j^eosydydx  j  j  zoo9ydyda> 

(8)  ' ,        ,        -i ,. 

s  s  s 

c'est-à-dire  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  surface    s . 

Soit  maintenant    m    la  masse  infiniment  petite  comprise  sous  le  volume    v.     CoiK 
cevons  en  outre  que  la  lettre     7     représente  la  force  accélératrice  appliquée  à  cette 
masse 9  si  le  corps  solide  est  en  équilibre ,  et  dans  le  cas  contraire,  l'excès  de  la  force 
accélératrice  appliquée  sur  cefle  qui  serait  capable  de  produire  le  mouvement  observé 
de  la  masse    m.     Enfin  nommons    X,  Y,  Z    les  projections  algébriques  de  la  force 
?»     et    S»,  >3o«  (o     les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  masse     m.      Si  l'oa 
suppose  que  la  force  accélératrice    ?    reste  la  même  en  grandeur  et  en  direction  dans 
tous  les  points  de  la  masse    m,     il  devra  7  avoir  équilibre  entre  la- force  motrice    m^ 
appliquée  au  point     (S«^,  Ho  t  (o)  n    ^^  1^  forces  auxquelles  se  réduisent  les  pressions  ou 
tensions  exercées  sur  les  surfaces    5,  tf\ . . .  •  •     Donc  lès  sommes  des  projections  algé- 
briques de  toutes  ces  forces  et  de  leurs  moments  linéaires  sur  les  axes  dés    x,jr,z    de- 
vront se  réduire  k  zéro.  Donc,  si  Ton  se  contente  de  placer  un  ou  plusieurs  accents  à  la 
suite  des  lettres     p,  ^»f&»Vy   E»>i>C»     comprises  dans  les  expressions  (6)  et  (7)» 
pour  indiquer  les  nouvelles  valeurs  que  prennent  ces  expressions  »  quand  on  passe  de  la 
surface    s    à  la  surface    s',  ou  a%  ou  s"',  etc.  ...9     on  trouvera ,  en  négligeant ,  dans 
les-sommes  des  forcesprojeléeSt  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  et  dans  les  souimc:^ 
des  moments  Hnéaires  projetés ,  les  infiniment  petits  du  quatrième  ordre , 

p5C08>+p'5'cosV+ +w^  =  o, 

(9)  i     />*cos^+p'*'co8^'+.....+my  =  o, 


(  45  ) 

Cio){/?*[(ç-2o)cos>-(^a?„)cosv]+pY[(Ç'-ro)co8X'.(Ç'-a?t,)co8v']+..+m[(Ço-^D);ï 
f?«[(Ç-^o)co5fi-(«-^o)cosX]+/?'j'[(ï'-a?o)cospi'-(iî'-7o)cosV]+..+m[(Ço-a:o)y-(« 


I 


Or ,  la  masse  m  élant  elle-même  infiotmëat  petite  du  troisième  ordre ,  les  termes  qui 
la  renferment  seront  du  troisième  ordre  dans  les  formules  (9) ,  du  quatrième  ordre  dans 
les  formules  (lo).  On  pourra  donc  négliger  ces  termes»  et  remplacer  les  formules  dont 
il  s'agit  par  les  suivantes 

pjcosX+p' j'cos^'+p''j*'cosl'+/"j'"co8>'"  + *=^o , 

(il)     l       p#C05fA+/?'5'C0SfA'  +  />*5''C08fX*+p'"j'"C0SfA'"+ ^=  0  , 

pJCO9v+p'j'C0Sv'+p*5*C0Sv''+p'"3"'c0S^'"  + . .  :=  0  *, 

(      P^  [(«  -Jo)  COS V  -  (Ç -  «« )  COSfi]  +  p'j'  [(n'  -  Jp)  COSv'  -  (Ç  - «o)  COSft'  ]  + ......  =  0  , 

(12)    \     p5[(C-îo)cosX-  (Ç-a?o)co8v]+p'j'[(Ç'-ro)co5V-(Ç'-a?o)cosv']  + =  0, 

p«[(Ç-a;o)co9^-(ïî-jo)co8>]+p'j'[(Ç'-*.)cosfi'-(n'-jo)cos)/]  + =o. 

Si  Ton  voulait  tenir  compte  des  variations  que  peuvent  éprouver  la  force  accélératrice 
^  et  ses  projections^  algébriques  X  f  YfZ,  quand  on  passe  d*ua  point  à  un  autre  de 
la  masse    m,    il  faudrait  remplacer»  dans  les  équations  (g)  et  (io)«  les  six  quantités 


I 


mX  t        mJK,        mZ; 


m 


[(^o-7o)Z'-(Ç<.-î„)y],       »n[(i;.-:o):r-(Ç.-x<.)Z],       m[{l,-a:o)Y-ino-y.)X] 


par  six  intégrales  de  la  forme  , 


rÇCfXdidydx,         fjjfldzdydx,        JJJ  ^Zdtdydx; 

/YTpt(j'-J'»)Z-(«-"")l']''*<',)rf«>     jyfpl{z'to)X-{x-X„)Z-\d2dydXr 

?    désignant  la  densité  du  corps  solide  au  point     (a>  »  j,  z) ,     et  les  limites  de^  int<;|^raf 
tioDs  étant  relatives  au&  limites  du  volume    v.-    Mais,  comme  les  trois  premières  inl4 


\ 
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gralcs  seraient  des  infiniment  pcllls  du  troisième  ordre ,  et  les  trois  dernières  des  infini. 
ment  petits  du  quatrième  ordre,  on  se  trourerait  encore  ramené  aux  formules  (n)  et 
(is).  Il  reste  à  faire  voir  comment  »  à  l'aide  de  ces  formules»  on  peut  découTrir  les  re- 
lations qui  existent  cnlro  les  pressions  ou  tensions  exercées  en  un  point  donné  d'un  corps 
solide  contre  divers  plans  menés  successircment  par  le  même  point. 

Concevons  d'abord  que  le  volume  v  prenne  la  forme  d'un  prisme  droit  »  dont  les 
deux  bases  soient  représentées  par  3  et  par  s\  On  aura  $'=:$;  et»  si,  les  di- 
mensions de  chaque  base  étant  considérées  comme  infiniment  petites  du  premier  ordre, 
la  hauteur  du  prisme  devient  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  an 
premier,  alors,  en  négligeant^  dans  les  formules  (u)»  les  infiniment  petits  d'un  ordre 
supérieur  au  second ,  l'on  trouvera 

(pCOS>.-|-p'C0SX')5=  O  ,         (pC0S.:A  +  p'C0Sfi')^=:0  ,  (jOCOSV  +  JE>'cOSv')|  =  0; 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

p'cosV  = — pcos^,  p'cos/a'  =  — pcosfA ,  p'cosv'  =  — pcoi»; 

et  Ton  en  conclura 

p'=p 

COS/  =  — C0S>,  C0Spt'  =  — COSfX  ,  C08v'  =  — COS». 

Ces  dernières  équations  ont  rigoureusement  lieu  dans  le  cas  où  la  hauteur  du  prisme 
s'évanouit,  et  comprennent  un  théorème  dont  voici  l'énoncé. 

1/'  Théorème.  Les  pressions  ou  tensions  exercées,  en  un  point  donné  d'un  corps  soliiU 
contre  les  deux  faces  d*un  plan  quelconque  mené  par  ce  point ,  sont  des  forces  égaUt  d 
directement  opposées  ;  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Soient  maintenant 

(>3)  p,        p',        p" 


les  pressions  ou  tensions  exercées  au  point  {x,y,  z)  et  du  côté  des  coordonnées  po- 
sitives contre  trois  plans  menés  par  ce  point  parallèlement  aux  plans  coordonnés  dei 
y,  z ,  des  2: ,  x  et  des  a; ,  j.  Soient  de  plus  V,  \l\  /;  "k",  ^^,  v'';  X'",  ^'",  v'"  le* 
angles  formés  par  les  directions  des  forces  p',  p'',  p"  avec  les  demi -axes  des  coor- 
données positives.  Enfin  concevons  que  le  volume  v  ,  prenant  la  forme  d'un  parailé' 
lipipède  rectangle,  soit  renfermé  entre  les  trois  plans  menés  par  le  point  {x,  jfZ),  ^ 
trois  plans  parallèles  menés  par  un  point  très- voisin     («  +  ^«,7  +  ^7),  •  +  ^5)*   *^ 


\ 
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ons  ou  tensions,  supportées  par  les  faces  du  parallélipipèdc  qu!  aboutiront  à  ce  der- 
•oint ,  seront  à  très-peu  prfes 

p'Aj^Ar,  p''^z^x,  p'"tkxtky, 

\  que  leurs  projections  algébriques  sur  les  axes  des    x,y  ^i  z     se  réduiront  sen- 
tent aux  quantités 


) 


/[>'C0«f4'.AjAr,  p^COSfA^AcAj;,  p"'c0Sfx'".A«Aj, 

p'cosv'.AjA;,         ;>*COSv^  A::Aj-,  /?"'cosv'''.  AarAj, 


t  aux  pressions  ou  tensions  supportées  par  les  faces  qui  aboutissent  au  point  {x,y^  z) , 
(cront>  en  vertu  du  i."  théorème,  respectivement  égales,  mais  directement  op- 
s  à  celles  qui  agissent  sur  les  faces  parallèles  aboutissant  au  point  (cc-f-Aa*, 
,y^  r4--^0'  Donc  les  projections  algébriques  de  ces  nouvelles  tensions  seront 
riquement  égales  aux  projections  algébriques  des  trois  autres,  mais  affectées  de 
(  contraires,  en sorle  que  chacune  des  formules  (ii)  deviendra  identique.  Ajoutons 
s  centres  de  gravité  des  six  faces  du  parallélipipèdc  se  confondront  avec  leurs  centres 
ure ,  et  seront  situés  sur  trois  droites  menées  parallèlement  aux  axes  des  x  ,y  ^  z 
\  centre  du  parallélipipèdc,  c'est-à-dire^  par  le  point  qui  a  pour  coordonnées 


a;  +  ~Ax,  jr  +  i-Aj, 


w  -4-  —  As. 


posé,  il  est  clair  que^  si  Ton  prend  ce  dernier  point  pour  centre  des  moments,  la 
ère  des  formules  (12)  donnera 

5Sv*A2;ACB  ^  -  f"\m^"'^X^y  —  -  (-p^COSv'')  A  jAaî  ^  +  (-p'"C0Spi'")  AîCAj  — 


'  conséquent 


=  0, 


p   COSv     =/!>     COSa      , 
p    COSA    ==/'   COSv    , 
/>'C0Stt'  =  p''C08)*. 


On  trouvera  de  même 


lie  les  axes  des    x^  y ,  z    sont  entièrement  arbitraires  «  les  équations  (16)  corn- 
ent évidemment  le  théorème  que  nous  allons  teoncer. 


•      (48) 
â.*  TflàoBEVB.  Si  par  un  point  quelconque  dHun  corps  solide  on  ment  deux  axes  qui 
se  coupent  à  angles  droits ,  et  si  Con  projette  sur  Cun  de  ces  axes  la  pression  ou  tension 
supportée  par  un  plan  perpendiculaire  à  Vautre  au  point  dont  ils^agit,  la  projection 
ainsi  obtenue  ne  variera  pas  quand  on  échangera  entre  eux  ces  mêmes  axes. 

Concevons  à  présent  que  le  volume  v  prenne  la  forme  d'un  tétraèdre  dont  trois 
arêtes  coïncident  avec  trois  longueurs  infiniment  petites  a>orlées  &  partir  du  point 
{^f  y>  ^)  sur  des  droites  parallèles  aux  axes  coordonms.  Considérons  le  point 
{x,y,  z)  comme  étant  le  sommet  de  ce  tétraèdre;  désignons  sa  base  par  s,  et 
soient  «^  p,  7  les  angles  que  forme^  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives, 
une  perpendiculaire  élevée  par  un  point  de  celte  base ,  mais  prolongée  en  dehors  du 
tétraèdre.  Les  trois  faces  qui  aboutissent  au  somoiet  du  tétraèdre  seront  mesurées  par- 
les valeurs  numériques  des  produits 


(•7) 


scosot,        sco$p , 


SCOS7 


Cela  posé ,  si  Ton  nomme  p  la  pression  ou  tension  supportée  par  la  base  du  tétraèdre, 
et  si  l'on  continue  d'attribuer  aux  quantités  p^p",  p"'  les  valeurs  qu'elles  ont  reçues 
dans  les  équations  (16) ,  la  première  des  formules  (11)  donnera  évidemment 

p«COSX—- p'cOsV.tfCOSa — p^COSX^^COS^ — />'"C08X'".  «COSy  =  O  , 

et  par  suite 


pcosX  =  p'cos^'. coBot  +  p'cQsy,  cosp-|-p'''cos;"'. cosy,  Outrouvera  de  même 

(18)  \    pC0SfA  =  p'C0Sfi'.  COSa4-p*CO8.tt',C0sP-l-f)'"cOSfA"'.COSy, 
p  COS  V  =  p'cOS V ^  COSa  +  p*COS v^  COSp  +p'"C0Sv'".  COSy  • 

Donc ,  si  l'on  fait ,  pour  abréger , 

A=p'cosy,  B=p'co»i>.',  C  z=  p'"  cof'" , 


(•9) 


i)=p*Co8v'  =  p"'cosfi"',  £  =  ;)"'co8X"'=p'co8/,  F  =  p'cmi^'=p"coi)'. 


on  aura  simplement 


(90) 


pco»y.z=  Acota-{'  Fcosp  -{-  E  COS-/ , 

p  cOSfi  ==  FcOSa  +  B COSP  +  Z)COSy  , 

p  COS  V  =  Ecos»  +  Dcoêp  +  Ccosy . 


(49) 

Ces  dernières  équations  fook  connaître  les  relations  qui  subsistent»  pour  le  point  {x  »  ^»  2)  > 
entre  les  projections  algébriques 

A,        F,        E; 

(«1)  "  {     F.        B.        D; 

E,        D,        Cl 

des  pressions  p\  p' ,  p"'  exercées  en  ce  point,  du  côté  des  coordonnées  positives , 
contre  trois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés ,  et  les  projections  algébriques 

(5)  f>cos>^,        pcosfi,        pcosv 

de  la  pression  ou  tension  p  exercée  au  même  point  contre  un  plan  quelconque  per- 
pendiculaire k  une  droite»  qui»  prolongée  du  côté  oh  la  force  p  se  manifeste»  forme  » 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  les  angles    «,  p  »  7. 

En  partant  des  équations  (ao)  »  il  est  facile  de  reconnaître  que»  si  le  volume  v  »  au 
lieu  de  présenter  la  forme  d'un  tétraèdre ,  est  terminé  par  un  nombre  quelconque  de 
faces  planes»  les  formules  (11)  et  (la)  seront  toujours  Térifiées.  En  effet, ces  différentes 
faces  étant  représentées  par  s»  $',.••  nommons  «»  p  »  7;  a,  ^'  7^  etc. ...  les  angles 
que  des  droites  perpendiculaires  aux  plans  de  ces  mêmes  faces ,  et  prolongées  en  dehors 
du  volume  v  »  forment  arec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  Il  suffira  »  pour 
obtenir  la  première  des  formules  (1 1) ,  d'ajouter  les  équations  (1)  de  la  page  38»  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  A,  F,  E ,  puis  d*aToir  égard  k  la  première 
des  formules  (ao)  »  ainsi  qu'aux  formules  analogues.  On  établirait  de  même  la  seconde 
et  la  troisième  des  formules  (11)»  en  ajoutant  les  équations  (1)  [page  38]»  après  les 
avoir  respectiToment  multipliées  par  les  coefficients  F»  JS  »  D  »  ou  par  les  coefficients 
E,  D,  C.  Enfin»  si  l'on  combine  les  formules  (%o)  et  autres  du  même  genre» 
Don-seulement  ayec  les  équations  (1)  de  la  page  38»  mais  encore  avec  les  équations  (5) 
de  la  page  39»  on  parfiendra  sans  difficulté  aux  formulas  (is). 

On  déduit  aisément  des  formules  (so)  »  i.'  rinCensilé  de  la  force  p,  t.*  l'angle 
compris  entre  la  direction  de  celte  force  et  la  perpendiculaire  au  plan  contre  lequel  elle 
s'exerce.  En  effet  »  si  l'on  ajoute  ces  formules  »  après  aToir  élei^  aii  carré  chacun  de 
leurs  membres  »  on  trouyera 

(aî)  p*  =  (i#cosa-f^co8p+£cos7)*+(Fcosa+Bco8p+Dcos7)'*f(£oo8a+Dcosp-f-Ccos7)'. 
De  plus  »  si  l'on  nomme  ^  l'angle  dont  nous  venons  de  parler  »  on  aura  éridemment 
(^3)  cos^  =  cosacosX«)-cospcos|A4*cos7eo8v  » 

II.*  AlfUiB.  7 


(5o) 
et  par  suite 

^        -*^cos*a  +  Bco9*p  +  (7co»*7+aJDcosôcos7  +  aEcos7C08a+aFcosacos5 

Ajoutons  que  »  si  Ton  remplace  la  fftrce-  p  par  deux  composantes ,  dont  Tune  sotl 
comprise  dans  le  plan  que  Ton  considère ,  et  l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan  »  la  seconde 
composante  sera  représentée ,  au  signe  près ,  par  le  produit 

(95)     /9C08^  =  ^cos'a+Bcos'P  +  Ccos'7  +  aI>cos^co97  +  a£eo97C09a  +  aFcosacos^. 

Observons  enfin  que  cette  seconde  composante  sera  une  tension,  ou.  une  pvession  suivant 
que  la  formule  (a5)  aura  pour  second  membre  une  quantité  positive  ou  négative. 

Supposons  maintenant  qu'à  parlir  du'  point  {x ,  y^  z)  on  porte,  sur  la  perpendfcu- 
laire  au  plan  contre  lequel  agit  la  force  p  »  une  longueur  r  dont  le  carré  représente 
la  valeur  numérique  du  rapport 


(.6) 


pcoêi 


et  désignons  par  x  +  r»  j'  +  t»  «  +  Z'  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  cette  même 
longueur.  On  aura 

{27)  -.^  =  '-^=-^  =  ±i/{x»+Y'  +  2'J  =  ±;r, 

V   /'  cosa         cosp  COS7  ^^      ^  X    -r^      ;       -*    » 

(a8)  ^-=±r>;- 

et  par  conséquent  la  formule  (25)  donnera 

(29)  y<x»  +  Jïy*4-Cr*  +  2-i>yr+ai5zx  +  2Fxy  =  =fci . 

Les  variables  x ,  y ,  z ,  comprises  dans  l'équation  (ag) ,  sont  les  coordonnées  de  l'ex- 
trémité de  la  longueur  r^  comptées  à  partir  du  point  (a>  J>  «)  sur  trois  axes  rec- 
tangulaires; et  cette  équation  elle*mdme  appartient  à  une  surface  du  second  degré  qui 
a  pour  centre  le  point  {x,jr$  «)•.    Lorsque  le  polynôme 

(30)  ^co9*a+Bcos*p+Cco)*7+aDcospoos7+a£cos7C09a+af  costtcosp 

coneerve  le  même  signe»  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  angles  a,  p,  7; 
alors  l'équation  (29)  »  réduite  à  l'une  dos  suivantes- 

(3i)  .  Ax^+By^-^Cz*  +  a/)yz4-sFzx+ 2Fxy=  1  , 
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représente  un  ellipsoïde.  Mais,  si  le  polynoine  (3o)  change  de  signe,  tandis  que  les 
ailles  ««  Pf  7  varient»  l'ellipsoïde  dontil  s'agit  fera  place  au  système  de  deux  hyper- 
boloides,  dont  l'un  sera  représenté  par  Téquation  (Si) ,  l'autre  par  Téqualion  (3»);  et 
ces  deux  hyperboloides ,  dont  Tun  offrira  une  seule  nappe ,  l'autre  deux  nappes  dis- 
tinctes» seront  conjugués*  entre  eux»  de  aorte  qu'ils  auront  le  môme  centre  avec  les 
mêmes  axes  »  et  seront  touchés  à  l'inCni  par  une  même  surface  conique  du  second  de- 
gré. Ajoutons  que ,  dans  le  premier  cas  »  la  force 

(35)  dtpcos^  =  j^ 

sera  toujours  une  tensioB,  si  le  polynôme  (5o)  est  positif,  une  pression»  s'il  est  négatif. 
Dans  le  second  cas,  au. contraire,  la  force  dont  il  s'agit  sera  tantôt  une  pression,  tantôt 
Tuic  tension ,  sdon  que  l'extrémité  du  rayon  vecteur  r  se  trouvera  située  sur  la  sur- 
face de  l'un  ou  de  l'autre  hyperboloide;  et  «la  même  force  s'évanouira  toutes  les  fois 
que  ce  rayon  vecteur  sera  dirigé  suivant  une  génératrice  de  la  surface  conique  ci-dessus 
jncDtionnée. 

On  démontre  aisément  que  la  normale,  menée  par  l'extrémité  du  rayon  vecteur  r  h 
la  surface  (3i)  ou  (39),  forme ,  avec  les  demi*axes  des  coordonnées  positives ,  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  proportionnels  aux  trois  polynômes 

y^cosa  +  Fcos^+£coS7 ,        Fcosa  +  Bcosp  +  Dcosv ,        fcosa+JDcosp  +  Ccosy. 

Donc  cette  normale  sera  dirigée  suivant  la  même  droite  que  le  rayon  vecteur,  si  l'on  a 

^^,^       ^cos8t+Fcos6+J5cos7        Fcosa+BcoiS+Z)cos7         £cosa't-Dcosp+Ccos7 

^  ^'  COSa  COSP  0087 

La  formule  (34)  se  vérifie  en  effet ,  lorsque  le  rayon  vecteur  coïncide  avec  Tun  des  axes 
de  la  surface  (3i)  ou  (32).  Alors  aussi  on  tire  des  équations  (so) ,  combinées  avec  ta 
formule  (34)  > 

.^  COSÎ^    COS/x   COSV   .      |/(C0S*X  +  C0S*fi-fC08*v) 

^      '  XOSa  COSp         '    COS7  |/(cOS*a+C05»P  +  C0S»7) 

et  il  en  résulte  que  la  force    p    est  elle-même  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur    r,     ou 


*  Voyez ,  relatWement  aui  propriétés  des  bjperboloides  conjugués  ,  les  Leçons  sur  les  applicatioos  du  calcul 
iqfioitésimal  à  la  géométrie  I  page  d;^]. 
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suivant  son  prolongement.  Par  conaéqaent  aux  trois  axes  de  la  surface  (3i)  ou  (Ss)  cor- 
respondent trois  pressions  on  tensions  ,  dont  chacune  est  perpendiculaire  au  plan  contre 
lequel  elle  s'exerce.  Nous  les  nommerons  pressions  ou  tensions  prinelpaUs.  Il  est  d'ail- 
leurs facile  de  s'assurer  qu'on  trouve  parmi  elles  la  pression  ou  tension^fykUBtmttm  et  la 
pression  ou  tension  minimum.  Car .  si  l'on  égale  à  zéro  la  valeur  de  dp  tirée  de  la 
formule  (*is)«  et  si  l'on  a  égard  à  l'équallon 


(56) 


COS"a  +  COS*P  +  COS'7=  1  , 


en  vertu  de  laquelle  une  des  trois  variables    a,  p,  7    devient  fonction  des  deux  autres 
considérées  comme  indépendantes,  on  sera  immédiatement  ramené  à  la  formule  (34). 

Si 4  à  partir  du  point     (a?»  J^  »  ^)     on  portait,  sur  la  perpendiculaire  au  plan  contre  le- 
quel agit  la  force    p ,    une  longueur  équivalente  non  plus  à  la  racine  carrée  du  rapport 


r-  ,     mais  à  la  fraction    — 

pcoso  p 


en  désignant  par     x  +  x,   /-J-y»    s  +  ^     '®* 


coordonnées  de  Textrémité  de  cette  longueur ,  on  trouverait 


(«7) 


COSa  COSp  COSY  ^  ^  »     /       •         / 


(3?) 

et  par  suite  la  formule  (sa)  donnerait 


r; 


(58)        {Ax  +  Fj  +  E%y  +  (Fx  +  Bj  +  Dzy  +  {Ex  +  Dj  +  Cxy  =  1 . 

L'équation  (38)  appartient  à  un  ellipsoïde  dont  les  axes  correspondent  aux  valeurs  de 
(X,  p,  y    déterminées  par  la  formule 


^(>ifcos«+Fco5p+JSco87)+f(Fcosa+Bco8p+Dcos7)+£(£co8a+Dcosp+Ccos7) 


••■— ^■■i"*' 


cosa 


/T  \    î         F(irfcoia+Fcosp+Eco87)+B(Fco8a+Bco5p+Z)co87)+I>(JBco8a+Dcosp+Ceos7) 

V^9)  <  = —7 

cosp 

__  E(^cosa4Fco8p+£'cos7)-Hl>(Fcosft-fBco8p->-JPcos7)->-C(£co8a-fJPco8p+Ccos7) 

008  7 

Or ,  celle-ci  étant  évidemment  vérifiée  par  les  valeurs  de  a ,  ^ ,  7  qui  satisfont  à 
la  formule  (34) ,  on  peut  affirmer  que  les  axes  du  nouvel  ellipsoïde  sont  dirigés  suivant 
les  mêmes  droites  que  les  pressions  ou  tensions  principales.  On  arriverait  k  la  même  con 
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clusion  en  observaDt  que  les  valeurs  maximum  et  minimum  du  rayon  Tecteor,  c'est- 
à-dire  le  grand  axe  ei  le  petit  axe  de  Tellipsolde ,  correspondent  nécessairement  »  en  vertii 
de  l'équation  (Sj)»  le  premier  à  la  pression  ou  tension  minimum ,  le  second  à  la  pres- 
sion ou  tension  maximum. 

En  résumant  les  diverses  propositions  que  nous  venons  d'établir,  on  obtiendra  le 
théorème  suivant. 

3.*  TBàoBÊME.  Sif  après  avoir  faii  passer  par  un  point  donné  dCun  corps  solide  un 
plan  quelconque^  on  porte»  à  partir  de  ce  point»  et  sur  chacun  des  demi-axes  perpen- 
diculaires au  plan,  deux  longueurs  équivalentes»  la  première  à  C unité  divisée  par  la 
pression  ou  tension  exercée  contre  le  plan»  la  seconde  à  Cunité  divisée  par  la  racine 
carrée  de  cette  force  projetée  sur  Cun  des  demi-axes  que  Con  considère  »  ces  deux  langueurs 
seront  les  rayons  vecteurs  de  deux  ellipsoïdes ,  dont  les  axes  seront  dirigés  suivant  les 
mêmes  droites.  A  ces  axes  correspondront  les  preëstons  où,  tensions  principales  dont  cha- 
cune sera  normale  au  plan  qui  la  supportera  »  et  parmi  lesquelles  on  rencontrera  toujours 
la  pression  ou  tension  maximum,  ainsi  que  la  pression  ou  tension  minimum.  Quant  aux 
autres  pressions  ou  tensions»  elles  seront  distribuées  symétriquement  autour  des  axes  des 
deux  ellipsoïdes»,  Ajoutons  que»  dans  certains  cas»  le  second  ellipsoïde  se  trouvera  rem- 
placé par  deux  hyperbololdes  conjugués.  Ces  cas  sont  ceux  dans  lesquels  le  système  des 
pressions  ou  tensions  principales  se  compose  (F une  tension  et  de  deux  pressions»  ou 
d^une  pression  et  de  deux  tensions.  Alors  »  si  Con  substitue  à  la  force  qui  agit  contre 
chaque  plan  deux  composantes  rectangulaires»  dont  Cune  soit  normale  au  plan  »  cette 
dernière  composante  sera  une  tension  ou  une  pression  »  suivant  que  le  rayon  vecteur  per- 
pendieulaire  au  plan  appartiendra  à  Cun  ou  à  C  autre  des  deux  hyperbolotdes  »  et  elle 
s'évanouira  quand  le  rayon  vecteur  sera  dirigé  suivant  une  des  génératrices  de  la  sur- 
face conique  du  second  degré  qui  touche  les  deux  hyperbolotdes  à  Fin  fini. 

ConcevoDs  à  présent  que  du  centre  du  premier  ellipsoïde  on  mène  arbitrairement  à 
la  surface  trois  rayons  vecteurs  qui  se  coupent  à  angles  droits.  On  prouvera  sans  peine 
que ,  fi  l*on  divise  Tunilé  par  chacun  de  ces  rayons  vecteurs ,  la  somme  des  carrés  des 

■ 

quotients  sera  une  quantité  constante  »  égale  à  la  somme  qu'on  obtiendrait  en  faisant 
coïncider  les  trois  rayons  vecteurs  avec  les  trois  demi -axes  de  l'ellipsoïde.  [Voyez  les 
Leçons  sur  les  applications  du  calcul  infinitésimal  à  la  géométrie,  pages  274  et  ayS]. 
De  cette  remarque,  jointe  au  troisième  théorème,  on  déduit  immédiatement  la  propo- 
sition suivante. 

4**'  TaéoRÊMC.  Si  par  un  point  donné  d^un  corps  solide  on  fait  passer  trois  plans 
rectangulaires  entre  eux,  la  somme  des  carrés  des  pressions  ou  tensions  supportées  par 
ces  mêmes  plans  sera  une  quantité  constante  »  égale  à  la  somme  des  carrés  des  pressions 
ou  tensions  principales. 

Il  peut  arriver  que  les  trois  pressions  ou  tensions  principales ,  ou  au  moins  deux 
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d*entre  elles  deviennent  équiralenles.  Lorsque  ces  forces  se  réduisent  à  trois  pressions 
égales ,  ou  à  trois  tensions  égales  »  les  deux  ellipsoldesdont  nous  avons  parlé  se  réduisent 
à  deux  sphères.  Alors  il  y  a  égalité  de  pression  ou  de  tension  en  tous  sens ,  et  chaque 
pression  ou  tension  est  perpendiculaire  au  plan  qui  la  supporte.  Il  importe  d'ailleurs 
d'ob$orver  que  de  ces  deux  dernières  conditions  la  aeconde  ne  peut  être  remplie  qu'au- 
tant que  la  première  Test  pareillement*  En  effet ,  Ton  suppose  la  force  p  constam- 
ment dirigée  suivant  la  droite  qui  forme,  avec  les  demi^axes  des  coordonnées  positives, 
les  angles  a,  |^,  7»  la  formule  (34)  ou  (55)  subsistera  pour  une  position  quelconque 
de  cette  droite ,  et  par  conséquent  pour  toutes  les  valeurs  de  « ,  ^  »  7  propres  à  véri- 
fier Téqualion  (36).  Or,  on  tire  delà  formule  (54)  •  i*""  en  supposant  deux  des  quantités 

cosa,         cosp ,         COS7 
réduites  à  xéro»  et  la  troisième  à  l'unité» 

(4o)  /)=o,       £=^,      F  =  o; 

i 

2.''  CQ  ayant  égard  aux  équations  (4e)  ^ 

s 

Par  conséquent,  dans  Thypothèse  admise,  les  formules  (90)  deviendront 

(42)  /ICOS>  =  y^COSa,  pCOSft  =  >f  COS^  ,  fiCOSv  ==  ^  COS7  ; 

et ,  comm«  on  tirera  de  ces  dernières 

,.-.  p  cosa  rosp  C0S7 ^    V/(cos*tt«»-co9*p  fcos*7)  ^^ 

'  4  COS>  COSft         cosv  |/(co8*X+cos*ft  +  cos*v)  ' 

(44)  p  =  ±-<. 

il  est  clair  que  la  pression  ou  tension ,  désignée  par    p ,     restera  la  même  dans  tous  les 
sens.  C'est  précisément  ce  qui  a  lieu,  quand  on  considère  une  masse  fluide  en  équilibre. 

Si  deux  pressions  ou  deux  tensions  principales  devenaient  égales  entre  elles  »  les  deux 
ellipsoïdes  mentionnés  dans  le  5.*  théorème  se  réduiraient  à  deux  ellipsoïdes  de  révo- 
lution, dont  le  second  se  trouverait  remplacé,  dans  certains  cas,  par  un  système  de 
deux  hyperboloïdes  de  révolution  conjugués  Tune  à  l'autre.  Alors  tous  les  plans  mené« 
par  Taxe  de  révolution  de  ces  ellipsoïdes  ou  hyperboloïdes ,  supporteraient  des  pressions 
ou  tensions  équivalentes,  dont  chacune,  étant  perpendiculaire  au  plan  qui  lui  serait 
;^ouit]is ,  pourrait  être  considérée  jcomme  une  pression  ou  tension  principale. 
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ta  supposition  que. nous  venons  de  faire  comprend  le  cas  oii  les  Irois  forces  >  qui  corn- 
poseDt  le  système  des  prenions  ou  tensions  principales ,  seraient  équivalentes ,  et  se  ré- 
duiraient  à  une  pression  et  à  de^ix  tensions  »  ou  bien  encore  à  deux  pressions  et  h  une 
tension.  Seulement  il  importe  d'observer  que,  dans  le  dernier  cas ,  le  premier  ellipsoïde 
serait  remplacé  par  une  sphère,  et  qu'en  conséquence  tous  les  plans  menés  par  le  point 
i^»y>  ^)  supporteraient  des  pressions  ou  tensions  équivalentes,  mais  dirigées,  les  unes 
suivant  des  droites  perpendiculaires.,  et  les.  autres  suivant  des  droites  obliques  à  ces 
mêmes  plans. 

Génémtement  »  toutes  les  fois  qu'une  tension  principale  deviendra  équtvaleote  h  une- 
pression  principale ,  lés  plans  menés  par  l'axe  perpendiculaire  aux  directions  de  ces  dciix 
forces  supporteront  des  pressions  ou  tensions  équivalentes,  mais  qui  resteront  obliques 
aux  plans  dont  il  s'agit ,  tant  qu'elles  seront  distinctes  de  ces  mômes  forces. 

Où  peut  encore  supposer  qu'une  oo  deux  des  tenions  ou  pressions  principales  fe  rt-^ 
duisent  à  zéro ,  ou  qu'elles  s'évanouissent  toutes.  Dans  le  premier  cas ,  les  ellipsoïdes  ou 
hyperboloîdes  9  mentionnés  dan»  le  troisième  théorème;  se  transformeront  en  cylindres 
droits  qui  auront  pour  bases  des  ellipses  ou  des  hyperboles  conjuguées.  Dans  le  second 
cas,  ohaoun  de  oes  cylindres  se  trouvera  remplacé  par  deux  plans  parallèles.  Dans  le 
troisième  cas^  la  pression  ou  tension ,  exercée  contre  un  plan  quelconque  mené  par  le 
point     {x ,  y»  z)  •    se  réduira  toujours  à  zéro* 

Les  formules  précédemment  obtenues  se  simplifient ,  lorsqu'on  prend  pour  axes  cooc- 
donnés  des  droites  parallèles  aux  directions  des  pressions  ou  tensions  principales  cor- 
respondantes au  point  (ce ,  j,  z).  Alors ,  en-effet  «  la  surface,  que  représente  l'équation 
(sg],  doit  être  une  surface  du  second  degré  rapportée ,  non-seulement  à  son  centre,  mais 
encore  è  ses  axes;  et  l'on  doit  avoir  en  conséquence 

(4o)  2)  =  o,.        E.  =  o,,        F  =  o..  ' 

Cela  posé,  lès  vareurs  numériques  dés  quantités  A»  B\  C  représenteront  évidem- 
ment les  pressions  ou  tensions  principales,  et  lès  formules  (ao),  (itu) ,  (aS)  se  rédur- 
ront  à 

(45)  pC0S^  =  y4c0Sa',  p  COS^  =  JSCOS^ ,  pCOSy^TcOSy» 

(46)  p»  =  /:/'C0S*a4.5>C0S*p4-C'C0S'7, 

(47)  p  COS  J=  y^  COS  •  a  +  5  COS  •  P  +  ^  COS  •  7  ,     • 

tandis  que  les  équations  (29)  et  (38)  deviendront 

(48)  i<x'  +  iBy''4-<^z'  =  ±i  ». 


(  58  ) 

(3)  B+^B  =  nr  +  ^r); 

Pco8>  =  2[±(fl4-^R)cos(rt  +  Aa)]  , 

(4)  {       PC0Spi=2[±(ff  +  Afl)c08(fc  +  AA)]. 

On  Irouvera  par  suHe 

(5)     ^    (r  4-  Ar)'  =  (rcosa  —  pcos«)'  +  (rcosC  —  pcosp)"  +  (^cosc  —  PC0S7)' 

=  r'  —  2rp(cosacosa  -f- cos6cos^ -f- cosccosy)  +p'; 

puis^  en  considérant  la  quantité    p     comme  infiniment  petite  du  premier  ordre ,  et  né- 
gligeant les  infiniment  petits  du  second  ordre ,  on  conclura  des  formules  (2)  »  (3) ,  (5) , 

(6)  A r  =  —  p  (cosa cosfit  -f-  cos b  cosp  +  cosocos7)  ; 

(7)  B  +  ^R=zf{r)  +  f{r).^r  =  B  +  r{r).^r; 

,      .         .         rcosâ-pcosa  cosa  cosa 

cos(a  +  ^a)  = = =  cosa  — p Ar  , 

'  r-i-àr  ^      r  r 

(8)  (        COÎ)  (6  4- A  A)  = L îlzrrcosfc p ^1 Ar  , 

I  '  r+Ar  -  r  r 

C0S(c-f- AC)  = ^ ^  =:COSC p -= ^—  Af. 

r+Ar  r  r 

Gela  posé»  en  ayant  égard  aux  équations  (i) ,  ou  reconnaîtra  que  les  formules  (4)  pu- 
vent  être  réduites  à 

jPcosX  =  zj±j /^(r> — -^^  jcosa.Ar=p.^^  pcos«|  , 


(9) 


Pcos^=2J±rf(r)— -^Icosfc.Arip^pcospj  , 


Pcosv  =  2J±   f{r) — i^|cosc.Arqp-iiî2.pcos7    ; 


puiSr  en  remettant  pour     Ar     sa    valeur  tirée  de  la  formule  (6),  et  faisant  i  fo^^ 
abréger , 


(59) 


(.0) 


(il)  /     fi  =  p2  q=[f(r)+-^]co8ccosa    , 

=F [r W  +  ^7^] 008a  CM  6    ; 
on  trouvera  définitivement 

(12)  {     Pc08f*:=FC08«  +  iïC0Sp  +  Dc0i7  , 

PC08v  =  Ec08a+  CC08P4-CC087. 

Les  formules  (12),  ainsi  que  plusieurs  propositions  qui  s'en  déduisent^et  qui  sont  analogues 
aux  théorèmes  1 ,  9 ,  5  du  précédent  article  »  sont  dues  à  M.  Fresnei ,  qui  les  a  données 
dans  Be$  Recherches  sur  la  double  réfraction. 


pMM««Mii|a 


> 


SUR  LA  CONDENSATION  ET  LA  DILATATION 


DES  CORPS   SOLIDES. 


Lorsqu'un  corps  solide  vient;  à  changer  de  forme,  et  que,  par  l'effet  d^mc  cause  quel- 
conque^ il  passe  d'un  premier  état  naturel  ou  arllflciel  à  un  second  état  distinct  du 
premier ,  chaque  élément  du  volume  se  condense  ou  se  dilate ,  et  les  divers  éléments 
offrent  en  général  des  condensations  ou  dilatations  diverses.  Il  y  a  plus ,  la  condensation 
ou  dilatation  du  corps  en  un  point  donné  peut  n'être  pas  le  même  dans  tous  les  sens« 
Nous  allons  entrer ,  à  ce  sujet ,  dans  quelques  détails  qui ,  plus  tard  »  nous  seront  fort 
utile^  pour  la  solution  de  quelques  problèmes  de  mécanique. 

Rapportons  tous  les  points  de  ^espace  à  trois  axes  rectangulaires ,  et  supposons  que 
le  point  matériel ,  correspondant  aux  coordonnées  os,  y,  z  dans  le  dernier  état  du 
corps  solide,  soit  précisément  celui  qui ,  dans  le  premier  état  du  même  corps  9  avait  pour 
coordonnées  les  trois  différences 

(î)  as  — Ç,,  J-r-JB,  5— C. 

Si  l'on  prend  $p>  y,  z  v.pour  variables  indépendantes,  $,  »  ,  C  seront  des  fonctions 
de  X9  y*  ^  qui  serviront  à  mesurer  les  déplacements  du  point  que  l'on  considère 
parallèlement  aux  axes  des  coordonnées.  Soit  d'ailleurs  r  la  distance  qui,  dans  le 
second  état  du  corps  solide,  sépare  deux  molécules  m,  m\  correspondantes  aux 
coordonnées     x ,  y,  z  ,     et     a5  +  Aa3,^  +  Aj,  «-f-Ar,     en  sorte  qu'on  ait 

(2)  r*  =  Aa3' 4-Aj>  +  A2»  . 

Gomme  ces  deux  molécules  seront  celles  qui^  dans  le  premier  état,  avaient  pour  coor- 
données 

X  —  I,  y — n  ,  z  —  K  , 

et 

\       ûTo;  dy    ^      dz        ^      ]'      ^        J         \      dx  dy     ^^      dz  *  J 

dX,  ^         dX,  dX, 


l      dX,  ^         dX,  dX,  \ 

z-k-  \z —    Ç+—  Aa5+—  Ar-f— A2;  +  ...I 

\      dx  dy  dz  } 


(  6.  ) 
il  est  clair  que ,  si  Ton  désigne  leur  dislance  primitive  par 


r 


i+.  ' 


on  li'ouTcra 

/    r  \*       /  di  di  di  \« 

.    /  '  dri  dn  dn  V* 

+[^y-T^^''-d^^^-é7^'—) 

I  d^  dX,  dï,  y 

^^\  </a5  dy     ^         dz  J 

Soient  maintenant  a  «  p  »  7  les  imgles  que  forme ,  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
uées  positives,  le  rayon  vecteur  r  mené  do  la  molécale  m  à  la  molécule  m'« 
On  aura  évidemment 

(5)  Aa;  =  rcosa.         Aj  =  rcosp,         Az  =  rcos7j 

et,  en  supposant  la  distance  r  infiniment  petite,  ou  tirera  de  Téquation  (4)  divisée 
par    r* 

^^^  (tTtJ    =(cOS«--COSa__COSP--COS7J 

/  rf»)  dn  du  \' 

4-    cosp cosa --COfÔ ^cosy 

\  dx  dy        ^        dz  I 

.[  dX,  dX,        ^       dX,  y 

La  quantité  1  +  < ,  déterminée  par  la  formule  (6) ,  n'est  autre  chose  que  le  rapport 
du  rayon  vecteur  r  h  l'expression  (3) ,  c'est-à-dire  le  rapport  entre  les  distances  qui 
séparent  les  deux  molécules  infiniment  voisines  m  et  m\  dans  les  deux  états  du  corps 
solide.  Par  suite ,  la  valeur  numérique  de  c  servira  de  mesure  à  ce  qu'on  peut  nommer 
la  dilatation  ou  la  condensation  linéaire  du  corps  suivant  la  direction  du  rayon  vecteur 
r,  savoir  à  la  dilatation  linéaire,  si  c  est  une  quantité  positive,  et  à  la  condensation 
ou  contraction  linéaire ,  dans  le  cas  contraire. 

Concevons  à  présent  qu'à  partir  du  point  {^>  y»  ^)  on  porte  sur  la  droite  qui- 
forme ,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  les  angles  a ,  ^ ,  y ,  une  lon^ 
gueur  équivalente  à     1  +  <  :     ^^  désignons  par 


V 


(6.  ) 


les  coordonnées  île  IVxtréinitf^  de  celte  longueur.  On  aura 


(7)  =  -^  = =  =t  i4-«; 

^''  toîia  COSp  COS7 

et  la  formule  (6)  donnera 


(8) 


/      dl        rfÇ        rfS    y    (      dn       dn       rfn    \'    /      dK       d^       rfÇ    \  • 

r5i»-5^y-rf-i*j  *v-r.^-Tj^-TsV  *v-T^^-d-yy-T^^)  ='• 


Cette  dernière  équation  représente  une  ellipsoïde  dont  la  constructioa  suffit  pour  indi- 
quer les  rapports  qui  existent  entre  les  dilatations  ou  condensations  linéaires  dans  les 
différentes  directions  autour  du  point  {x,  y,  z).  Nous  appellerons  diiatations  ou 
condensations  principcdes  celles  qui  correspondent  aux  trois  axes  de  l'ellipsoïde,  et 
parmi  lesquelles  on  rencontre  toujours  les  dilatations  ou  condensations  maximum  ou 
minimum.  Les  autres  se  trouTent  symétriquement  distribuées  autour  des  trois  axes  de 
ce  même  ellipsoïde. 

On  peut  aisément  déduire  des  équations  (6)  et  (8)  les  valeurs  des  variables  ^  et 
s  »  ^  *  7  qui  correspondent  aux  condensations  et  dilatations  linéaires  principales.  En 
effet,  si  l'on  pose  ,  pour  abréger^ 

et  de  plus 


i  \i>\ 


*==(S)+(ê)'+(S-)^ 


dy  dz^\  dy        *  j  dt  "^  dy\di        '  j  ' 


(Ml  ;   E  =  -11  f 


d%  I  dl  \     ^    drt   dr, 


\'  •) 


dt  \  ds 


\         dn   dr,         IdX,  \  rfÇ 

"^i^  dtds'^\dz~^jdx' 

\dx         I  dy        dxXdy  j        dx  dy^ 


(  63  ) 
les  formules  (6)  et  (8)  se  rédtiifDnl  aux  suifranles 

(i5)  Ax'  +  By4-Cz»4.«Dyz  +  aEzx4-2Fxy— 1. 

Or,  dans  Tellipsoide  représenté  par  l'équation  (i3) ,  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  à 
an  point  de  la  surface  sera  normal  à  cette  surface  «  si  les  angles  a,  p ,  y ,  formés  par 
le  même  rayon  vecteur  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  »  vérifient  la  formule 

Acosa+Fcosp  +  £GO'«7  Fcosa+Bcos^  +  Dco87  Ecosa+Dco9^  +  Coos7 

I  j  A  J  '   "    —  '  -  — — — ^— ^ —  • 

^   ^  COSa  COsp  COS7 

et ,  comme  les  trois  fractions  qui  précëdeni ,  quand  elles  deviennent  égiiîcs  enlre  elles  , 
sont  en  même  temps  équivalentes  au  rapport 

(Aco8g-fFcosp-fEcosY)cosg-f  (Fçosg-l-Dcosp-f  Cco97)co8p-f(Kcosg+Dco8p+Ccos7)coà7 

C0S'a+CO8*p+C08*7  ~      ' 

il  est  clair  que  les  valeurs  de  9»  a^  ^1  7  correspondantes  aux  dilatations  ou  conden- 
sations principales  seront  déterminées  par  la  formule 

Aco8a•^Fco8p  +  £cos7  Fco9a+Bcosp  +  Dcos7    Ecosa  +  I)cos6  +  (:cos7  __ 

^     '  cosa  cosp  ces  7 

jointe  à  l'équation 

(16)  C08»a4-C06»P  +  COS»7=  1. 

D'ailleurs  on  conclura  de  la  formule  (i5) 

(A  —  6)cosa  +  Fcosp  +  Eco87  =  o  , 

(17)  {     Fcosa4-(B  —  o)cosp  +  Dcos7  =  o  , 

BCOS a  -4-  D cosp  4-  (C  —  ^) COS7  =  o , 

et  par  suite 

(18)  (A  — 0)(B  — 9)(C  — 0)— D«(A  — ô)  — E«(B  — ô)  — F'(C  — ô)  +  2DEF=:ro. 

Soient  B' ,  0^,  9^"  les  trois  racines  de  eclto  dernière  équation  ,  et  e\  f^»  t"^  ie& 
valeurs  correspondantes  de     c»     en  sorte  qu'on  ait 


.      \ 


^ 


(64) 

\ 

(lA).  ,'  =  _!_ I,  t':=J^ ,,  ^'^^—^^1^ ,^ 

V   Mi  ^0,  ^^u  ^/q/./ 

Chacune  des  trois  quantités  e\  c',  **"  représentera  toujours,  lorsqu'elle  sera  posi- 
tive, une  dilatation  principale»  et  lorsqu'elle  sera  n^ative,  une  condensation  principale 
prise  avec  le  signe    — .     De  plus,  on  aura  évidemment,  en  vertu  de  l'équation  (i8) , 

(2o)  {     o'ô'"  +  ô'"e'  +  ô'ô*  =  B  C  -f  C  A  +  AB  —  D'  —  E*  —  F- , 

ô'ôV  =  ABC  — AD'  — BE*  — CF«  +  2DEF. 

,  Si  l'on  supposait  les  axes  coordonnés  parallèles  aqi  droites  menées  par  le  point  (x.  y,  z), 
et  correspondantes' aux  dilatations  ou  condensations  linéaires  principales,  l'équation  (i5) 
représenterait  un  ellipsoïde  rapporté,  non -seulement  à  son  centre,  mais  encore  à  ses 
axes.  On  aurait  donc  alors 

(2i)  D  =  o.         E=o,         F  =  o, 

ou ,  ce  qui  revient  au  luéme , 

d7i    .    d^        dl  dl        dn  dn    ,    dX,  d^ 
dz        dy        dy  dz        dy  dz         dy  dz 

^      dx        dz        dz  dx        dz  dx        dz  dx 

dy        dx        dx  dy        dx  dy        dx  dy 

cl  comme  l'équation  (i8)  se  réduirait  h 

[9h)  (A_0)<B  — ô)(C  — ô)=o, 

on  pourrait  prendre 

(•24)  9'  =  A,        e'  —  B,       e"'=rC. 

« 

Par  suite  la  formule  (12)  donnerait  ' 

I 

(26)  Ô  =  0'cos'a-|-0'coS»P4-ô'"cos'7  , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même. 


(65) 

Uéquation  (96)  sert  à  déduire  la  dilatation  ou  condensation  »  mesurée  suiirant  un  axe 
quelconque ,  des  condensations  on  dilatations  principales ,  mesurées  suiyant  t^ ois  axes 
qui  se  coupent  à  angles  droits ,  quand  on  connaît  les  angles  a,  ^^  y  que  forme  le 
premier  axe  prolongé  dans  un  certain  sens  arec  les  trois  autres. 

Outre  les  condensations  et  dilatations  linéaires  dont  nous  venons  de  parler,  il  peut  être 
utile  de  considérer  la  condensation  ou  dilatation  d*un  très-petit  élément  de  volume  qui 
renferme  le  point  {x,  y,  9).  Or»  supposons  qu'en  vertu  du  changement  d'état  du 
corps  solide»  ce  petit  élément  ait  varié  dans  le  rapport  de  1  h  1  4*  ^-  ^  valeur 
numérique  de  u  servira  précisément  à  mesurer  ce  qu'on  peut  appeler  la  dilatation  ou 
la  condensation  du  volume  au  point  {^9  y»  <)  »  savoir  la  dilatation  du  volume»  si  la 
quantité  v  est  positive  »  et  à  la  condensation  du  volunae  dans  le  cas  contraire.  Ajoutons 
qu'il  suffira  »  pour  déterminer  la  quantité  v ,  de  connaître  les  condensations  ou  dila- 
tations linéaires  principales»  c^Mt-à-dire  »  en  d'autres  termes»  les  valeurs  de  t\  1'»  l'^^ 
En  effet  »  concevons  »  pour  fixer  les  idées  »  que  le  petit  élément  de  volume  ait  été  ren* 
fermée  dans  le  premier  état  du  corps  solide  »  sous  une  surface  sphérique  décrite  avec  un 
rayon  infiniment  petit  désigné  par  p .  Ce  petit  élément  »  qui  avait  alors  pour  mesure 
le  produit 

prendra  évidemment  »  aprbs  le  changement  d'état  »  la  forme  d'un  ellipsoïde»  dont  les  trois 
aies  seront 

p(i+0,      p(»+0-      pO+O. 

et  en  conséquence  il  deviendra  équivalent  au  produit 


On  aura  donc 


4-»p»(i4-0(» +  ••)(« +0. 


,+y= ^— 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(87)  ,^,  =  ^,+,')(^,^,')^,^y'')---^l—.. 


(66)    ^ 
En  combinant  cette  dernière  équation  avec  la  troisième  des  formules  (so) ,  on  trouvera 


(aS) 


(— î— )'==ABC  — AD»--BE»  — CF»  +  aDEF. 


Les  équations  (lo) ,  (i  i) ,  {i») ,  (17)  ,  (97)  et  (a8)  se  simplifient,  quand  ta  forme  du 
corps  solide  varie  très-peu  dans  le  passage  dtt  premier  état  au  second.  En  effet ,  si  Toq 
considère  les  quantités 


Ç>    »»»    Ç,     «,    V,    •',     •',    « 


/// 


comme  infiniment  petites  du  premier  ordre ,  on  tirera  des  équations  dont  il  s'agit ,  en 
remplaçant  B  par  (i+0~'»  ^^  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre 
ou  d*un  ordre  plus  élevé  » 


(»9) 


{5o> 


A=  1  — s 


8=1  — a 


C=l— 9 


li' 


»=-(ï+$).  ■'—(S+S)-  '=-(^+è)^ 


(3i) 


(59) 


d\  dn  d}^ 

.  =  — C0«»«-|-  — COS'P+^COS'y 


cosvcosa; 


4-  — lco»7  =  o. 


(35) 


=  ,'  +  .'  +  .'"  =  ^  +  f[^  +  £i 


Alors  aussi  l'élimination  des  angles    «,  p,  y    entre  les  formules  (39)  produira  Téqua- 
tion 


(«7) 


(34) 


'^Uz'^dy)    \dx         I       [dx^dzj    \dy        ')       [dy^dxj    W~V~ 


qui  aura  pour  racines  les  quantités 


•'.  « 


fff 


et  de  laquelle  on  conclura 


/ 


da      dy     di 


Il      +1     8   +■  C     = 


(35) 


d^  dX.    ^^    ^^    JL/^    fiV    —{—    H\'  —(^ 


dy  dz     dt  dx\  dx  dy 


drA^ 
dx]  • 


dldiidX^  \d\ldj^  dX\^  ldjn_ldX   diy  j_^/£5   f[w\*  ^/^^   ^CX  /rfC   ^\ /^   ^A 
\dxdydz    (\dx\dz   dy]      (\dy\dx   dz)      ^dz\da    dy)      ii\dz    dy)  \dx   dz)  \dy   dx) 

Si  Ton  supposait  les  axes  coordonnés  parallèles  aux  droites  suivant  lesquelles  se  mesurent 
les  dilatations  et  condensations  principales  relatives  au  point  {x,  j,  z) ,  les  conditions 
(21)  ou  (99)  seraient  vérifiées.  On  aurait  donc»  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 
second  ordre  »  ou  d'un  ordre  plus  élevé , 


(56) 


dn    ,    dl 
dz        dy 


dx        dz 


o. 


dy        dx 


et ,  comme  par  suite  Téquation  (34)  se  réduirait  à 

(S-)fê-)(S 

on  pourrait  prendre 

(38)  '     ,'  = 


-)  = 


o. 


dl 
dx 


dn 


y/r 


d^ 
dz 


Dans  la  même  supposition ,  la  formule  (3i)  donnerait 


(39) 


dJi  dn  d^ 

«  =  -7-  COS'a  +  -—  c0S*P  +  -r-  C08*7, 

dx  dy  dz 


ou ,  ce  qui  revient  au  mjSme  « 

(4o)  e  =  l'cOS'a  +  l'cOS'P  +  i'"C0S*y. 

Celte  dernière  se  déduit  immédiatemient  de  l'équation  (a6)  »  quand  on  considère 
comme  des  quantités  infiniment  petites. 


S«, 


l\  £'" 


(  6*  ) 
Rerenons  au  cas  db  les  ax^  ooordonoés  sont  dirigea  aui? ant  des  droites  <|uelcoaques. 
Alors ,  si  l'on  fait ,  pour  abréger , 


(40 


dm  uy  dt 

dz         dy  dx         dz  dy        dx 


la  formule^  (3 1  )  donnera 

\t^%)       c=  Jt,C0S*ft+q(J,C08'P  +  GCOS*7  +  a(0CO8pcO87+  S^COSyCOSa^  a/cOSaCOS^, 

GoDcevons  mainlenaDt  qu'à  partir  du  )H)int  (x»  j,  «)  on  porte,  sur  h  droile  qui 
forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  ppsitives  les  angles     a,  p,  y,    une  longueur 

dont  le  carré  représente  la  valeur  numérique  du  rapport    —  ;   et  désignons  par  £d+^> 

j  4~  7  »  ^  -4*  2    les  coordonnées  de  l'extrémité  de  celte  longueur.  On«aura 

(45)  -J^  =  _Z^  =  _i_=±v/f±-)  . 

C'>8*         cos^         eo«7  "^  \       •  / 

et  Ton  tirera  de  la  formule  (4^) 

(44)         '      ot>ît*  +  iiîiy*  +  Gz*  +  2(jE)yz  +  2iî:zx4.2^xy  =  ±i. 

L'équation  (44)  *  semblable  à  la  formule  (39)  de  la  page  (So) ,  appartient  à  une  surface 
du  second  degré,  dont  le  centre  coïncide  avec  le  point  (^»  7»  ^)*  Celte  même 
/équation  représente  une  ellipsoïde,  dans  le  cas  où  g  ne  change  pas  de  signe  tandis 
que  Ton  fait  varier  les  angles     a»  p  »  7  ;     et  se  réduit  alors  à 

(45)  oi,3t'  +  iiî,y+cai*  +  2(Dyz4-2£zx  +  «/xy  =  > . 

ou  bien  à 

(46)  cHDX*  +  Tfty'  +  G2*4-aûE)y*  +  2£2x4-s.»<î'xy  =  — 1  .^ 

selon  que  Ton  suppose  s  constamment  positif  ou  constamment  négatif.  Dans  ce  cas , 
il  n'y  aura,  autour  du  point  {x,  j,  s),  que  des  dilatations  linéaires ,  si  •  est  po- 
sitif» et  des  condensations  linéaires ,  si  «  est  négatif.  Dans  le  cas  contraire ,  rellipsoîde 
$e  trouvera  remplacé  par  le  système  de  deux  byperboloîdes  conjugués ,  dont  l'un ,  re- 
présenté par  l'équation  (45)  »  comprendra  les  extrémités  des  rayons  vecteurs  dirigés  dans 
les  divers  sens  suivant  lesquels  le  corps  solide  se  sera  dilaté ,  tandis  que  l'autre ,  repni- 
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sente  par  réqualioD  {Ifi) ,  comprendra  les  extrémités  des  rayons  vecteurs ,  dirigés  dans 
les  divers  sens  suivant  lesquels  le  corps  solide  se  sera  condensé.  Ajoutons  que ,  dans  tous 
les  cas  possibles ,  les  condensations  ou  dilatations  mtixunum  ou  minimum  correspon- 
dront évidemment  à  deux  axes  de  Fellipsoîde  ou  des  deux  hyperbololdes.  Cela  posé ,  on 
pourra  énoncer  la  proportion  suivante, 

TnioB&iis*  Supposons  que,  par  l\fftt  d*une  cause  quelconque,  un  corps  êolide  ait 
passé  d^un  premier  état  naturel  ou  artificiel  à  un  second  état  très -peu  différent  du 
premier ,  et  qu*à  partir  d^un  point  donné  de  ce  corps  solide,  on  porte ,  sur  chacun  des 
detni'àxes  aboutissants  au  même  point,  une  longueur  équivalente  à  C  unité  divisée  par 
la  racine  carrée  de  la  condensation  ou  dilatation  linéaire  mesurée  suivant  le  demi- 
axe  que  ton  considère.  Cette  longueur  sera  le  rayon  vecteur  d'un  ellipsoïde  qui  aura 
pour  centre  le  point     {x,  jr,  z),     et  dont  les  trois  axes  correspondront  à  trois  dilatations 
ou  condensations  principales.  Quant  aux  autres  dilatations  ou  condensations,  elles 
seront  symétriquement  distribuées  autour  de  ces  trois  axes.  Dans  certains  cas ,  Vellip*- 
solde  dont  il  s*agit  se  trouvera  remplacé  par  deux  hyperbololdes  à  une  nappe  et  à  deux 
nappes  ^  qui,  étant  conjugués  Cun  à  C  autre,  auront  le  mime  centre  avec  les  mêmes  axes , 
si  serons  touchés  à  Cinfini  par  une  même  surface  conique  du  second  degré.   Ces^  cas 
sont  ceux  oit  Uy  aura ,  autour  du  point  donné,  dilatation  dans  un  sens,  condensation 
dans  un  autre.  Alors  la  surface  conique  dont  nous  venons  de  parler  séparera  la  région 
dUaiée,  qui  correspondra  au  preimier  hyperboloide ,  de  la  région  condensée  quicorresh 
pondra  au  second ,  et  les  génératrises  de  cette  surface  conique  indiqueront  les  directions 
suivant  lesquelles  il  ny  aura  ni  dilatation  ni  condensation.  Ajoutons  que ,  parmi  les 
condensations  ou  dilatations  principales,  on  rencontrera  toujours,  si  le  corps  est  dilaté 
dans  tous  les  sens,  ou  condensé  dans  tous  tes  sens  autour  du  point     {x,y,  z),     un 
maximum  et  un  minimum  de  dilatation,  ou  bien  un  maximum  et  un  minimum  de  con- 
densation; et,  si  le  contraire  arrive,  une  dilatation  maximum  avec  une  condensation 
maximum* 

Il  peut  arriver  que  les  trois  condensations  ou  dilatations  principales ,  ou  au  moins  deux 
d*eDtre  elles ,  deviennent  équiTalentes  ou  se  réduisent  à  zéro.  Alors  rellipsoïde  et  les  hy- 
perboloides  mentionnés  dans  le  théorème  précédent  deviennent  des  surfaces  de  révolu- 
tion ou  de^  cylindres ,  et  peuTent  même  se  réduire  k  une  sphère,  ou  à  un  système  de  deux 
plans  parallèles.  Ainsi,  en  particulier,  lorsque  le  corps  solide  est  dilaté  dans  tous  les  sens, 
ou  condensé  dans  tous  les  sens,  et  que  les  condensations  ou  dilatations  principales  sont 
équivalentes,  Tellipsoîde  se  change  en  une  sphère,  et  la  condensation  ou  dilatation  li- 
néaire a  une  valeur  constante,  qui  reste  la  même,  dans  toutes  les  directions  autour  do 
point  {x^y ,  z).  Dans  ce  cas ,  la  condensation  ou  dilatation  du  volume  est  évidemment 
le  triple  de  la  condensation  ou  dilatation  linéaire. 


SUR  LES  MOUVEMENTS  QUE  PEUT  PRENDRE 


UN  STSTESIE  INYARIABLE  ,  LIBRE , 


OU  ASSUJETTI  A  CERTAINES  CONDITIONS. 


S    1.**   CONSIDÉRATIONS    GàN^BALES. 

Lorsqu'un  système  invariable ,  libre  ou  assujetti  à  certaines  conditions ,  se  meut  dans 
Tespace  »  il  existe  entre  les  vitesses  des  diSërents  points  certaines  relations  qui ,  dans 
beaucoup  de  cas,  s'expriment  très- simplement,  et  que  l'on  déduit  des  formules  relatives 
à  la  transformation  des  coordonnées.  Je  vais  montrer ,  dans  cet  article ,  que  les  mêmes 
relations  peuvent  être  tirées  du  principe  de  vitesses  virtuelles.  Ordinairement  on  se 
sert  de  ce  principe  pour  déterminer  les  forces  capables  de  maintenir  en  équilibre  un 
système  de  points  matériels  assujetti  à  des  liaisons  données,  en  supposant  connues  les  vi- 
tesses que  ces  points  peuvent  acquérir  dans  un  ou  plusieurs  mouvements  virtuels  du  sys- 
tème «  c'est-à-dire  dans  des  mouvements  compatibles  avec  les  liaisons  dont  il  s'agit.  Mais 
'il  est  clair  qu'on  peut  renverser  la  question,  et  qu'après  avoir  établi  les  conditions  d'é- 
quilibre par  une  méthode  quelconque ,  ou  même ,  si  l'on  veut ,  par  la  considération  de 
quelques-uns  des  mouvements  virtuck ,  on  pourra  se  servir,  pour  déterminer  la  nature 
de  tous  les  autres,  du  principe  que  nous  venons  de  rappeler.  Ajoutons  qu^il  est  utile, 
dans  cette  détermination ,  de  substituer  au  principe  des  vitesses  virtuelles  un  autre  prin- 
cipe que  l'on  tire  immédiatement  du  premier ,  et  qui  se  trouve  renfermé  dans  la  propo- 
sition  suivante. 

Théorkm s.  Supposons  que  deux  systèmes  de  forces  soient  sueeessivement  appliqués  à 
des  points  assujettis  à  des  liaisons  quelconques^.  Pour  que  ces  deux  ^sternes  de  forces 
soient  équivalents ^  il  sera  nécessaire^  et  il  suffira  que,  dans  un  mouvement  virtuel 
quelconque,  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  du  premier  système  soit  égale  à 
ta  somme  des  moments  virtuels  des  forces  du  second  système. 

Démonstration.  Supposons  que  les  deux  systèmes  de  forces  donnés  se  compçsent,  ie 
premier  des  forces  P,  P\  P', ....  le  second  des  forces  Q,  Q\  Ç'....  Ces  deux 
systèmes  seront  équivalents,  si  un  troisième  système,  choisi  de  manière  à  faire  équilibre 
pu  premier,  fait  en  même  temps  équilibre  au  second.  Or,  soient     77,  R\  A'.,.,    les 
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forces  qui  composeront  ce  troisième  système.  Pour  que  le  principe  des  vitesses  vxrlueltes 
soit  vérifié  »  il  sera  nécessaire  »  et  il  suffira  que ,  dans  un  mouvement  virtuel  quelconque ,. 
la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  B ,  R\  B" ,  prise  en  signe  contraire* 
devienne  équivalente  non-seulement  à  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  P, 
P\  P', ...  mais  encore  à  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  Q,  Q\  Q^... 
Donc  ces  deux  dernières  sommes  devront  être  égales  et  affectées  du  mémo  signe. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  le  théorème  qui  précède  à  la  détermination  des 
mouvements  que  peut  prendre  un  système  de  points  matériels  liés  invariablement  les 
uns  aux  autref»  Nous  commencerons  par  examiner  le  cas  où  tous  ces  points  sont  compris 
dans  un  plan  fixe  dont  ils  ne  doivent  jamais  sortir.  Nous  passerons  ensuite  au  cas  général 
où  on  les  suppose  disposés  arbitrairement  dans  l'espace. 


S  2.  Sur  U  mouvement  (Cun  système  de  points  matériels  qui ,  étant  liés  invariable- 
ment les  uns  aux  autres  s  et  compris  dans  un  plan  fixe ,  se  meuvent  sans  sortir  de 
ce  plan. 

Considérons  no  système  de  points  matériels  qui ,  étant  liés  invariablement  les  uns  aux 
autres,  et  compris  dans  un  plan  fixe»  se  meuvent  sans  sortir  de  ce  plan.  Le  mouve- 
ment du  système  étant  compatible  avec  les  liaisons  données  sera  un  mouvement  virtuel. 
Cela  posé,  on  déduira  sans  peine  du  théorème  établi  dans  le  §  i.**  les  propositions  sui- 
vantes. 

1.**  TnioBBiiE.  Si,  à  une  époque  quelconque  du  mouvement,  deux  points  du  système 
invariable  ont  des  vitesses  nulles ,  les  vitesses  de  tous  les  autres  points  se  réduiront  à 
zéro. 

Démonstration.  Ce  théorème  ,  qui  est  évident  par  lui-même»  quand  les  deux  points 
donnés  ont  des  vitesses  constamment  nulles,  c'est-à-dire  quand  ils  demeurent  en  repos» 
peut  être  démontré»  dans  tous  les  cas»  à  Taide  des  raisonnements  que  nous  allons 
indiquer. 

Soient  A\  A'  les  points  dont  les  vitesses  sont  nulles»  et  »  la  vitesse  d*un  troi- 
sième point  A  choisi  arbitrairement.  Si  Ton  applique  à  ce  dernier  point  une  force 
P  comprise  dans  le  plan  fixe»  et  dirigée  d'une  manière  quelconque»  on  pourra  géné- 
ralement la  décomposer  en  deux  autres  forces     P\  P'     dirigées  suivant  les  droites 

A  A\  A  A".  D'ailleurs  »  ces  droites  étant  invariables  »  on  pourra  supposer  la  force  P' 
appliquée  au  point  A' ,  la  force  P'  au  point  A' ,  et  alors  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  de  ces  deux  forces  s'évanouira.  Donc  »  la  force  P,  équivalente  au  sys- 
tème des  deux  autres  »  devra  elle-même  fournir»  en  vertu  du  théorème  établi  dans  le 
premier  paragraphe ,  un  moment  virtuel  égal  à  zéro.  On  aura  donc  nécessairement 
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A 

(,J  PwC09(P,w)  =  0, 

quelé  que  soient  Tangle  (P,»)  el  riateosité  d«J  la  force  P;  c'est-à-dire ,  en  d'au- 
tres termes , 

(a)  «  =  o- 

Les  raisonnemenU  qui  pi^èdeat  ne  seraient  plus  applicables ,  si  le  point    A     éuit  situé 

sur  ta  droite  A' A'*  Mais ,»  alors ,  en  remplaçant  la  force  P  par  deux  forces  paral- 
lèles P\  P"  respectivement  appliquées  aux  points  A'  A^ ,  on  démontrerait ,  comme 
on  vient  de  le  foire,  les  formules  (i)  et  (a);  et  l'on  reconnaîtrait  encore  que,  danj 
l'hypothèse  admise ,  la  vitesse  du  produit     A     se  réduit  à  zéro. 

s.'  Théorème.  5î,  à  une  époque  quelconque  du  mouvement  »  Uê  vitesses  detouêles 
poinU  du  système  invariable  sont  différentes  de  zéro,  ces  vitesses  seront  toutes  égales 
et  dirigées  suivant  des  droites  parallèles. 

Démonstration.  En  effet,  soient  M^  (a"  les  vitesses  de  deux  points  quelconques 
A''  A".  Si  ces  vitesses  ne  sont  pas  dirigées  suivant  des  droites  parallèles,  les  perpen- 
diculaires élevées  sur  leurs  directions,  et  dans  le  plan  donné,  par  les  deux  points  A\  A\ 
se  couperont  en  uo  troisième  point  A.  Or,  si  Ton  applique  à  ce  dernier  une  force 
iP    comprise  dans  le  plan  fixe  et  dirigée  d'une  manière  quelconque ,  la  force     P    sersi 

équivalente  au  système  de  deux  autres  forces     P\  P'    dirigées  suivant  les  droites    AA\ 

A  A",  et  respectivement  appliquées  aux  points  A\  A".  Cela  posé ,  si  l'on  nomme 
b»  la  vitesse  du  point  A ,  on  aura  nécessairement ,  en  vertu  du  théorème  énoncé 
dans  le  premier  paragraphe , 

(5)  P  «  cos  (P?6))  =  P'«'  cos  (P>'  )  +  P  Vcos  {P\  «•) . 


D  ailleurs,  les  droites     AA\  A  A'    étant  perpendiculaires  aux  directions  des  vitesses 


w\  ta" y    on  aura  encore 


(4)  co5(pC«')=o,         co8(P",w'')f=o. 


Donc ,  la  formule  (3)  doimera 


A 


(l)  P»C08(P,w)  =0  , 

quelles  que  soient  leç  valeurs  des  quantités     P,  (P,<^)  »     et  par  conséquent 
(a)  w  =  o. 
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Cette  conclusion  étant  contraire  k  l'hypothèse  admise  dans  renoncé  du  théorème  a ,  il 
est  clair  que  le  point    A    ne  saurait  exister.  Donc  les  yitesses  de  deux  points  quelcon- 
ques   A\  A"    sont  'dirigées  suivant  des  droites  parallèles. 

II  reste  à  faire  voir  que  les  vitesses    «',  m'    sont  égales.     Or,  considérons  d'abord  le 

cas  où  la  droite  A' A"  n'est  pas  perpendiculaire  aux  directions  de  ces  yitesses.  Le  point 
d'application  d'une  force  P,  dirigée  suivant  cette  droite,  pourra  être  transporté  soit  en 
A\    soit  en    A".     On  aura  donc 

(5)  P«'cos(P^'')=P6.'co8(i>,'^') 

et,  puisque  les  angles  (P,  ^' ) ,  (P,  »')  seront  ^anz,  san3  être  droits ,  on  tirera  de  la  for- 
mule (5) 

(6)  6>'=«'. 


Si  la  droite  A'  A"  était  perpendiculaire  aux  directions  de  toutes  les  TÎtesses ,  on  choi- 
sirait hors  de  cette  droite  un  point  quelconque  A  dont  on  désignerait  la  vitesse  par 
M  ;  puis ,  en  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire ,  on  établirait  les  équations  »'=«», 
6»'=  ft» ,     desquelles  on  tirerait  encore    t»^  =  «' . 

?•*  TnioBBiiB.  Si,  à  une  ipaquû  quelconque  du  tneuvement,  un  $eut  point  du  sys^ 
tème  invariable  a  une  vitesie  nulle,  la  vitesse  d^un  second  point  choisi  arbitrairement 
sera  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  mené  du  premier  point  au  second,  et  propor- 
tionneUe  à  ee  rayon  vecteur, 

Démonstration.  Soit  O  le  point  unique  dont  la  vitesse  est  nulle ,  et  t»  là  vitesse 
d*un  autre  point    A    choisi  arbitrairement.  Si  l'on  applique  au  point    O    une  force 

P  dirigée  suivant  OA ,  son  moment  virtuel  sera  nul;  et,  comme  on  pourra  trans- 
porter le  point  d'application  de  la  force  P  de  O  en  >1 ,  on  aura  encore],  en 
vertu  du  théorème  établi  dans  le  premier  paragraphe, 

A 

(;)  Pwcos{P,w)  =  o; 

puis  l'on  en  conclura ,  en  observant  que  les  quantités    P,  »    ne  sont  pas  nulles , 

A  A  ,P 

(7)  cos(P,«)=5  0,         (P,»)  =  — . 


Donc  Taogle  (P,u)   sera  droit ,  et  la  vitesse   ^   perpendiculaire  an  rayon  vecteur  0^« 

Soit  maintenant    m'    la  vitesse  d'un  troisième  point    A'.    Cette  vitesse  sera  ^le- 
II. «  ANNis.  10 
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même  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  O  A\  Cela  posé ,  appliquons  aux  points  A 
et  O  deux  forces  égales  à  Q,  et  formant  un  couple  »  dont  la  première  soit  dirigée 
suirant  la  même  droite  et  dans  le  même  scna  que  la  vitesse  «  •  •  La  somme  des  mo- 
ments virtuels  des  deux  forces  du  couple  se  réduira  au  moment  virtuel  de  la  première, 
et  par  conséquent  au  produit 

Concevons  en  outre  qu*on  applique  aux  points  A^  et  .  O  deux  nouvelles  forces  Q' 
qui  forment  un  second  couple  équivalent  au  premier ,  et  qui  soient  dirigées  suivant  des 

droites  perpendiculaires  au  rayon  vecteur  OA\  Les  moments  linéaires  des  deax 
couples  devant  être  égaux ,  si  Ton  désigne  »  pour  abréger»  par     r,r'    les  rayons  vecteurs 

O  A ,    ÔA\    on  aura  nécessairement 

(8)  Q'r'  =  Qr. 

D'ailleurs  la  sonidne  des  moments  virtuels  des  forces  du  second  couple ,  savofr 

<?Vcos«?S«')  =  ±L<?V 
devra  être  égale  à  la  somm»  de»  moment» virtools  dea  forces  du  prenter.  Ofi  aupa  donc 


(9)  ÇVcos«?C«')  =  ^<?'«'  =  Ç«> 

et  par  suite 

A  A 

(10)  COS«?%w')=r:i,  OU  «?',«')  =:o, 

(11)  çv  =  <2». 

Or,  il  résulte  de  Téquation  (10)  que  la  vitesse  &>'  est  dirigée  dans  le  sens  de  la  ibrce 
Q\  Donc  les  vitesses  »,  t»'  sont  dirigées*  ainsi  que  les  forces  Q  et  Q\  de  ma- 
nière à  faire  tourner  dans  le  même  sens ,  autour  du  centre  O  »  les  deux  points  A 
et  A';  ce  qu*il  était  aisé  de  prévoir.  Quant  à  1(l  formule  (1 1)  »  si  on  la  combine  avec 
la  formule  (8) ,  on  en  tirera  immédiatemenl 


(>») 


0/         &> 

T  r 


Donc  les  vitesses  dea  points  •  A    tt   A'     soart ,  non  «*  seulement  perpendictflarres  aux 
rayons. vecteurs    r,  r' ,    mais  encore  proportionnelles  h  ces  rayons  vecteurs. 
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Dans  le  mouvement  que  nous  venons  de  considérer  »  la  vitesse  d*un  point  placé  & 
Funité  de  distance  du  centre  O ,  est  ce  qu*on  nomme  la  vitesse  angulaire  du  système 
invariable  autour  de  ce  même  centre.  SI  Ton  désigne  la  vitesse  angulaire  par  «  »  la 
vitesse  du  point    A ,     situé  à  Textrémité  du  rayon  vecteur    r ,     sera  déterminée  par 

la  formule     —  =  *  #    ou 

r 

{i3)  w  =  rif. 

Lea  théorèmes  i  »  a  et  3  indiquent  toutea  les  relatiooi  qui  peuvent  exister  entre  les 
vitesses  de  points  matériels  liés  invariablement  les  uns  aux  autres  »  et  compris  dans  un 
plan  fixe  dont  ils  ne  doivent  jamais  sortir*  Ces  théorèmes  prouvent  que  les  vitesses 
dont  il  s'agit  sont  toujours  celles  que  présenterait  le  système  pris  dans  Tétat  de  repos  » 
ou  transporté  parallèlement  à  un  axe  fixe,  ou  tournant  autour  d'un  centre  fixe.  Ajoutons 
1/  que  le  mouvement  de  translation  parallèlement  à  un  axe  fixe»  se  déduit  du  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  centre  fixe ,  quand  ce  centre  s'éloigne  à  une  distance  in- 
finie de  t'erigine  des  coordonnées  »  s.*  que  le  centre  de  rotation  est  un  point  dont  la 
position,  déterminée  à  chaque  instant,  varie  en  général  d'un  moment  à  Tautre  dans  le 
pkn  qoe  l'on  considère*  C'est  pour  cette  raison  que  nous  désignerons  le  point  dont  il 
s^agit  se«s  le  nom  de  centre  instantané  de  rotation. 

* 

Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  indiquant  quelques  propriétés  remarquables  du 
contre  instantané  de  rotation  d'une  surface  plane  d'une  étendue  indéfinie,  et  dont  les 
points,  liés  invariablement  les  uns  aux  autres,  se  meuvent  sans  sortir  d'un  certain 
plan.  Nous  observerons  d'abord  qu'à  la  fin  d'un  temps  désigné  par  I,  les  diflérents 
points  de  la  surface  mobile  occuperont  dans  l'espace  des  positions  déterminées ,  et  que 
Tun  d'eux I  le  point  O ,  par  exemple ,  sera  le  centre  instantané  de  rotation*  De  plus, 
il  est  clair  qu'à  cette  époque  on  pourra  faire  passer  par  le  point  O  deux  courbes 
distinctes  tracées  de  manière  è  comprendre  la  première  tous  les  points  de  la  surface 
mobile,  et  la  seconde  tous  les  points  de  l'espace,,  qui  deviendront  plus  tard  des  centres 
instantanés  de  rotation.  Cela  posé,  soit  A  le  point  de  la  première  courbe  qui  de- 
viendra centre  de  rotation  à  la  fin  dn  temps  f  -f-  à  t ,  en  s'appliquant  sur  un  point 
correspondant  de  la  seconde  cMrbe  désigné  par  B.  Soit  d'aillenrs  ^s  l'arc  OA 
mesuré  sur  la  première  courbe,  et  regardé  comme  l'accroissement  .d'un  are  fini  s 
aboutissant  au  point  A,  Si  l'on  considère  la  quantité  M  comme  infiniment  petite 
du  premier  ordre  »  l'arc  AB  que  le  point  A  aura  parcouru ,  pendant  l'instant  A  i, 
pour  arriver  à  la  position  B ,  sera  évidemment  une  quantité  infiniment  petite  d'un 
ordre  supérieur  au  premier.  En  eflet,  pour  le  démontrer,  il  suffira  de  faire  voir  que  le 
rapport  de  ce  dernier  arc  à  M  est  une  quantité  infiniment  petite.  Or ,  ce  rapport 
i^présente  précisément  une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que  prend  la  vitesse  du 
point     A    pendant  l'instant     ^t;     et  par  conséquent  il  a  pour  mesure  le  produit  qu'on 


^ 


^ 
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obtient  en  multipliant  une  valeur  moyenne  delà  vitesse  angulaire  pur  une  valeur  moyenne 
de  la  distance  infiniment  petite  qui ,  à  cette  époque  du  mouvement  »  sépare  le  point  A 
du  centre  de  rotation.  L'arc  A  B  sera  donc  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre 
supérieur  au  premier,  tandis  que  l'arc  OA  ou  A«  sera  en  général  une  quantité  infi- 
niment petite  du  premier  ordre.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  les  arcs  OA,  OB , 
comptés  à  partir  du  point  O  sur  les  deux  courbes  ci -dessus  mentionnées,  auront 
pour  différence*  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  Donc 
ces  deux  courbes  seront  tangentes  l'une  à  l'autre  [voyez  le  tome  L*,  pag.  177  et  suiv.] , 

et  le  rapport     —    ne  variera  pas  sensiblement  quand  on  y  remplacera  l'arc    OA    ou 

As 
^ê    par  l'arc     OB.     Donc,  si  l'on  désigne  par    y^    la  limite  du  rapport    -—  ,  c'est- 
à-dire  ,  si  l'on  fait 

04)  v  =  -. 

V  exprimera  tout  k-la-fois  la  vitesse  avec  laquelle  le  centre  instantané  de  rotation  se 
déplace j  en  passant  d'un  point  à  un  autre»  sur  la  surface  mobile,  et  la  vitesse  avec  la- 
quelle le  même  centre  change  de  position  dans  l'espace.  Ajoutons  que  la  première  courbe, 
entraînée  par  le  mouvement  de  la  surface  sur  laquelle  elle  est  tracée,  parcourra  une 
portion  de  l'espace  qui  aura  pour  enveloppe  la  seconde  courbe;  et  que  ,  si  l'iiistant  ai 
acquiert  une  valeur  finie,  les  arcs  correspondants  OA,  OB,  mesurés  sur  les  deux 
courbes  ,  offriront  pour  différence  une  longueur  infiniment  petite  ,  non  plus  du  second 
ordre,  mais  du  premier,  c'est-à-dire  qu'ils  seront  égaux  entre  eux. 

• 

Dans  le  cas  particulier  où  l'une  des  courbes  que  l'on  vient  de  considérer  se  réduit  à 
un  point,  on  doit  en  dire  autant  de  l'autre.  Alors  la  quantité  ci-dessus  désignée  par  0 
s'évanouit,  et  le  centre  instantané  de  rotation  conserve  toujours  la  même  position  non- 
seulement  dans  l'espace ,  mais  encore  sur  la  surface  mobile. 


S  5.  Sur  le  mouvement  d'un  système  de  points  matériels,  placés  arbitrairement  dans 
^  C espace ,  et  liés  invariablement  les  uns  aux  autres. 

Considérons  un  système  invariable  de  points  matériels  qui ,  au  lieu  d'être  renfermés 
dans  un  plan ,  soient  distribués  arbitrairement  dans  l'espace ,  et  se  meuvent  d'une  ma- 
nière quelconque.  Alors ,  à  la  place  des  théorèmes  1  et  3  du  §  2 ,  on  obtiendra  immé- 
diatement les  propositions  que  nous  allons  énoncer. 

1.*'  TnioRÊME.  Si ,  à  une  époque  quelconque  du  mouvement ,  trois  points  du  système 
invariable,  non  situés  sur  une  mém^  droite  s  ont  des  vitesses  nulles,  les  vitesses  de  tous 
les  autres  points  se  réduiront  à  zéro. 


(77) 
Bimmutration.  Ce  théorème,  qui  est  érideot  par  lutm^me,  quand  les  trois  pointi 
doonés  ont  des  viteises  coostammaot  Dulles,  c'est-à-dire  quand  ils  demeurent  en  repos, 
peut  être  démontré  dans  tous  les  cas  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Soient  A',  A*,  A'"  les  poinU  non  sttnét  eu  ligne  droite,  dont  on  suppose  les 
Tïtesses  nulles,  et  w  la  vitesse  d'un  quatrième  point  A  choisi  arbitreiremenl.  Si 
('on  applique  k  ce  dernier  point  une  force  P  dirigée. d'une  maniëre  quelconque,  on 
pourragé&éralement  la  décompowrvô  trois  autres  forces  P',  P',  P'"  dir^ées  suivant 
les  droite!  AA',  A  A',  AA'".  D'ailleurs^  ces  droites  étant  iuvarialilefl ,  on  pourra 
sd^poser  la  force  P'  appliquée  an  point  A',  laforce  P'  au  point  A',  la  force 
P'"  au  point  A'",  et  alors  la  somme  des  moments  virtuels  de  ces  trois  forces  s'éva- 
nouira. Donc  la  force  P,  équivalente  au  système  des  trois  autres  ,  devra  eUe-mfime 
fournir  un  moment  virtuel  égal  fc  zéro.  On^  anra  donc 

(i)  i»».cos(l»,«)  =  o, 

quelles  que  soient  les  valeurs  des  quantités     P,  {P.") ,    et  par  conséquent 

(3)  u  =  0. 

La  démonstration  précédente  ne  serait  plus  applicable ,  si  ]«  point  A  était  situé 
dans  le  plan  du  triangle  A'  A' A'".  Mais  alors  il  suffirait  de  remplacer  ta  lone  P 
par  trois  forces  parallèles  P',  P',  P'"  respectivement  appliquées  auE  points  A", 
A',  A'"  pour  démontrer,  comme  on  vient  de  le  faire,  les  équations  (1)  et  {%) ,  et  l'on 
reconnaîtrait  encore  par  ce  moyen  que,  dans  l'hypothèse  admise,  la  vitesse  du  point 
A    se  réduit  A  zéro. 

a.*  Thâobbvb.  Suppôtotu  fu'à  uni  époque  quôiconijue  du  mouvmrunt  deux  point» 
du  rystèiM  invariable  aient  de*  vitettet  nulle» ,  et  que  tout  Ut  point»  titué»  kort  de  la 
droite  qui  joint  te»  deux  premier»  aient  de»  vitettet  diffirenlet  de  zéro.  On  pourra  dit 
tort  affirmer,  1.*  que  te»  vite»»ei  det  diver»  point»  titué»  »ur  la  droite  dont  il  t'agit  te 
riduitent  à  zémt;  a.*  que  la  vitetae  (Tun  point  ehoiti  arbitrairement  kort  de  la  même 
droite  e»t  non-ieulement  perpendtcutaire  au  plan  qui  renferme  tout  à-la-fois  le  point  et 
Ut  droiu,  et  par  coméquent  à  leur  plu»  courte  dittanee  r,  mat»  encore  proportion- 
nelle à  la  longueur     r. 

Démonttralion.  Soient  O' ,  O'  les  deux  points  dont  on  suppose  les  vitesses  nulles , 
et  u  la  vitesse  d'un  troisième  point  O  choisi  arbitrairement  sur  la  droite  O'O'. 
(1  suiCra  d'appliquer  b  ce  troisième  point  une  force  P  dirigée  d'une  manière  quel- 
conque ,  puis  de  remplacer  la  force    P    par  deux  ibrces  parallèles  appliquées  aux  points 


\ 
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0\  O'f  «t  d*a?oir  égard  au  théorème  éôoncé  dtfis  le  premier  paragn^ibe^  peur  établir 
les  équalioo^  (1)  et  (s) ,  doiU  la  aeo^nde  expriaie  que  la  vitesse  du  point  O  se  réduit 
à  zéro. 

Concevons  à  présent  que  Ton  désigne  par    » ,    non  plui  la  vitesse  d*uD  point  situe 

sur  la  droite  0*0",  mais  la  vitesse  d'un  point  A  situé  hors  de  eette  droite.  Si 
Ton  applique  h  ce  point  uqe  force  P  dont  la  direction  soit  comprise  dans  le  plan 
0*0"  A ,    on  pourra  décomposer  la  force    P    «n  deux  autres  forces    P\  P'    dirigées 

suivani  les  droites  A0\  AO".  D'ailleurs  »  ces  droites  étant  invariables ,  on  pourra 
supposer  la  foroe  P*  appliquée  au  peint  0\  la  force  P"  an  point  O^ ,  et 
alors  la  somme  des'  moments  virtuels  de  ces  deux  forces  s'évanouira.  Donc  la  force  P» 
équivalente  an  système  des  deux  autres  »  devra  etle-méme  fournir  un  moment  virtuel 
égal  à  zéro ,  en  sorte  qu^on  aura  .  ^ 

/\ 

(l)  i*«C08(J*,»)=O. 

Ponc ,  puisque  les  quantités  o* ,  P  sont ,  par  hypothèse  »  différentes  de  zéro ,  l'on  aura 
encore 

A  A  7r 

(5)  cos  {Pp  w)  =  o  ,         ou         (P,  w)  =  — . 

Cette  d^nière  coa4itioa  devait  6tre  remplie ,  Quelle  que  soil  la  droite  comprise  dans  le 
plan  AO'O"  et  suivant  laquelle  on  suppose  dirigée  la  force  P,  on  peut  affirmer 
que  la  direction  de  la  vitesse  iki  sem  perpendiculaire  è  toutes  tes  droites  renfermées 
dans  ce  plan^  et  pai»  eoiMéquept  au  plan  lui-même. 

Soit  maintenant    t^^    la  vitesse  d*un  nouveau  point    A\    situé»  comme  le  point    A, 

hors  de  la  droite     O'O".     La  vitesse     a»'     sera  perpendiculaire  au  plan    AO'O'* 

Soient  d*ailleurs  B^  B'  les  points  où  ta  droite  O'O"  est  rencontrée  par  les  per- 
pendiculaires abaissées  sur  elle  des  points     A,   A';     et  désignons  par    r,   r'     les 


■        >        ^^B» 


longueurs     A  B  »  A^B^,     qui  mesurent  les  plus  courtes  de  ces  pomts  à  la  droite     O  0'. 

Enfin ,  appliquons  aux  extrémités  de  la  droite  A  B  deux  forces  égales  k  Q ,  et  for- 
mant un  couple ,  dont  la  première  soit  dirigée  suivant  la  même  droite  et  dans  le  même 

sens  que  la  vitesse  »;  .puis  au&  e^ctrémités  de  la  droite  A'B'  deux  forces  égales  à 
Q,  et  formant  un  autre  couple,  dont  la  première  soit  dirigée  suivant  la  même  droite 
que  la  vitesse  &>\  Si  les  deux  couples  deviennent  équivalents ,  leurs  moments  linéaires 
feront  égaux,  ainsi  que  les  moments  virtuels  des  forces  Q  et  Q'  respectivement  ap- 
pliquées aux  points     A  et  A*,     On  aura  donc  alors 

(4)  Q't'^Qt, 
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(5)  Ç'»'c<.!((r-')=±  (/'.'=<?.; 

el  par  suilc 
((!)  co.(9>')  =  i,        oa        «?^.')  =  o, 

m  ^=^.  .    ■ 

Il  résulte  de  l'éqnaLion  (G)  qiw  la  fitesse  »'  ect  dirigée  dan»  le  aiôiae  sens  que  la 
force  Q'.  Donc  lea  vitesces  u«  w'  sont  dirigées ,  ainsi  qae  les  force*  Q  ^  Q' , 
de  manière  k  faire  tourner  dans  le  mémo  aeni,  autour  dn  conire  O,  lea  deux  points 
A  et  A';  ce  qu'il  était  ai«é  de  prévoir.  Quant  h  la  fonania  (8),  eUe  exprime  q«e  les 
TÎtesses  des  points  A ,  A'  sont  proportioaneiles  aux  phis  courtes  distnoe*  de  ces 
psiits  à  la  droite     O'O'.  , 

Dans  te  aM>ur«BMDl  que  not»  reaODS  de  conâdérer ,  les  Tilosies  des  différants  poiale 
da  système  invariable  ont  entre  eRes  les  méihes  relatioils  que  si ,  la  droite  OÙ'  étant 
Sie,  le  sysibme  teurnatt  autour  de  cette  droite.  On  désigne  ponr  cette  raison  la  droite 
00'  sous  le  nom  d'an»  ifutatUani  dé  rotation .  et  Ton  nomme  vite$K  angulaire  du 
ifilëme  la  rîtesse  d'un  point  placé  à  l'unité  de  distance  de  cet  axe.  Si  l'on  représente 
par  >  cette  vilesie  angulaire,  )a  vîteite  d'an  satre- point  A,  situé  ft  la  distance  r 
de  l'axe     00',     sera  déterminée  par  la  formule 

(9)  -«r». 

Si  noas  s'avon  pM  examiné  dans  ce  pangraphe  le  cas  o^  «i  seul  point  d>  s^rstème 
infariable  aurait  une  vitesse  nulle ,  c'est  que  ce  cas  ne  peut  jamais  se  présenter  qtliifiA'le 
tysttme  invariable  a  plus  de  deux  dimensions.  Suppesona  en  effet  que  le  point  O  ait 
uQc  vitesse  nulle;  soit  <"  la  vitesse  d'un  autre  point  A  choisi  arbitrairement ,  et 
«Ppliquints  à  <b  dernier  poiot  une  fbree  P  dirigée  suivant  la ^ite  AO.  La  mo- 
ment virloel  M  catt«  force  devra  conserver  la  même  valeur  quand  oH  transportera  le- 
point  d'application  de    A  ea  O.     On  anra  en  coBséqbence 


(•) 

r.co.(j>,«)=o 

el  l'on  en  conclura 

(») 

•  1=0, 

(8o) 

OU 


^  ^  TT 


(3)  eo»(P,«)  =  o,       (P,»)  =  — . 

Donc  la  vitesse  du  point  A  sera  nulle  on  perpendiculaire  au  rayon  vecteor  OA. 
Gela  posé,  soient  A\  A"  deux  nouveaux  points  du  système  invariable  tellement  choisis 
que  le  plan  A  A'  A"  ne  renferme  pas  le  point  O;  et  désignons  par  *»',«»'  les 
vitesses  des  points    A',  A'*     Si  les  trois  vitesses    m,  »',  fn'    différent  de  zéro •  elles 

seront  respectivement  perpendiculaires  aux  trois  rayons  vecteurs  OA^  0A\  OA'; 
et  la  vitesse  «>>  ne  pourra  être  parallèle  aux  deux  autres  »  puisque  les  trois  rayons  vec- 
teurs ne  sont  pas  compris  dans  un  même  plan.  Admettons  »  pour  fixer  les  idées ,  que 
des  deux  vitesses  a>^  »^  la  première  »'  ne  soit  pas  parallèle  à  »•  Les  plans 
menés  par  les  points  A ,  A'  perpendiculairement  aux  directions  de  ces  Vitesses  se 
couperont  suivant  un  axe  qui  passera  par  le  point  0\  et»  si  Ton  nomme  C  un  se- 
cond point  de  cet  axe ,  une  force    It    appliquée  au  point     G    pourra  être  décomposée 

en  trois  antres  forces     Q »  Q\  Q"    respectivement  dirigées  suivant  les  droites     CA, 

CA\  C  O.  D'ailleurs  p  ces  droites  étant  invariables»  on  pourra  supposer  la  force  Q 
appliquée  au  point  A,  la  force  Q'  au  point  A^,  la  force  Q^'^  au  point  0 
dont  la  vitesse  est  nulle ,  et  alors  la  somme  des  moment^  virtuels  de  ces  trpl4  dernières 
forces  se  trouvera  réduite  au  binôme 

A  /\ 

<?»cos(Q,«)  +  <?'«'cos  «?',«'), 

A  A 

c*est-k-dire  à  zéro,  puisque  (Qf»)»  {Q',^^')  seront  évidemment  deux  angles  droits. 
Donc  la  force  R ,  équivalente  au  système  des  trois  autres ,  devra  eUe-mônie  fournir 
un  moment  virtuel  nul  ;  et ,  comme  cette  force  est  arbitraire  en  grandeur  ainsi  qu'en  di- 
lection ,  il  faudra  nécessairement  que  la  vitesse  du  point  C  auquel  on  la  suppose 
appliquée  se  réduise  à  zéro, 

On  peut  donc  affirmer  que,  dans  le  mouvement  d'un  système  invariable ,  quand  la  vi- 
tesse d*un  point  se  réduit  à  zéro ,  d'autres  points  ont  pareillement  des  vitesses  nulles. 
Dans  ce  cas ,  les  relations  qui  existent  entre  les  diflférentes  vitesses  sont  celles  qu'indique 
le  théorème  a.  Alors  aussi  la  vitesse  d*un  point  pourra  être  complètement  déterminée, 
non-seulement  en  grandeur ,  mais  encore  en  direction ,  si  Ton  connaît  les  coordonnées 
de  ce  point ,  la  direction  de  l'axe  instantané  de  rotation ,  et  le  sens  dans  lequel  le  corps 
tourne  autour  de  cet  axe ,  avec  la  vitesse  angulaire.  En  effet ,  soient ,  pour  un  instant 
donné,  «  cette  dernière  vitesse  «  i,  n,  K  les  coordonnées  d'un  point  O  situé  sur 
Taxe  instantané  de  rotation ,  x,  j,  z  les  coordonnées  d'un  point  A  placé  à  la  dis- 
^nce   T    du  même  axe ,    «    la  vitesse  du  point    A ,    enfin    « ,  p  >  7    et    X ,  p ,  v    les 


(8i) 

angles  que  forment  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  posilives,  k«  la  direction 
de  la  ^tesse     »  ,     s.*  Taxe  instantané  de  rotation  prolongé,  à  partir  du  point     O, 

dans  une  direction  OO'  telle  que  la  vitesse  tù  produise  autour  de*  OO'  un 
mouvement  de  rotation  de  droite  à   gauche.  Concevons  d'ailleurs  que  la  vitesse     &> 

soit  représentée  par  une  longueur     AB     portée  sur  sa  direction  h    partir  du  point 

A  »     et  la  vitesse  angulaire  '  ir    par  une  autre  longueur     OC    comptée  à  partir  du 

point  O  dans  la  direction  00\  Oo  pourra,  en  prenant  un  point  quelconque 
de  Tespace  pour  centre  des  moments ,  construire  ce  que  nous  nommerons  les 
moments  linéaires  des  vitesses    f»  et  ft ,     c'est-à-dire,  les  moments  linéaires  de  deux 


forces  AB ,  OC  qui  seraient  représentées  par  les  mômes  droites  que  ces  vitesses. 
Gela  posé,  il  est  clair  que,  si  l'on  place  le  centre  des  moments  au  point  A ,  la  vi- 
tesse &>,  mesurée  par  le  produit  rit,  et  dirigée  suivant  un  demi -axe  perpendicu- 
laire au  plan  A  00'  coïncidera  en  grandeur  et  en  direction  avec  le  moment  linéaire 
de  la  vitesse  angulaire  v.  Donc  les  projections  algébriques  de  la  vitesse  »  sur  les 
axes  coordonnés  seront  équivalentes  aux  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de 
la  vitesse     tt ,     c'est-à-dire,  aux  trois  produits 

ir[(ii-jr)cosv-(Ç-^)oo3fAl>        »[(Ç-«)co5X.(Ç-4P)cpsv],       ir[(Ç-a?)coSf»- (V-/)cos>j , 

de  sorte  qu'on  aura 

bi  COS  oc  =:=  ar  [(i)  -^)  C08  v  -  (Ç  -  s)  COSft]  t 

(lo)  {     «cosp=»[(Ç-«)cosX-(Ç-a?)cosv]  , 

o>cos7=a[((-jr)cosp-(ii-/)cosX]  . 

Si  le  point     O    était  l'origine  môme  des  coordonnées,  les  formules  (lo)  se  réduiraient 
aux  suivantes 

(n)     6>coss=-ar(/oosy-<co8fi},     fti0O8p=-a(scosX-scosy}9     MCOS7='-ir(â;oosf&-7CosX}. 

Lorsqu'un  corps  solide,  retenu  par  un  point  fixe  O,  vient  à  se  mouvoir,  la  vitesse 
de  ce  point  étant  toujours  nulle ,  le  corps ,  en  vertu  do  ce  qui  précède ,  ne  peut  que 
tourner  à  chaque  instant  autour  d'un  certain  axe  passant  par  le  point  dont  il  s'agit.  Mais 
la  position  de  cet  axe  varie  en  général  d'un  instant  à  l'autre  dans  le  corps  et  dans  l'es- 
pace. Cela  posé,  concevons  qu'au  bout  du  temps  t ,  l'axe  instantané  de  rotation  ren- 
contre aax  points  ^  et  2>  la  surface  décrite  du  point  O  comme  centre  avec  an 
rayon  équivalent  à  l'unité.  A.  cette  époque ,  les  pointé  C ,  D ,  situés  aux  deux  extré- 
mités d'un  mémo  diamètre ,  seront  les  centres  insta$itanés  de  rotation  de  la  surface 
sphérique;  et  il  est  clair  que  par  chacun  de  ces  points  on  pourra  faire  passer  deux 

IL' AiiKix.  11 


^ 
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oMrbea  traitées  sur  la  Mirfoce  sphéri^œ  de  manière  à  comprendre  »  la  premiève  totu  tes 
peints  da  corps ,  et  la  seconde  tous  les  peints  de  Teepaee,  qui  deviendront  plus  tard,  à  la 
place  dti  poiul  C  ou  D,  des  centres  instantanés  de  rotation  de  fa  même  surface.  Or, 
désignons  par  A  le  point  du  corps  qui ,  an  bout  du  temps  i-\ritt,  deviendra  centre 
de  rotatjon.de  la  surface  sphérique ,  à  la  place  du  point  C;  et  nommons  B  le  point 
de  l'espace  sur  lequel»  h  cette  époque»  le  point  A  viendra  s'appliquer.  Si  l'on  consi- 
dère AS  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre ,  les  arcs  CA,  CB,  mesurés 
à  partir  du  point  C  sur  les  deujL  courbes  qui  passent  par  ce  point»  seront  en  général 
des  infimment  petits  du  même  ordre;  mais  l'aro  AB,  que  te  point  A  sera  obligé 
de  parcourir  avant  de  s'appliquer  sur  le  pomt  B  »  sera  une  quantité  infiniment  petite 
d'un  ordre  plus  élevé.  Car  I9  rapport  de  ce  dernier  arc  à  l'instant  àt,  ou  la  vitesse 
moyenne  du  point  A  t>endant  cet  instant»  sera  une  quantité  très-petite,  attendu  que 
le  point    A    restera  très-voisin  du  centre  instantané  de  rotation  depuis  la  fin  du  tempt 

I  jusqu'il  la  fin  du  temps  1-4- Al.  Donc»  à  plus  raison»  la  distance  AB,  com-^ 
prise  entre  les  e&tréniités  des  arcs  CAp  C  B  ^  sera  une  quantité  infiniment  petite  d'un 
ordre  sopérieqr  au  premier.  Il  en  résulte  immédiafement  »  i.®  que  les  deux  courbes  me- 
nées par  le  point  C  seront. tangentes  l'uisà.  l'autre»  2.*  que  des  arcs  correspondants» 
mesurés  sur  ces  deux  courbes  à  partir  du  point  C ,  donneront  pour  différence»  s'ils 
sont  infiniment  petits  du  premier  ordre  »  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  plus 
élevé;  et»  s'ils  sont  finis»  une  quantité  infiniment  petite»  c*est-à-dire  nulle.  Soit  as 
Tun  de  ces  mêmes  arcs  »  considéré  comme  accroissement  d'un  arc  fini    s    aboutissant 

.    *  .    .  'A* 

au  point     C  *     Si  Ton  désigne  par     u     la  limite  du  rapport     —  »   c'est-à-dire»  si  l'on. 

fait 

ds 

u  exprimera  tout  2i-la-fois  la  vitesse  avec  laquelle  chacun  des  centres  instantanés  de  ro- 
tation se  déplace  sur  la  surface  sphérique  »  et  la  vitesse  avec  laquelle  il  se  déplace  dans 
l'espace.  Ajoutons  que  la  courbe  CA^  entraînée  par  le  mouvement  de  la  surbce 
sphérique  sur  laquelle  elle  est  tracée»  prendra  successivement  diverses  positions,  dans 
lesquelles  elle  se  trouvera  enveloppée  par  la  courbe     C  B . 

On  serait  encore  parvenu  à  des  résultats  du  même  genre»  aï  In  aorface  sphérique»  au 
lieu  d'avoir  pour  rayon  Tunité  de  fongueur*  avait  élé  décrite  »  dit  point  O  comme 
centre»  avec  un  rayon  quelconque.  Cela  posé»  on  déduira  sans  peine  des  principes  ci* 
dessus  éla(blis.  la  propositioa  suivante*. 

5.^  TnéoRÊME.  Concevons  quun  corps  solide,  retenu  par  un  point  fixe^  se  msuve 
d^une  manière  quelconque  autour  de  ce  point.  Supposons  (Cailteurs  qu*à  un  instani 


N 


rlonné  an  trace ,  i  .J  datait  corps,  s.*  dans  fe^ipacB^  U$  différenteê  droites  avec  tesqueUcs 
coineldera  suecessivemeni  Paxe  instanta fié^ de  rotation.  Tandis  que  la  surface  conique  ^ 
qui  aura  pour  génératrices  les  droites  tracées  dans  le  corps  solide ,  sera  cntrainfepàr  te 
numvement  du  corps.  Me  touchera  constamment  la  surface  conique  qui  aura  pour  ^o^ 
nératrices  les  droites  tracées  dans  C espace,  et  par  conséquent  la  seconde  surface  ne  seira 
autre  'chose  que  Cenveloppe  de  la  portion  de  C espace  parcourue  par  la  première* 

Admettons  maintenant  qu*ane  droite  mobile ,  assujettie  à  passer  par  le  point  O , 
suive  Taxe  instantané  de  rotation  dans  ses  positions  successives.  La  quantité  u ,  dé- 
terminée par  la  formule  (la)  »  représentera  évidemment  la  vitesse  angulaire  avec  laquelle 
cette  droite  tournera  autour  du  point  O  en  changeant  de  position ,  soit  dans  le  corps  » 
soit  dans  Tespace. 

Lorsqu'une  des  surfaces  coniques  mentionnées  dans  le  théorème  S  se  réduit  à  une 
droite 9  on  doit  en  dire  autant  de  l'autre  surface.  Alors  la  quantité  m  s'évanouit,  et 
Taxe  instantané  de  rotation  conserve  toujours  la  même  position ,  non-seutemcut  dans 
fespace»  mais  encore  dans  le  corps  solide.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant. 

4-^  THioRÊVB.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  te  théorème  5  »  si  Cnxé  'ins- 
tantané de  rotation  devient  fixe  de  position  dans  le  corps  èolide,  it  sera  fiœe  daits 
C  espace,  et  réciproquement. 

On  peut  remarquer  que  la  première  partie  du  4**  théorème  est  évidente  par  elle  mômë* 
Car  y  lorsque  les  mêmes  points  du  corps  se  trouvent  constamment  sur  l'axe  de  rotation  , 
cbacon  de  ces  points  a  constamment  une  vitesse  nulle»  el  demeure  en  coméquesce  im- 
mobile  dans  l'espace. 

Il  reste  maintenant  à  faire  connaître  les  relations  qui  peuvent  exister  entre  les  vitesses 
des  différents  points  d'un  système  invariable  ou  d'un  corps  solide,  quand  toutes  ces  vi^ 
tesses  diil^rent  de  zéro.  Pour  y  parvenir ,  nous  commencerons  par  établir  une  propositiot^ 
auxiliaire  dont  voici  TénoBcé. 

5.*  TBioREHE.  Supposons  que  deux  points  matériels  A,  A'  se  meuvent  dans  Ces^ 
pace  dCune  manière  quelconque,  et  qu^un  observateur,  placé  sur  le  point  A',  dé- 
termine, pour  un  instant  donné ,  la  vitesse  apparente  du  point  A  »  La  vitesée  absolut 
de  celui-ci  sera  représentée,  non^ seulement  en  grandeur,  mais  encore  en -direction , 
par  la  diagonale  du  parallétogramme  construit  sur  la  vitesse' apparente  m  et  sur  une 
longueur  égale'  et  parallèle  à  la  vitesse  absolue  du  point    A\ 

Démonstration.  Rapportons  les  positions  de  tous  les  points  de  Fespace  it  trois  axes 
fixes  qui  se  coupent  à  angles  droits;  et  désignons  »  au  bout  du  temps  ts  par  ^i/»  ^ 
les  coordonnées  du  point  A ,  par  x\  y'  z'  celles  du  point  A'.  Soient ,  à  la 
même  époque  9 


(i5) 
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r = v/[(* — «')•  +  (r  — /)•  +  (» — *')•] 


la  ditUoce  des  points    A,  A';     « ,  m'    lears  vitesses  absolues ,  représentées  par  de.« 

Idngueiirs  AB^  A'B'  portées  sur  les  directions  de  ces  vitesses;  et  a,  p  »  ^;  %*,  ^\  7' 
les  angles  que  forment  ces  directions  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  Los 
projections  algébriques  des  vitesses  absolues     u  »  «>'    seront 


(«4) 

et 

(i5) 


fr»  COS  a  ==: 


dx 


wCOSp  =  —  , 


da^ 


dz 
»C0S7=  — - , 
ut 


dz' 


M'cOSa'=^,  w'cOSp'  =  -^,  «'C0S7'=-7- 

dt  dt  ai 


Concevons  d'ailleurs  qu'un  observateur^  placé  sur  le  point  A\  mesure  à  chaque  instant 
le  rayon  vecteur  r  mené  du  point  A'  au  point  A,  et  les  angles  formés  parce 
rayon  vecteur  avec  les  demi  -  axes  des  coordonnées  positives ,  ou  plutôt  avec  trois  demi- 
axes  parallèles  menés  par  le  point  A\  Les  angles  dont  il  s'agit  seront  ceux  dont  le^ 
cosinus  sont  équivalents  aux  trois  fractions 


(16) 


XP-Of 


y-y 


%^z' 


« 


et  Fobservateur  aura  tous  les  éléments  nécessaires  pour  déterminer ,  non  pas  le  mouve- 
ment  absolu  du  point  A  dans  Tespace,  mais  le  mouvement  relatif  ou  apparent  de  ce 
point  autour  du  point  A'  considéré  comme  immobile,  c'est-à-dire,  i.*  la  courbe 
que  le  point  A  ^  vu  du  point  A\  semblera  décrire,  9.*  l'intensité  et  la  direction 
de  la  vitesse  apparente  du  point    A ,     ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  les  trois  quantités 


(17) 


d{x-œ') 
dt 


à{y-y') 

dt 


d{z^z') 
dt 


qui  représeoleront  les  projections  algébriques  de  la  vitesse  apparente.  Cela  posé,  ad- 
mettons que  Ton  porte  à  partir  du  point  A,  et  sur  la  direction  de  sa  vitesse  apparente,  une 

longueur    A  E    propre  à  représenter  cette  même  vitesse;  puis,  sur  un  demi-axe  parallèle 

à  A^B\  une  longueur  AF  =  A^B\  Les  trois  longueurs  AB,  AE,  AF^ 
étant  projetées  sur  les  axes  des  x,  y  et  z,  donneront  pour  projections  algébriques 
les  quantités  (i4)»  (i^)  »  (^7)»  et,  comme  les  équations 


dx        dx'     ,    d{w-x') 

^**i  17 — dT-^—dT- 


^y  ^dy'         d{y-y) 
dt  dt    "^        dt 


dz_  dz'        d{M-t') 
di~^'^       dt 
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qui  subsistent  éTidemment  entre  ces  quantités  »  sont  entièrement  semblables  aux  équations 
qui  ont  lieu  entre  les  projectious  algébriques  de  deux  forces  appliquées^  un  point 
unique  et  de  lenr  résultante  »  on  peut  affirmer  que  la  première  longueur  sera  la. diagonale 
du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  autres. 

Ces  principes  étant  établis ,  considérons  un  système  invariable  ou  un  corps  solide  qui 
se  meuve  d'une  manière  quelconque  dans  Tespace.  Soient,  au  bout  du  temps  t,  a 
la  vitesse  d'un  point  O  choisi  arbitrairement  dans  le  corps  solide,  et  a,  b,  e  les 
angles  formés  par  la  direction  de  la  vitesse  A  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives.  Concevons  de  plus  qu'un  observateur  »  placé  au  point  O,  détermine  le 
mouvement  apparent  du  corps  autour  de  ce  point  regardé  comme  immobile*  Ce  mou^ 
vemeut  apparent  ne  pourra  être,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  qu'un  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  axe  instantané  passant  par  le  point  O.  Soient  >,  ft«  v 
les  angles  que  forme  cet  axe,  prolongé  à  partir  du  point  O  dans  une  direction  telle 
que  le  corps  tourne  autour  de  lui  de  droite  à  gauche ,  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
nées positives;  et  désignons  par  v  la  vitesse  angulaire  du  corps  solide  dans  le  mouvement 
de  rotation  apparent.  Enfin ,  représentons  toujours  par  Xp  jr^  ^  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  A  de  ce  même  corps.  Pour  l'observateur  placé  au  point  O ,  les 
projections  algébriques  de  la  vitesse  apparente  du  point     A    seront  respectivement 

(19)      ir[(ii-j)c08v-(Ç-«)C0^rf  ,      lf[(Ç-2)C0S^-(Ç-«)C0Sv],      ir[(Ç-«)c08f*- (u-j)c0S>]  , 

Donc*  en  vertu  lu  théorème  5,  la  vitesse  absolue  »  du  point  A,  et  les  angles 
a,  p,  y,  que  formera  la  direction  de  celte  vitesse  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives ,  seront  déterminés  par  les  équations 

uC0Sa  =  ÛCOSa+»(>lC0Sv-CC0SfA)  -trjCOSv-f  irxCOSfAy 

(20)  {     mcos^  =;ûoos^'f«(CcosX-{cosy)  •^vrcosX+y^cosv  9 

wcoS7  =  ûcosc+ir(ÇcoSfA-i]CosX}-vscosfA+vjcosl^  • 

Les  valeurs  précédentes  de  ft>cosa,  »Cosp,  WC0S7  ,  c'est-k-dire,  les< projections  algé- 
briques do  la  vitesse  absolue  du  point  A  sont  nécessairement  indépendantes  de  la 
position  du  point  O.  Elles  devront  donc  rester  invariables,  tandis  qu'on  fera  varier 
le  point  O,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées  aux  coordonnées  x , 
y,  z.  Il  en  résulte  que  les  coefficients  de  x,  jr^  z,  dans  les  seconds  membres  dès 
équations  (90)  ,  et  par  conséquent  les  trois  produits 

(91)  »C09>^  MtOëyLp  MCOSy 

ae  changeront  pas  de  valeurs ,  si  l'on  remplace  le  point  O  par  un  autre.  Donc  »  an 
bout  d'un  temps  quelconque     I,     la  vitesse  anguUiire    ft,     et  Us  angles    "^^  i^,  ytê 


(86) 

fui  diê0tmmml  ia  êifm9iên  éô  tuwô^  imkmiané  dmng  4û  «loitviBmeM  <4e  rê€a4iên  uppa- 
fmUi  $9$u  en  qwmiiiis  indép0ndaniêê  de  la  poshum  de  Cobeettttiemr*  £a  fireiiiièri)  de 
Ms  tpttnlité»  Mi  €8  qm  nous  nommerons  "la  viteeee  ineianumée  de  réunion  da  corps 
solide. 

Sopposons  à  présent  qoe  le  point  O  coïncide ,  au  boot  du  temps  t,  avec  l'ori^lite 
même  des oooréounées.  On  aura ,  dans oecas,  (^Oj^i^o^C^o,  olies formules 
(so)  se  rédmront  k 

ucosa  =  ncosa-v(7cosy-^co8p)  , 

* 
(as)  {     uoo8^r=:aco8^-«(scosl-*«oo8v)  f 

wC087  =  aC08C-ir(«COS/i-JCOSX)  . 

Soient  d'ailleurs  9,  ^  les  angles  que  forment  les  directions  des  vitesse^  %^,  a  avec 
la  dîreclion  de  Taxe  inslantané  de  rotation.  On  aura  évidemment 


(»4) 


COS^  =  COSaCOSX  -(-  COSpcOSp  -^  C0S7COS'V  , 

cosA  =  cosacos^  +  cos6cos;a  -4-  COSCCOSv  » 


et  Ton  lirera  des  formules  (29) ,  respectivement  multipliées  par    cos:^  cosp,  cos«  ^ 


(25) 


fl*C08^  =  ÛC08À. 


Cette  dernière  équation  prouve  que  ta  viies$e  abêotue  d^un point  quelconque  A  du  corps 
solide,  étant  projetée  sur  la  direction  d^un  axe  inetanUtné  de  rotation,  fournit  une  pro- 
jection constante,  c'est-à-dire  indépendante  de  la  pêeition  du  peint  A*  On  en  con- 
clut que  la  vitesse  »  obtiendra  la  plus  petite  valeur  possible ,  lorsqne  sa  direction 
sera  parallèle  à  celle  des  axes  de  rotation.  Or ,  cette  condition  sera  remplie ,  quand  les 
coordonnées    x,  y ,  z    vérifieront  la  formule 


(26) 


acosa-ir(ycosy-?cosp)  ûco»^-ir(^cosX-«cosv)  ûco8g« •  (jgcoa|i-y C05I) 


cosl 


COSfi 


COSv 


que  Ton  peut  remplacer  par  les  équations 


(î^7) 


Acosa*»(/co8v-sGOS|A)  =  ncosAtCOsXy 
ncos^-ir(2cos>-a?co8v}  =  iicosA.cosjA) 
n  cosc;  -  ir  (seosfi  -y  cos  X)  =  o  cos  à  .  cos  v , 


(«7) 
et  qui  représeote  ime  droite  dont  cha(]se  point  eut  animé  d'une  vitesse  dirigée  suirant 
Tajfce  in«taDtané  de  rotation  que  fournirait  le  moaTeroent  apparent  autoot  de  ce  peint.  La 
droite  dont  il  s*agit  ici  eat  ce  que  nooi  appoUerona  Ctùice  insiatuané  de  rokUion  dm  corps 
solide,  et  la  viteise  de  chacun  dea  pointa  attuéi  sue  cet  axe  seco  la  vitesse  instamanée 
de  t>nnslation  du  même  corps*  Dorénavant  noua  désignerons  par  u  cette  dernière 
Titesse.  Si  l'axe  instantané  de  rotation  du  corps  solide  passait ,  non  par  le  point  {x,y,  z), 
mais  par  le  point     (S  *  «  »  C)  >     on  aurait  nécessairement ,  dans  la  formule  (aS) , 

(28)  n^v,  cosA==bi; 

et  la  vitesse  *>  d'un  point  {x,  y,  t),  situé  hors  de  Taxe  instantané  »  vérifierail  l'é^ 
quation 

(29)  ^eosJ  =  zt:u, 

le  double  signe  dtz  devant  être  réduit  tantôt  au  signe  4^9  tantôt  au  signe  — ^^ 
selon  que  le  mouvement  de  rotation  s'exécuterait  de  droite  à  gauche ,  ou  de  gauche  à 
droite  »  autour  de  l'axe  inatantané  prolongé  dans  le  ^ena  de  la  vitesse    u . 

On  pourrait  au  reste  établir ,  sans  calcul  »  la  plupart  des  résultats  que  nous  venons 
d'énoncer,  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Soient  OO'^  l'axe  instantané  de  rotation  que  fournit,  au  hout  du  temps  c,  le 
mouvement  apparent  dn  corps  autour  d'un  point  donné  O.  Four  déterminer  en  gran- 
deur et  en  direction  la  vitesse  absolue  d'un  point  A  situé  hors  de  cet  axe ,  il  suffira 
[Toyez  le  théorème  5]  de  chercher  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  U\ 
vitesse  apparente  du  point.    A ,    et  sur  une  droite  égale  et  parallèle  k  la  vitesse  du  point 

0.  II  en>ésulle>  i.''  qpe  toua  les  pointa  aituéa  aur  une  droite  parallèle  à  l'axe  O  O' 
seront  animés  de  la  même  vitesse  absolue ,  ^.?  que  la  direction  de  cette  vitease  absolue 

sera  parallèle  à  l'axe  O  0\  et  dirigée  suivant  la  droite  eilft*même ,  ai  cette  droite  a 
i'ié  choisie  de  manière  que  la  vitesse  apparente  de  chacun  de  ses  points  soit  égale  et  pa- 
rallèle à  la  projection  de  la  vitesse  absolue  du  point     O    sur  un  plan  perpendiculaire  ù 

Taie    00\     mais  dirigée  en  sens  inverse. 

Il  suit  encore  de  ces  considérations  que  les  vtteasea  ahsokiea  de  toua  les  points  du  corps 
solide ,  au  bout  du  temps  I  »  seront  complètement  déterminées ,  quand  on  connaîtra 
la  position  de  l'axe  instantané  de  rotation  de  ce  même  corps ,  ainsi  que  les  deux  vile'ases 
îoslaotanées  de  rotation  et  de  translation.  Cette  remarque  entraîne  évidemment  la  pro- 
position suivante.. 

6.*  TaioREiifi.  Quelle  que  soit  la  nature  du  mouvement  d^un  corp^soUde-,  les  relations 
fxiuanies  entre  les  différents  points  seront  toujours  celles  qui  auraient  lieu  »  si  le  corps, 
iieU  retenu  de  manOre  kpounobtmukmmu  tOÊKmer  autour  (Sun  axe.fimé'^  eê  gUsser  le 
^^  de  cet  axe^ 


V 


t 

■ 
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Si,  pour  fixer  les. idées»  on  suppose  que  Tajce  ioslaoiftBé  de  rotation  passe ,  au  bout 
du  temps  t ,  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  Ç ,  >} ,  ç ,  ,  on  déduira  facilement 
des  équations  (20)  la  grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse  &>  d*un  autre  point  cIioîm 
arbitrairement  dans  le  corps  solide,  et  correspondant  aux  coordonnées  as»  j,  s.  Ëa 
effet ,  pour  y  parvenir ,  il  suffira  de  poser ,  dans  les  formules  (ao) ,     a  =  u ,     et  de  plus 


(3o) 

cos  a      cosX  » 

cos  6      cos  fi  ^ 

c.o*c  =  cosv , 

ou  bien 

(50 

cosa  =  —  cosX, 

C0s6  —  —  COSf*> 

cosc  —  «^-cosy  9 

suivant  que  le  mouvenient  de  rotation  du  corps  solide  s'effectuera  de  droite  à  gauche, 
ou  de  gauche  à  droite ,  autour  de  Taxe  instaqtané  de  rotation  prolongé  dans  la  directiop 
de  la  vitesse     >^ .     Par  conséquent  on  trouvera ,  dans  la  première  supposition  » 

6>COSa  =  uC08^4-v[(i}-j)C08v-(C-«)cOSfi]  , 
(3î»)  {       «C08p=ir\iC0Sfl+«[(Ç-«)C0S>-(Ç-d?)C0Sv]  , 

ucos7  =  ucosif-f«ir[(Ç-â;)co8fiL-(vi-j)cos>]  ; 
eX  dans  la  secop4e 

Me0S«£z-vC08X4-lr[(9-y)C0Sv-((-z)C0SfA}'» 

(35)  \     wcosp  =  -uco3fA+*[(Ç-'2)co8X-(E-a?)cosv] , 

o>COS7=s:-  VCOSv  +  ir [(( - â?)cOSf»- (n -/) cosX]  . 

Lorsque  l'axe  instantané  de  rotation  du  corps  solide  passe  par  l'origine  même  des  coor- 
données, on  peut  remplacer  par  2éro  chacune  des  trois  quantités  i,  ^ »  ^t  clans  les 
formules  (3a)  ou  (33) ,  dont  les  trois  premièressse  réduisent  k    . 

/      »COSa  =  uC0sX-irjC09v  + v^2^C0SfJi  9 

(34)  l       wC08p=uC08fA-»2COSX+ tfa;C08v  , 

\     6>cos7  =  ucosv-ird;cosfi4-ifjcosX  ; 
et  les  trois  dernières  h 

9  * 

ft>COSâ  =  -uCO8X-irjCO6v4-lfi0CO8fi  » 

(35)  ^      uC08^  =  -uC08fA-ir2C08>'f  irâ^COSy  j 

b)  C0S7  =  -  u  cosv  -  ir xr C08fi+ vj^  C08>  . 

Dans  les  éqiialîôna  (24)  «^  (3&) ,  ainsi  que  dans  les  formulea  (ag^ ,  (3a)  ot  (33) ,    v  ^ 
signe  la  vitesse  instantanée  de  translation  du  corps  solide. 


lù' 

=  w* 

cosa 
cosX 

= 

cosp 

COSfA 

co»7 

G08V 

= 
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Lorsque  la  qtiantité     v,     c'est-à-dîre,  la  Titesse  instantanée  de  rotation  du  corps  solide 
se  réduit  à  zéro,  on  tire  des  formules  (Sa)  ou  (33) 

(56) 

(57)  zzzz.~.z^^=^^z:lî^  —  :±  i. 

''  COSA  COSfA  GOSV 

Donc  alors  tous  les  points  du  corps  solide  ont  des  vitesses  égales  el  parallèles  •  comme 
si  le  corps  était  assujetti  de  manière  k  pouvoir  seulement  glisser  le  IcAg  d'un  axe  fise, 
sans  tourner  autour  de  cet  axe. 

Nous  terminerons  cet  article  eu  indiquant  quelques  propriétés  remarquables  de  Taxe 
instantané  de  rotation  d'un  corps  solide.  Soit    OO^    la  direction  de  cet  axe  au  bout  du 

temps  I  •  Il  est  clair  qu'à  eette  époque  on  poqrra  faire  passer  par  Taxe  O  O'  deux 
surfaces  réglées  cçnstriMtes  .de  manière  à  comprendre  tootea  les .  droites ,  tracées 
dans  le  corpa  on  dans  Tespaco»  4|iit  deviendront  plus  tard  des  axes  instantanés  de  rota- 
tion. Gela  posé,  soient    AA\   BB'    deux  droites  obrrespondantesi  comprises  dans  les 

deux  surfaces ,  en  sorte  que  la  droite  AA^  doive  s. appliquer  sur  la  droite  BB\  en 
devenant  un  axe  de  rotation  du  corps  solide ,  h  la  fin  du  temps     t^^t.     Admettons 

d'ailleurs,  1  .*  qu'un  plan  mené  par  le  point    O    perpendiculairement  à  Taxe    O  O'    ren- 

contre  la  droite  A  A'  au  point  A,  et  la  droite  BB'  au  point  B\  a.*  que 
B  soit  le  point  de  la  seconde  droite  avec  lequel  le  point  .  A  coïncidera  •  quand  la 
première  droite  l'appliquera  sur  la  seconde».  Enfin  soit  D  la  projection  du  poii|t  B 
sur  le  plan    OAB\    Si  l'on  considère     M    comme  un  infiniment  petit  du  premier 

ordre ,  la  distance  BB'  et  lea  ares  OA ,  OB',  mesurés  k  partir  du  point  O  sur 
les  deux  courbes  d'intersection  du  plan     OA  B'    avec  les  deux  surfaces  r^lées ,  seront 

eu  général  des  infiniment  petits  du  même  ordre.  Mais  la  distance  DB\  et  l'arc  Au. 
que  la  projection  du  point  A  sur  le  plan  OAB'  sera  obligée  de  parcourir  avant 
de  s'appliquer  sur  le  point    D ,     seront  des  quantités  infiniment  petites  d^un  ordre  plus 

élevé.  En  eflet,  comme  la  longueur    BB'    sera  mesurée  sur  une  droite  seusib|em^oi 

perpendiculaire  au  plan  doot  il  Vagit,  le  rapport  de  la  pvo  jectîpn  DB'  k  BB^  sera 
très-petit;  et  Ton  pourra  en  dire  autant  du  rapport  entre  l'arc  AD  et  l'instant^ I, 
attendu  que  ce  dernier  rapport  représente  une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que 
reçoit  la  projection  de  la  vitesse  du  point  A  sur  le  plan  OAB\  depuis  |a  fin  du 
temps  I  jusqu'à  la  fin  du  temps  r  -^  àC  ,  et  que  cette  projection  reste  évidemment 
très -petite  pendant  l'instant    M.     Si  Ton  conservait  quelques  doutes  k  cet  égard,  il 

U.*A5XBfi.  \% 


\ 
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suffirait  d'observer  que  la  projection  de  la  vitesse  du  point  A  est  la  diagonale  d'un 
parallélogramme  construit  sur  deux  côtés  »  qui  restent  très-^petits  l'un  et  l'autre  pendant 
l'instant  M»  et  qui  représentent»  i.*  la  projection  de  la  rilesse  de  translation  du 
corps  solide  sur  le  plan  OA  B'  sensiblement  perpendiculaire  à  la  direction  de  cette 
▼itesse  »  s.®  la  projection  sur  le  même  plan  de  la  vitesse  apparente  qu'attribuerait  au 
point    A    un  observateur  placé  en  un  point  de  Taxe  instantané  de  rotation.  Donc  l'arc 

ADt    la  distance     DB' ^     la  somme  des  longueurs    AD ,   J}B\    et,  à  plus  forte 

raison ,  la  distance  A  B'  seront  des  quantités  infiniment  petites  d'un  ordre  supérieur 
att  premier.  U  est  aisé  d'en  conclure»  i  .*  que  les  deux  arcs  de  courbes  0/f  »  OB^  seront 
tangents  l'un  à  l'autre»  a.*  que  les  deux  surfaces  réglées  se  toucheront  suivant  la  droite 

00' ,  et  que  la  première  surface»  entraînée  par  le  mouvement  du  corps»  prendra 
successivement  diverses  positions  dans  lesqudles  elle  se  trouvera  enveloppée  par  la  se- 
conde. On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

7**  TnioBiMB.  Conê€van$  ^u*um  eorp$  ÊoKde  $c  meuve  d^une  manîète  quetoùnquc 
dans  Cespace,  ei  qu*à  «n  imêtmtU  donné  an  traee,  i.*  dan$  le  earpê,  s.*  dan»  Cespaee, 
Ue  différeniu  draUeê  moee  leeqneUee  eoïneidera  êuœeeeivemeni  Faœe  ineianiaTU  de  ro- 
tation de  ce  corps  êolide.  Tandis  que  ta  surface  réglée,  qui  aura  pour  génératriees  les 
droites  tracées  dans  le  corps  »  sera  .entraînée  par  U  mouvement  de  eelui-^i,  elle  touchera 
constamment  la  surface  réglée  qui  aura  pour  génératrices  les  droites  tracées  dans  Ces- 
pace »  et  par  conséquent  la  seconde  surface  ne  sera  autre  chose  que  Cenveloppe  de  la 
portion  de  Cespaee  parcourue  par  la  première* 

Lorsqu'une  des  surfaces  réglées  se  réduit  k  une  droite»  on  doit  en  dire  autant  de 
l'autre  surface.  Alors  l'axe  instantané  conserve  toujours  la  même  position  »  non- seulement 
dans  l'espace  »  mais  aussi  dans  le  corps  solide.  On  peut  donc  énoncer  encore  le  théorème 
suivant. 

8.*  TnioBâMB.  Les  mimes  choses  étant  posées  que  dans  le  7.*  théorème p  si  Caxe  ins- 
tantané de  rotation  du  corps  solide  devient  fixe  de  positufn  dans  le  corps,  il  sera  fixe 
dans  Cespace;  et  réciproquement. 

n  importe  d'observer  que  la  première  partie  du  8.*  théorème  est  évidente.  Car»  si 
Taxe  instantané  de  rotation  coïncide  »  pendant  toute  la  durée  du  moment  »  avec  une  seule 
des  droites  que  l'on  peut  tracer  dans  le  corps  ;  cette  droite  »  étant  constamment  animée 
en  ses  divers  points  de  vitesses vdirigées  suivant  elle-même»  occupera  toujours  dans  l'es- 
pace la  même  place. 
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SUR  LES  DIVERSES  PROPRIÉTÉS  DE  LA  FONCTION 

1 


r[x)=  1      t'-^e-^^dz. 


L'intégrale  définie 

que  H.  Legeodre  a  désignée  par  la  notaiton  r  (as)  «  et  qa'il  a  nommée  intégrale  Eulé- 
rienne  de  seconde  espèce ,  jouit ,  comme  Ton  aait ,  de  plusieurs  propriétés  remarquables. 
Ainsi  »  par  exemple ,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier,  et  par  x  une  quantité 
posilÎTe  •  on  a  généralement 

(s)      r(n)  =  ï.  a.S...  (fs— i),      (5)     r(tiB  +  *^)=0(cB+  i)...(aj  +  n— i)r(«), 

et,  en  supposant    as  '^  i , 


(4)  r(*)r(i -«.)  =  - 


ir 


smirs 


A  ces  formules  »  que  j*ai  rappelées  dans  le  résumé  des  Leçons  données  k  TËcole  royale 
polytechnique  »  et  dont  les  deux  dernières  entraînent  les  équations 

(6)    r(*4-i)  =  «r(«),     (6)r(^)=«ï.    (7)  r(n4-|)=y~...^irJ. 

OD  doit  joindre  encore  les  suiTantes 

(8)  r(aj)  =  (air)"»     'a     (i+O» 


et 


«•1    I 


^^r(,)r(l.s)r(lt,)....r(JLi^.) 
(9)  «    : rôSJ =î«'î      *  • 

Dans  réquation  (8) ,  qui  a  été  donnée  par  H.  Laplace ,  et  qui  coïncide ,  pour  dea  valeurs 
entièrea  de  a»,  avec  la  formule  (i5a)  du  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises 
entre  des  limites  imaginaires ,  t  désigne  un  nombre  d'autant  plus  petit  que  la  valeur 
de  00  est  plus  considérable.  Quant  k  la  formule  (9) ,  M.  Legendre  Fa  élabliot  dana  ses 
Exercices  de  calcul  intégral ,  k  l'aide  d'une  intégntion  double  »  el  en  s'appuyant  sur  les 
propriétés  de  la  fonction 


% 


# 
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i/Mr(i+«) 

J*observerai  ici  que  la  même  formule  pourrait  ëlre  déduite  dea  équationa  (5)  et  (8). 
En  effet ,  il  résulte  évidemment  de  l'équation  (5)  que  le  premier  membre  de  la  formule 
(9)  ne  varie  pas  quand  on  fait  croître  la  valeur  de  x  de  l'unité.  Donc  ce  premier 
membre  ne  variera  pas  non  plus ,  si  l'on  ajoute  à  la  valeur  de  x  autant  d'unités  que 
l'on  voudra  »  et  si  l'on  fait  croître  x  par  ce  moyen  au-delà  de  toute  limite.  Or,  quand 
la  variable  x  devient  infinie  »  t  s'évanouit  dans  l'équation  (8) ,  en  vertu  de  laquelle 
le  premier  membre  de  la  formule  (9)  se  réduit  k 

(.0)  (,.).«.«   •(.+-)   ;  •(»+i^)    "  ••••(«+7r)     "  '• 

D'ailleurs ,  si  I'mi  fait ,  pour  abréger  » 

I  et ,  si  Ton  a  égard  k  la  formule 

oit  trouvera ,  pour  des  valeurs  infinies  de    x  » 

(i5)  |(P)  =  -l+-l+...  +  iLlL  =  ilL.  (.4)        p  =  a-T^. 

jgn  substituant  la  valeur  précédente  dç  P  dans  l'espression  (lo),  on  obtien<b>a  pour 
résultat  le  second  membre  de  U  formule  (9). 

Nous  terminerons  cet  article  en  faisant  observer  que,  pour  élendre  les  équations  (3) , 
(4)  »  etc..»  au  cas  où  la  variable  x  prend  nne  valeur  quelconque,  positive  ou  né- 
gative, il  suflit  de  remplacer  la  formule  t{x)  =  j  »"^»a-*rffiD  par  la  formule  (16) 
de  la  page  60  du  pjremier  volume.  Alors  »  il  l'on  pose  succ^psivenient 

r    désignant  une  quantité  positive  et  plus  petite  que  l'unité ,  on  aura 

(.4)      ri-r)  =  f'.r^dx,  r(-r-,)=j;"iril+îrfi.  etc. 

et  généralement 

(,5)      r(_,-n)=/;{.-'-.(.-f+-^'--...d=-^;^)j 


</« 
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SUR  LES  MOMENTS  DINÈRTIE. 


T'  ::•     j    ••  .  I 


« 


Considérons  un  système  de  points  matériels  dont  les  masses  sçieot  respocjtiveipent 
m,  m',  m*, ....     et  représentons  par    n,  r'^r'^wm    les  distances  de  ces  points  à  un 

certain  axe     00'.    La  somme 


-  '  .    ;    .  '    -1    . 


.,  il 


que  nons  désignerons  »  pour  abréger,  par  la  notation 


imr^. 


sera  ce  qu'on  nomme  le  mùment  iC inertie  du  système  par  rapport  à  Taxe  00\  M.  Bihet 
a  proposé  d'étendre  la  même  déoamimtia»  ap  (sas  ioîi:Foii  saf^nos^  ^e  r»  r\\  r%  •^«.. 
représentent  les  distances  des  points  matériels  h  un  plan  fixe»  et  d'admettre  qoe,.dans 
cette  supposition ,  imr*  est  le  moment  d'inertie  du  système  par  rapport  au  plan  dont 
il  s'agit.  De  plus,  il  a  prouré  qu'on  peut  toujours  eonst^oit^,  autour  d'un  point  donné, 
un  ellipsoïde  dont  ce  point  soit  le  centre,  et  dont  chaque  diamètre  soit  équivalent  au 
au  double  de  la  racine  carrée  du  moment  d'inertie  dà  système  par  rapport  au  plan  con- 
jugué à  ce  diamètre.  Nous  allons  faire  voir ,  dans  cet  article ,  que  les  moments  d'inertie 
du  système,  par  rapport  à  différents  axes  menés  paî^  un  même  point,  peuvent  être  faci- 
lement déterminés ,  à  l'aide  d'un  second  ellipsoïde  dont  la  construction  fournit  le  moyen 
le  plus  simple  de  comparer  entré  eux  ces  moments  A'inerCiô,  et  d'étabfir  l'existence  des 
trois  droites  désignées  sous  le  nom  d'axer  principaux. 

Soient    A,  A\  etc..     les  différents  points  matériels  dont  les  masses  ont  été  repré- 
sentées par    m,  m\  m'/..;     et  ' 

(0  .  jK  =  zmr* 

•'  •  'JIJ  a. 


le  moment  d'inertie  du  système  des  points  A,  A\  A' •*.  par  rapport  k  Taxe  OO* 
passant  par  le  point  O.  Prenons  ce  dernier  point  pour  origine  des  coordonnées,  et 
désignons  par     »,  j,   s    les  coordonnées  rectang;ul^ires  de  la  masse     m.      Soient 

enfin  s  le  rayon  recteur  OA ,  ^  que  forme  ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  OO'  pro- 
longé dans  une  certaine  direction,  et  X,  ifi^  v ,  kg  ioglès  fermés  par  celui -ci  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives.-  On  «ara  éxidemàient . 

IL*  ANlliB.  i3 


-----    <f4) 

(a)  r  =  #8în*,  (5)  9*=zx* +y* +  z*. 

De  plus»  comme  les  angles  compris  entre  le  rayon  Tecteur     i    et  les  demi -axes  des 
coordonnées  positives  auront  pour  cosinus  les  rapports 

T'       T'       T^ 

dn  tttmt^W  ènteOMr 

(4)  COS^== — COSX-I-  — COSfft  +  —  cosv, 

et  par  auite 

*  ■  •         •     • 

(5)  *€Ost±=?â:ec^l  +>colifi  -f£  «cxi^év  ; 
puis  Ton  en  cqpdttra 

(6)  r*=«'8in*}=«*--«*co§*i=»*-l-7*-f-:E*-(dioosH7Cos(A+coo8v)> 

=:(ycosv-«cosft)«+(«cosX-»eosv)*+(a?cosv-ycosX)«. 

H  est  bon  d^obsM^er  <qw  réqvAtÎMi  (6)  pe«l  étve  ivoiplaeëe  par  Tatte  quelcoofoe  des 
deusoivaiilès 


(y)  r*  s£:«*'sitt*ib^jr*  sin*>i-f<s'^sûa*«  -»  »/scQS(ft«os<v  -  ftf  j^oesvoosX  -*  &d;/4os^eDs^ , 

« 

Gek  poséi  si  Top  fait»  poor  abroger* 

(lo)       D=ïmyz,  Stssttnzdi,  f=:itmmyi 

on  tirera  do  la  formule  (i)>  combinée  àrec  rè<(ûation  (7)  ou  (8), 

{ii)  JSt:^a^O0>8"X*f  l^C08'fA4*CQO^*v<^sDeMfA«OSil*-a£oOSf€asK-sFtU>8lC(ISfty 

ou 

(i3)  JS[  =  6siD*X+iSrsiQ*f&+/siû^y-*al)co8pcoflv-3£cosvcosX'^â^G08).oosfi. 

Ajooloiis  que  ks  qnaalitéa    A,  B,  € ,    déteriminées  par  les  formules  (9) >  sont  préci- 
sément les  moments  d*inertiè  reblift  aux  suas  dès    x^  y  et  «- 


9 

Concerons  k  présent  que  Ton  désigne  par   '%,y\i    *le9^é6ovâon|iéet  d'un  p0Uit    O' 

choisi  arbitrairement  sur  Taxe     00\     et  par    k'*  la  longueur*  '00*,    On  aura  éfi^ 
demment 

(i4)  *=i/(x»4-y+«'). 


(15) 


ÇpS^  OQSp 


X. 


OOSV 


dcArs 


et,  en  substituant  dans  l'équation  (i«)  les  Taleurs  de    cos9l»  eosp,  cosv    ifarées  de  la 
formule  (  i  S)  «  on  trourera 


(i6) 


Ajl^  +  JBy  -h  Ct*  —  «Dyx  ^  aifn  -^-^  sFityp-  JK*^ . 


SoypoÉMi  do  pJisB  ^iie  r^ia    O0'    Vmam  ii  ae  lOQfUTojr  ^  m  :toiici||m(  ^Atonr  du  point 

0,  «t  ^ae>  pendant  ce  moiiTement ,  la loogoeiir  .  00' s^  k  '  varie  de  inamère  h  étra 
constamment  représentée  paj:  une  certaine  fonction  .4u  inoment  d'inertie  K»  Ce  mo- 
ment d'inertie  pourra  lui-même  sWprimer  en  fonction  de  la  distance 

et  le  point     O'     décrira  éf idemment  une  surface  courbe ,  dont  la  construction  fera 

connaître  la  dépendance  qui  existe  entre  la  valeur  de    K    et  la  direction  de  Taxe  00\ 

Observons  d'ailleurs  que  cette  surface  courbe  sera  représentée  par  l'équation  (i6)» 

quand  on  j  considérera  k  ei  K  comme  des  fonctions  des  coordonnées  x»  y»  z 
devenues  variables. 

Parmi  les  différentes  reUtions  qu'on  peut  établir  entre  les  fu^atités  k  et  K^  l'une 
de  ceUes  qui  ramènopt  Féquatioii  (|6)  aux  formes  les  plus  simples  consiste  à  supposer 
la  longueur  k  réciproquement  proportionnelle  k  U  T^iA^  carrée  du  moment  d'inertie 
£,    Eu  effet»  si ,  pour  fixer  le«  idée»^  pa  prend  , 


(»7) 

Féqùation  (i6)  deviendra 


k  = 


I/ÎT 


ou 


Kkf 


t  .  '. 


i        • 


(i8) 


^x*  +  jBy»+€?»»  — «flyr— taFax  — «i^otyzBt  1. 


«. 


La  aui^iiee ,  représentée  par  cette  dertilèiiD  éqiMidn ,  est-^ideaameni  iiBecavfiiise  du  nh 
eond  degré»  qui  a  ponr  centre  tViginemétadè  deé  coordonnées,  fie  fflus/ciMbme  lemô*- 
ment  d'inerlie    K,     uniquement  composé  de  termes  péittifs,'M  i'évaÀoiiiim jamais «è         y 


(g6.) 

moins  que  loos  les  pçinis  nidl^ri^  donnés  ne  soient  sitaés  sur  une  méfloe  droite ,  et 
qu'en  conséquenoe  la  longueur    k  •  conserrera  généralement,  pour  toutes  les  positions 

de  Taxe    00\    une  valeur  finie;  il  est  clair  que  la  surface  (18)  sera  im  ellipsoïde.  On 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante* . 

1 .  **  TaàoBiMB.  ConsidérofU  un  syHèmc  quetoonque  de  poinis  maUrieU  A ,  A\  etc. . 
U  êuppoêonê  qu^aprèê  avoir  mmU  par  un  poinê:  0  pris  à  voUm^  dans  Ce9paec  une 
infinité  d*axêês  on  détermine  Us  divers  moments  fC  inertie  du  ^stème  par  rapport  à 
ctUf  mêmes  axes*  Si^-à  partir  dfU  point,  O^  Con  porte  sur  chaque  axe  une  longueur 
numériquement  équivalente  à  Cunité  divisée  par  la  racine  carrée  du  moment  dUnprtie 
correspondant  t  Us  extrémités  des  diverses  longueurs  seront  comprises  dans  ta  surface 
d^Mn  ellipsoïde, dMt  Upoinf  .  Û.  ^sera  U  centre^ 

Si  tous  les  points  matériels  du  système  que  Ton  considère  étaient  situés  sur  un  même 
axe,  le  moment  d'inertie Tetatifk  cet  axe  deriendrait  nul»  et  la  (ongueur  correspondante 
serait  infiuiie;  d*oii  il  résulté  que  relliptmdc^  se  transformerait  en  ime  surface  cylindrique» 


Observons  maintenant  que,  la  direction  des  axes  coordonnés  étant  arbitraire,  on 
pourra  toujours  faire  coïncider  ces  axes  avec  ceux  de  rellipsoïde  représenté  par  Téqua- 
tion  (18V  Alors  les  produits  jz^  zx„xy  devront  disparaître ,  ou ,  en  d'autres  termes» 
les  coefficients  D,  E ,  F  devront  s'évanouir.  On  peut  donc  faire  passer  par  le 
point  O  trois  axes  rectangulaires  et  tellement  choisis  qu'en  lea  prenant  pour  axe» 
coordonnés  on  ait  à-la-fois 

•  i 

(19)  2fnjrsï=o,        zmzx  =  o^        imxy  =  o. 

Ces  trois  axes  sont  ceux  qu'on  a  nommés  les  axes  principaux  du  système  relatif  aix 
point  O.  On  appelle  nïomenfs  d*inertU  principaux  ceux  qui  se  rapportent  k  ce» 
mêmes  axes.  Comme,  en  vertu  de  f équation  (17),  la  valeur  de  K  augmente,  tandis 
que  la  longueur  k  diminue ^  et  réciproquement,  il  est  dair  que  Tun  des  moments  d'r- 
nertie^  savoir,  celui  qui  correspondra  au  grand  axe  de  l*ellîpsoîde,  sera  lemoment  dlnertte 
minimum  >  tandis  qu'un  autre ,  savoir,  celui  qui  correspondra  au  petit  axe  de  rellipsoïde,. 
sera  le  moment  d'inertie  maximum. 

Lorsque  l'elUpsoîde  est  de  révolution ,  il  existe  une  infinité  de  systèmes  d'axes  rec- 
tangulaires pour  lesquels  les  conditions  (19)  se  trouvent  vérifiées.  En  d'autres  termes,  il 
existe  une  infinité  de  systèmes  d'axes  principaux»  Chacun  de  ces  systèmes  se  compose 
1  .*  de  l'axe  de  révolution ,  a.*  de  deux  autres  axes  qui  passent  par  le  centre  de  l'ellipsode 
et  se  eoupeni  k  «ngles  droits  dans  le  plan  de  son  équateur.  Alors  aussi  deux  momente 
d'inertie  relatifs  k  des  droites  qui  formeilt  le  même  angle  avec  Taxe  de  révolution  ••»% 
nécessairement  égaux  entre '.emu , 


(97) 
Lorsque  rellîpsoîde  se  transforme  en  une  surface  cylindrique ,  celte  dernière  est  tou- 
jours une  surface  de  réyolutîon ,  et  Ton  rentre  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner. 
Seulement  Tun  des  nM>menfts  d'inertie  principaux  s'éTanouit* 

Lorsque  rellipsolde  se  réduit  à  une  sphère,  les  conditions  (19)  se  trouvent  vérifiées 
pour  tout  système  de  trois  axes  rectangulaires  passant  par  Porigine.  Trois  axes  de  cette 
espèce,  pris  au  hasard,  forment  donc  alors  un  système  A*àxes  principaux.  De  plus,  tous 
les  moments  d'inertie  deviennent  ^aux  entre  eux. 

En  faisant  coïncider  les  axes  coordonnés  avec  les  axes  principaux,  on  simplifie  les 
équations  (is)»  (i3),  (18),  puisqu'alors  les  coefiicients  D,  E,  F  s*éf anouissent ; 
et  l'on  obtient  immédiatement  les  formules 

(ao)  ^  =  ^C08"X  4-  ^cos  V  4"  CcoB'^ , 

(m)  Ax'-^Bj'-k-Cf^i, 

dans  lesquelles  A,  B,  C  désignent  les  trois  moments  d'inertie  principaux.  La  formule 
(90)  sert  à  exprimer  le  moment  d'inertie  relatif  à  un  axe  quelconque  passant  par  un 
point  donné  O ,  en  fonction  des  moments  d'inertie  principaux,  et  des  angles  >  »  .ia,  v 
que  forme  Taxe  dont  il  s'agit  avec  les  axes  principaux. 

Dans  le  cas  où  les  axes  principaux  ne  coïncident  pas  avec  ceux  des  w,  j  et  z,  leurs 
directions,  ainsi  que  les  valeurs  des  moments  d'inertie  principaux,  peuvent  être  faci- 
lement déterminées.  En  effet,  dans  rellipsolde  représenté  par  l'équation  (18),  te  rayon 
vecteur ,  mené  du  centre  au  point  (x ,  y ,  x) ,  devient  normal  à  la  surface ,  quand  tes 
coordcmnées    x,  y,  z    vérifient  la  formule 

,  _,  ^x-Fy-Ei        By-Di-Fx         Ct-Ex-Dj 

\    /  s  X  y  1 

D'ailleurs  on  tire  de  cette  lonmtle  combinée  avec  les  équations  (i5)  et  (1») 

^oosX-FcpSfA-Ecosv  Bco8fi>-Doosi»-Fcos> Ccos»>Jgco8>-l>eospi ^ 

'*^'  COSX  COSfA  OOSif 

eu,  ce  qui  revient  au  même, 

(£  — »^) cot>  4- Fcosfi  4- iffeoiv  =  o  » 

(aS)  {    FeosX-f-(J[  — 2ï)cosp4.Dcos»  =  o, 

£€0êX4-DcQSfi4-  (£— <7)coe»=#;^ 


(9») 

♦ 

et  par  suite 

; 

(a6)  {K—A){K^B){K—C)-'D*[K'^A)-^B'{K-'JS)--F»{K^C)'HDBF=o. 

t 

Cela  posé  9  les  trois  valeurs  do  K,  propres  à  Férifier  J'équation  (s6]^  seront  évidemiDent 
les  trois  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  de  Teilipsolde  (18)  «  c*est-h-direj  les  mo- 
ments d'inertie  principaux.  De  plus^  à  chacun  de  ces  moments  correspondront  deux  sys- 
tèmes de  valeurs  des  angles  >,  f*,  v»  déterminés  par  les  équations  (a 5)  réunies  à  la 
suivante 

(27)  C0I*X4-C0S»fx  +  C0S*v=  1  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  la  formule 


COS^  COSic  COSv 


A 


{K-B){K-C)-D*  {K-C)iK-J)-E-   ~   iK-J){K-B)'F* 

(.8) 

i/l[iK'B)iK-C)-D*y+i{K'C)iK-JY-i:'y+HK'J)iK-B)-F*y\   ' 

et  il  est  clair  que  œs  deux  systèmes  indiqueront  les  deux  directions  suivant  lesquelles  oa 
peut  prolonger,  à  partir  de  l'origine,  Ttm  des  axes  de Tellipsoide ,  c'esi-è-dire,  l'un  des 
axes  principaux. 

L'équation  (26)  est  une  de  celles  que  Lagrange  avait  rencontrées  dans  ses  recberchei 
sur  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide.  Cet  illustre  géomètre  avait  démontré 
que  les  trois  racines  de  l'équation  dont  il  a'agît  sont  toujours  réelles.  Mais  H.  Bîoet  a 
prouvé  le  premier  que  ces  racines  étaient  précisément  les  moments  d'inertie  prioci- 
paux. 

Supposons  maintenant  q«ie  l'on  veuille  déterminer  le  moment  d*inertie  du  systèflM 

des  points  matériels    A  ,  A\  ...     par  rapport  à  un  axe,  qui  forme  toujours  avec  ceux 

des    a;  »  j' ,  ft    les  angles    A,  f^*  v>    mais  qui  pasëÇjMsr  un  point    C    distinct  de  IV 

rigine.  Soient  d'ailleurs   ^  ce  moment  d'inertie;     0,  b,  c    les  coordonnées  du  point 

S'ê    "R    ^t    ^    les  distatrees  respectives  de  forigme    O    ^  da  peint    A    aa  nouTel 

axe;     M    la  somme  des  masses    m,  m^ ;     enfin    S,  ij  C    les  eoordonnées  du 

centre  de  gravité  du  système  des  points     A,A\..     On  aura 

(29)  Ût^^mâC-, 

De  plus ,  pour  déduire  la  distance     ^  '  de  la  distance     r     déterminée  par  Téqualion 
(G),  il  suffira  évidemment* ée  transptrier-l'origtne  aupofit    {a 4  bg  c) ,    et  dereu}- 


(99)  .  ' 

I 

placer  en  conaéipeoce    x^y^^    par    a» — a^jr— ^^z— -c.    On  aura  donc  eocore 

et  Ton  en  condora ,  en  rédubant    œ ,  j  et  ^r    à  zéro , 

(5j)  JI*îîstf*  +  6»4*«*  — (^ûos>+frW8^  +  ucos»)*. 

On  trouvera  par  suite 

(3a)        ^•=r»+il'-a[tf«+^jr+c«-(aco8X  +  ico8fi+cco8v)(«co8X+yco8fi+»co8v)]. 

puis ,  en  ayant  ég;ard  aux  équations 

■ 

(55)  2m»  =  Mit        ifny  =  Mii,        2ms  =  JlfC, 

on  tirert  des  fermttlas  («9)  et  (St) 

« 

(54)    2ML=JE+MJl*-aM[aï+^«  +  cÇ-(ac08H*co8fA+cco8v)(Çco»>+iico8f4+Çoosv)].        ^ 

Si  Ton  fiiit  coïncider  Torigine  avec  le  centre  de  gravité  du  système  des  points    A ,  A\, 
etc...,    (»  n»  (    s'évanouiront,  et  Téquation  (54)  donnera  simplement 

(55)  ^t=JC+ilri^^ 

Cette  dernière  formule  comprend  un  tbéoréme  dont  voici  Ténoncé» 

a.*  THioBftu.  Pour  obtenir  te  moment  d'inertie  dCun  tprstème  de  points  matériels 
par  rapport  à  un  axt  quelconque,  il  suffit  it  ajouter,  au  moment  tf  inertie  relatif  à  un 
axe  parattète  passant  par  te  centre  de  f^raviti,  ta  somme  des  masse$  des  différents  poinu 

muit^liée  par  te  earré  de  ta  distanee  entre  les  deux  axes. 

• 

Les  théorèmes  1  et  a  s'étendent  au  cas  même  oh  le  nombre  des  peints  matériels  A  \ 
vf» ...  devient  tiflni ,  «t  où  le  lytftèMO  de  œs  points  se  traasforive  en  un  eorps  solide. 
Umqne  le  cotfps  wt  homogèM ,  et  qn'im  plan ,  ip— é  par  le  pobt  O,  divise  le  <?(»rps 
en  deuxpMlief  syukélrifiieSy  ce phn  renferme  éndMHneM  deox  ânes  éa  rdlipseîde  repré- 
senté par  l'équation  (18)  j  et  par  conséquent  deux  des  axes  principaux  relatifs  au  point 
0«     De  odta  reiwrqiio  mx  déduit  imniédiatevieAt  la  proposition  suivante. 

3.*  TnicaftHE.  Lorsque,  par  (e  centre  de  gravité  d^un  eorps  solide  et  homogène,  on 
peut  m/ener  trois  plans ,  dont  ehaous^  divise  le  i»rpê  en  'deux  parties  trymétriques,  les 
droites  d^interseetiosk  de  ces  mêmes  plans  sont  pricisime^  les  axes  principaux  relatifs 
au  centre  de  gravité. 


(  »oo  ) 
Ainsi  p  par  exemple ,  dans  un  pafriléKpipède  rectangle  et  on  ellipsoïde  homogènes  »  les 
axes  principaux  relatifs  au  centre  coïncident  arec  les  droites  menées  par  le  centre  paral- 
lèlement aux  arêles ,  ou  avec  les  aies  de  l'ellipsoïde.       ^ 

Quand  on  se  propose  d'évaluer  le  .moment  d'inertie  d*un  corps  solide  homogène  «  le 
moyen  le  plus  simple  est  d'employer  \f  formule  (ai),  et  de  déterminer  les  constantes 
G»  Hf  I,  à  l'aide  de  la  division  da  corps  solide  en  tranches  infiniment  minces ,  com- 
prises entre  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés.  Ainsi ,  en  particolier ,  poar  dé- 
terminer la  constante 

ou  le  moment  d'inertie  du  corps  solide  relatif  au  plan  des  /»  «•  on  cherchera  d'abord 
le  moment  d^inertie  d'une  tranche  très  -  mince  du  même  corps ,  renfermée  entre  deux 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  œ,  et  correspondants  aox  denx  abscisses  x,  a;  -f-  ào;. 
Soit  V  l'aire  de  la  section  faite  par  le  premier  de  ces  deux  plans  dans  le  corps  solide , 
et  p  la  densité  du  corps.  La  masse  de  la  tranche  dont  il  s'agit* '^t  agn;  mopnent  d'i- 
nertie par  rapport  au  plan  des    jr ,  z    seront  exprimés  par  deux  produits  de  la  forme 

(36)  (i=fcf)pJ7Aa5,  (37)  (i  =fcf)pi7fls«Aaî, 

f  désignant  un  nombre  qui  s'évanouira  toujours  avec  Aas ,  et  qui  pourra  changer  de 
valeur  quand  on  passera  du  premier  produit  au  second.  Gela  posé ,  si  l'on  divise  le  corps 
en  un  très-grand  nombre  de  tranches  semblables  à  celle  que  nous  venons  de  considérer, 
on  trouvera  pour  la  somme  des  moments  d'inertie  de  toutes  ces  tranches 

(38)  C  =  z(i=t:tjpt7a>'A», 

le  signe  2  se  rapportant  aux  diverses  valeurs  de  ^x;  puis,  en  faisant  converger 
chacune  de  ces  valeurs  yers  zéro ,  et  passant  aux  limites ,  on  obtiendra  l'équation 

(59)  C=  r^'pVx*dx. 

Dans  la  formule  ($9)»  Xo  et  cCi  représentent  la  pins. petite  et  la  piuii  grande  des 
valeurs  de  l'abscisse  se.  Cette  formule. s'étend  au  cas  même  oii  la  densité  p  devient 
variable  avec  l'abscisse    x\    et  »  quand  le^ corps  est  homogène ,  elle  se  réduit  à-   . 

G  =  p  .1      Vx*dx.     On  trouvera  de  la  mémemanitee 

\  *}  y. 

Izspf'fra'dt; 


(>oi  ) 

pourvu  que  Ton  désigne  par  j^  el  ji  Ui  plui  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  de  y 
relatives  aux  divers  points  du  corps  solide ,  par  Zo  et  ^^  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
des  valeurs  de  z^  enfin  par  F  et  fF  les  aires  de  deux  sections  faites  dans  le  corps 
par  des  plans  perpeiidicuI^irQs  nu^  aji^  deis  y  H  z,  ei  cprreapondaat»  le  premier  à 
lordonnée    j,    le^ecQAd  ^  TordAnnée    z. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  (ai)  et  (4o) ,  concevons  que  le  corps  sojide 
soit  un  parallélipipède  recta^ngle  et  homogène^  4^nl  le  centre  coïncide  avec  l'origine ,  et 
dont  les  arêtes  soient  parallèles  aux  àXûs  ^es  x,  j,  z.  3i  Ton  désigne  par  a^b^c 
ces  trob  arêtes ,  et  par    U  .  I9  masse  du  parallélipipède  »  on  aura  évidemment 

V  =  be,  a5o  = û»         ajg  = — a,         M  =  pabo  , 

a  a  ^ 

Ç  =  p6c   I        x^dx= —   I       a5*a»  =  — Jfa». 


On  trouyera  de  même 

f 


il  =  —  ltb\  J  =  —Mc^; 

la  12 


0t  par  suite  |a  formule  (ai)  donnera 

f,  .  «f       ■#    a*sin»X  +  *»sto»^  +  c»8lo*v 

14*  j  A  =  ii— • ^ • 

ta 

Tel  sera  le  moment  d'inertie  du  parallélipipède  relativement  à  un  axe  mené  par  le  centre 
de  manière  à  former  les  angles    ^  f*  »  v    avec  les  directions  des  trois  arêtes. 

Si  le  parallélipipède  se  transforme  en  un  cube ,  la  valeur  de     K     deviendra  indé- 
pendante des  angles    >  »  ^a  ,  v  ;     et ,  en  ayant  égard  à  la  formule 

sin'>  +  sîn'^ -|"  ^^^*^  =  3  —  (cos*X -|- oos"|*  +  cos'v)  =  a  , 
on  tirera  de  l'équation  (4 1  ) 

(4«)  K=:l-Ma\ 

o 

Considérons  encore  un  ellipsoïde  homogène  qui  ait  pour  centre  rorigine,  et  qui  soit 
représenté  par  l'équation 

IL*  ANNiE.  l4 


(    lOd   ) 

I 

X*        y*         z* 

(45)  lF  +  ir-4-^  =  i. 

La  section  faite  dans  cet  ellipsoïde  par  on  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  x ,  et  cor- 
respondant à  l'abscisse  x,  sera  nne  ellipse  qui»  étant  eHe-mème  représentée  par  Fé- 
quation 


*-{-f)  '•(-^) 


=  X, 


aura  pour  demi-axes  deux  longueurs  mesurées  par  les  produits^ 


»(-?)^   'h^-- 


De  plus,  comme,  pour  déterminer  la  surface    O    de  cette  ellipse,  il  suffira  de  muilî' 
plier  le  produit  des  deux  demi-axes  par  le  nombre    ir ,    on  aura  encore 


p=.».(._f:) 


On  trouvera  é'aiUevrs ,  en  désignant  par    M    la  masse  de  rellîpsoide , 

4 

o 

Cela  posé,  la  première  des  formules  (4o)  donnera 


On  aura  de  même 


H:^\Ub\  I=:^±Mc% 


et  par  suite  on  tirera  de  la  formule  (ai) 

,,..  jj jy  a»sin«X'f6»sin»fft-c«8iD»y 


(  io3  ) 

Tel  sera  le  momenl  d'inerlie  de  l'ellipsoïde  relativement  à  une  droite  menée  par  le 
centre  de  manière  à  former  les  angles    ^  »  p ,  v    ayee  les  directions  des  trois  axes. 

Si  lellipsolde  se  transforme  en  une  sphère ,  la  valeur  de  ' K  deviendra  indépendante 
des  aogles     ^  »  f^  »  v  »    et  se  réduira  simplement  à 

(45)  K=^Ma*. 

Noos  terminerons  ici  cet  article  »  sans  nous  arrêter  aux  applications  que  Ton  peut  faire 
àe  la  formule  (35)  »  ni  à  la  formule  bien  connue  qui  sert  à  déterminer  le  moment  d'inertie 
d*un  solide  de  révolution  par  rapport  à  f  axe  de  ce  même  5oHde« 


asBX 


SÛR  LA  FORCE  VIVE  D'UN  CORPS  SOLIDE 


ou  DTJN  SYSTÈME  INtAlttAÔLE  EN  MOUTÈMENT. 


On  sait  que  la  force  ?i>e  d*un  aystème  invariable  ou  d'un  corps  solide  en-mouTemenk 
se  décompose  en  deux  parties  j  dont  l'une  représente  la  force  Tire  du  corps  déterminée 
par  un  observateur,  qui,  placé  au  centre  de  gravité,  regarderait  ce  point  comme  im- 
mobile, tandis  que  l'autre  partie  est  la  force  vive  que  l'on  obtiendrait,  en  supposant  la 
masse  entière  transportée  au  point  dont  il  s'agit ,  et  animée  de  la  vitesse  avec  laquelle  il 
se  meut  dans  l'espace.  Toutefois  le  centre  de  gravité  n'est  pas  le  seul  point  qui  jouisse 
de  la  propriété  que  je  viens  de  rappeler  ici,  et  l'on  peut  démontrer  qu'elle  est  commune 
à  tous  ceux  qui  sont  situés  sur  la  surface  d'un  cylindre  droit  à  base  circulaire  dans  lequel 
deux  génératrices  opposées  comcident ,  l'une  avec  l'axe  instantané  de  rotation  du  corps 
solide,  l'autre  avec  la  droite  menée  par  le  centre  de  gravité  parallèlement  à  cet  axe. 
C'est  en  effet  ce  qui  résulte  des  considérations  suivantes. 

Soient  A,  A\  A'..,  les  difCirents  pointa  matériels  qui  composent  le  système  in- 
variable ou  le  corps  solide  ;  fn,  m',  mV..  leurs  masses  respectives ,  et  M  la  masse 
entière.  Soient  d'ailleurs,  au  bout  du  temps    i. 


les  vitesses  des  points     A ,  A\  A' ...  ^     et  du  centre  de  gravité    (7 ,    \*   la  force  vive- 

du  corps  solide  ,  c'est-à-dire,  la  somme  des  forces  vives  de  ses  divers  éléments,     00' 
I   l'axe  instantané  de  rotation  du  même  corps ,  enfin    v    et    »    ses  vitesses  instantanées» 
de  translation  et  de  rotation»  On  aura 


if  =  m  -|-  m^  4-  vT^'  +  «'•  9 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


et 


i|»*  =  mw*4'''*  **    +®lc*  ••'  » 


(i)  i|f  =  2mV  et  (a)  ,|,«  =  2m«*^ 

le  signe    z    indiquant  une  somme  de  termes  semblables  et  relatifs  aux  masses    m  r  ^^'* 
m'....    D'autre  part,  si  l'on  nomme    ti    la  distance  entre  l'axe    00*    et  uo  âxe  pa- 


\ 


{166) 

rallftle    €  G'    n^raé  par  le  ceôtte  de  grivité  p    r ,  «    les  loi^ueurs  des  perpendiculaire» 

ababeëet  éé  point  A  sur  ien'detfx  aie»  (fC.  OÔ',  «l  ^  l'angle  que  cet  per- 
pendiciilanrea  foraaeni  entre  elle»;  on  troufera  encore 

(3)  »»  =  v«  +  5*»S  (4)  a«  =  v»  +  A*if*; 

r 

(5)  2m«*  =  2mr»-f-*i?»? 

(6)  iR«  =  r*  +  #«~ar#oo«^. 

En  effet,  jplour  établir  ces  <|uatre  éqaatîotts ,  il  suffira  d'observer,  i.**  que  la  ritesse  absolue 
da  point    A  <m  G    est  la  diagonale  d'an  rectangle  construit  sur  la  vite^e    v    de  Taxe 

instantané  de  rotation  et  sur  la  vitesse  apparente     s«   ou  Ru    qu'attribuerait  au  point 

^  ou  6  un  observateur  placé  sur  Taie  OO'^  a.*  que  la  différence  entre  les  quan- 
tités   sms'  et  imr^ ,     c'est-à-dire ,  entre  les  moments  d'inertie  du  corps  solide  relatifs 

aux  deux  axes  OO'  et  GG\  doit  être ,  en  vertu  du  second  théorème  de  Tarticle 
précédent,  équivalente  au  produit  de  la  masse  entière  par  le  carré  de  la  distance  des  deu^ 
axes,  3.*  que  cette  distance  est  le  cdt^  opposé  k  Pangle  à ^  dans  un  triangle  formé 
ayec  les  trois  longueurs  r^ê  et  B*  Si  maintenant  on  substitue»  dans  la  formule 
(2) ,  à  la  place  de    «i*»    sa  valeur  donnée  par  Téquation  (5) ,  on  frouvera 

(7)  4»«  =  Jfw«-4-ir«2ms*, 

» 

puis ,  en  ayant  égard  à  la  formule  (5) , 

(8)  4.*  =  Af(«»4-fl»«»)4-«'2«»r% 

ou ,  ce  qui  retiéiA  a^  didme , 

(9)  +»  =  If  n^  +  »*2mf  »  •  ' 

De  plus  ^  si  Ton  Mmme    IC    et    9C    ^  moments  d'inertie  du  corps  solide  relatils  h 

l'axe  G  G'  et  à  un  axe  parallèle  AB  mené  par  te  point  A^  on  aura  évidem- 
ment 

(10)  K  =  tmt\  (11)  3t  =  iS:+Jirr». 

et  l'on  tirem  de  l'équation  (8) ,  oombMe  «riac  les  fiMrmnles  (3>,  (6) ,  (10)  et  (1 1) 

(1»)  V  =  *fM*  — tj|f•*rscos»4-^t•^ 


t.  .-•.-. 


--1 


(  106  ) 

Il  importe  de  remarquer  que  le  dernier  tanne  de  chacune  des  équations  (7),  (9),  (is) 
représente  la  force  vire  qu*attribuerait  au  corps  solide  un  obseryateur  placé  sur  Tun 

des  axes  00\  GG\  AB.  En  effet,  la  vitesse  apparente  du  point  A ,  pour  un  spec- 
tateur placé  sur  Taxe  00\  étant  précisément  égale  au  produit  s«.  il  est  clair 
que  la  force  vive  attribuée  par  ce  spectateur  au  corpa  solide  sera  équivalente  à  Texpression 


(.3) 


ïm(5«)*  =  ir»2m#*. 


c'est-à-dire,  au  carré  de  la  vitesse  de  rotation  du  corps  par  le  moment  d'inertie     Zms* 

relatif  à  Taxe    OQ'  l    et ,  si  le  spectateur  se  transporte  sur  Taxe    G  G\  ou  sur  Taxe 

O  0\    il  faudra  évidemmiept  rempljacer ,  da^i  Texpressioii  (1 3) ,  le  facteur    2fn$*    par 
l'une  des  quantités 

K  —  imr* 


ou 


qui  désignent  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes    G  G'    ou    AB.     Quant  aux 
produits    Afu'y  4fA%   Jlfo»%    chacun  d'eux  représente  la  force  vive  qu'offrirait  la 

masse  entière  concentrée  en  un  point  situé  sur  Taxe    OO^    ou     G  G'    ou    AB^    et 
animée  de  la  même  vitesse  que  ce  point.  Ajoutons  que ,  si  l'on  suppose  le  plan  qui  ren- 

ferme  les  axes    AB,  OO'    perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  les  axes    AB,  GC\ 
le  facteur    cos^    se  réduira  simplement  à  zéro  »  et  l'équation  (la)  à  la  formule 


(14) 


ip*  =  ilfft»«  +  3t«*. 


D'ailleurs,  dans  cette  hypothèse,  si  l'on  coupe  les  trois  axes  parallèles  00\  GG\  AB 
par  un  plan  perpendiculaire  h  ces  mêmes  axes ,  les  trois  points  d'intersection  formeront 

un  triangle  rectangle  dont  le  sommet  sera  situé  sur  l'axe    AB.     Donp  alors  tous  lei 

points  de  l'axe  A  B  appartiendront  à  des  circonférences  décrites,  dans  des  plana  per- 
pendiculaires  aux  trois  axes ,  sur  des  diamètres  propres  à  mesurer  la  distance  des  deux 

premiers.  Il  en  résulte  que  la  droite  A  B  sera  l'une  des  génératrices  d'un  cylindre 
droit  que  l'on  pourra  considérer  comme  ayant  pour  base  une  des  circonférences  ci- 
dessus  mentionnées.  Cela  posé,  la  formule  (i4)  entraînera  évidemment  la  proposition 
suivante. 

Thèobâmb.  Concevons  qu'un  système  invariable  ou  un  corps  solide  se  meuve  dans 

f  espace.  Soient ,  à  une  ipoque  quelconque  du  mouvement ,     OO'    Çaxe  ins^anUmi  ds 

rotation  de  ce  même  corps ,  et  G  G'  Caxe  parallèle  mené  par  le  centre  de  gravité  C. 
Pn(in  supposons  que  Con  construise  une  surface  cylindrique  à  base  circulaire ,  et  dans 


(  107  ) 

laquelle  deux  géniratrtees  oppaies  eoîncideni  avec  leê  deux  axe$  dont  il  s^agit*  Pour 
diiemUner  la  foret  vive  du  corps  solide  »  il  suffira  de  ealeuler  celle  que  lui  attribueraii^ 
en  se  considérant  comme  immobile ,  un  observateur  placé  en  un  point  pris  au  hasard 
sur  la  surface  cylindrique,  et  df ajouter  à  la  force  vive  ainsi  calculée  celle  qu'on  obiicn- 
draii^  si  la  masse  entière  était,,  concentrée  au  point  dont  il  s'agit ,  et  animée  de  la  même 
vitesu  que  ce  point. 

Si  robserfateor  se  plaçait  sur  l'un  des  axes     ÔO\   GG\    la  fiiesse    «>    se  trou- 
verait réduite  à  Tune  des  fitetaes    v,  a;    el  la  formule  (i4)  à  Tune  des  équations  (7) 
et  (9).  Ajoutons  que  la  seconde  de  ces  deux  équations  est  précisément  celle  qui  exprime 
la  propriété  connue  du  centre  de  gravité  relativement  à  la  décomposition  de  la  force 
-  vive. 


wHnP 


aoB 


9ÊBmtsaem 


SDR  LES  RELATIONS  QUI  EXISTENT, 

DAHS  L'ÉTAT  P'£QHILIBRB  9fm  COfiPS  SOLIin  OU  FLUII», 


ENTRE  LES  PRESSIONS  OU  TENSIONS  ET  LES  FORCES  ACCÉLÉRATRICES. 


.«■^p^x^MM^ 


Considérons,  dans  un  corps  solide  ou  fluide,  un  point  quelconque  dont  les  coordonnées 
rectangulaires  soient  désignées  par  x,  jr,  z.  Si  Ton  nomme  p' »  p',  p'"  les  près- 
sions  ou  tensions  exercées  en  ce  points  du  côté  des  coordonnées  positifeSp  contre  trois 
plans  parallèles  aux  plans  des  y*  t,  dès  z,  x,  et  des  x,  y;  les  projections  al- 
gébriques des  forces  p\  p'^  p'"  sur  les  axes  coordonnés  seront  deux  à  deux  ^les 
entre  elles  [royex  la  page  4?]  »  et  pourront  être  représentées  en  conséquence ,  comme  on 
Ta  déjà  fait  daQS  un  autre  article  [page  49 ]#  par  les  quantités 


A.        F. 


El 


(0 


Soient  d'ailleurs 

(«) 


p.        9,        Di 
if.        P,        Ç- 


X.        Y, 


les  projections  algébriques  de  la  force  accélëratriçe  appliquée  au  point  (Xj  y ,  s) 
sur  les  axes  coordonnés.  On  reconnattra  facilement  que  les  quantités  (i)  et  (9)  sont 
toujours  liées  entre  elles  par  trois  équations  qu'on  peut  obtenir  ainsi  qu'il  suit. 

Soient  A  ip,  ^y,  As   des  accroissements  très-petits  attribués  aux  variables    as,  7.  z; 


(3) 


t^  =  AasA^Az 


le  volume  du  parallélipipède  rectangle  compris  entre  les  six  plans  menés  parallèlement 
aux  plans  coordonnés  par  les  deux  points  (» ,  / ,  z)»  {x'^Ux,  J^  +  Aj^  »  «  +  A  «)  ; 
p  la  densité  du  corps  au  point  (se  >  /»  ')  »  et  m  la  masse  comprise  sous  le  volume 
V  •  Les  projections  algébriques  de  la  force  mplrice  qui  sollicite  cette  masse  seront  à 
très-peu  près  équivalisntes  aux  trois  produits 


(4) 


mX ,        mY ,        mZ  , 


(  »09  ) 
ou ,  parce  qu'on  a  seosiblement 

(5)  m=tfiv=p^x^J^z , 

aux  trois  expressions  ' 

■ 

(6)  pX^9c^yàz ,        pY^x^Jr^z ,  •      pZiicdHjràz» 

De  plu»,  les*  six  faces  rectangulaires,  qui  lermineiU  le  volume    v^    sereol  deux  k  4eux 
égales  entre  elles ,  et  mesurées  par  les  produis 

•         • ,   .        I    .  •    •    , 

(7)  AJA:?,  ^t^Xf  ArrA/. 

Enfin  les  trois  faces,  qui  aboutissenl  aft  point  .  {x,  j^  z)^     supporteront  en  ce  point  dés 
pressions  ou  tensions  dont  les  projections  algébriques  seront  respectiTcmont 

_^.       ^F.       -£, 

(8)  \     —F,        — /?,•       —B, 

Cela  posé 9  désignons  par  x  ,  jr -{-j,  2-|-z  les  coordonnées  d*un  point  quelconque 
situé  sur  celle  des  trois  dernières  faces  qui  est  perpendiculaire  à  Taxe  des  x.  Tandis 
qu'on  passera  du  point  {p^*  y»  z)  au  poîilt  {pu,  V'^l^  ^^^z) ,  la  projection*  al- 
gébrique sur  l'axe  des  x  de  la  pression  ou  tension  exercée  contre  celte  face  changera 
de  valeur  y  et  deviendra  équivalente  au  polynôme 


(9)  -(^+^y+4r«'-»^"4- 

Par  suite ,  ta  taasîaa  ou  prembti>  t»tai« ,  rapportée  pta^  «efte  fiioe  nare4lë1^incnt  h  Taxe 
(Tes    X ,    aura  pour  mesure  l'inlégrale 

et  sera  diHgée  dans  le  sens  des  x  positives  ou  négatives  »  suivant  que  l'intégrale  (10) 
sera  elle-mônie  positive  ou  négative.  Quant  à  la  pression  supportée  par  la  face  opposée , 
parallèlement  à  l'axe  des  Xf  elle  aura  évidemment  pour  projection  algébrique  sur  cet 
axe  l'expression  qu'on  obtient  en  remplaçant ,  dans  Tintégcale  (  1 0) ,  le  signe  —  par 
le  signe    +  ,     et  la  quadttté-    A    par 

IL*  AififiB.  i5 


(110   ) 
'     dx  dx*      1.3 


c'est-à-dire  le  produit 


/     X  I  ^   i   dA        \  dA  t^y    ^   dA  Lz    ,       \,     , 

Donc  la  résuHante  des  pressions  ou  tODsions  supportées  ^  parallèlement  S  Taxe  des  œ^ 
par  les  fiices  du  volume  v  comprises  dans  des  plans  parallèles  au  plai»  det  y  ^  z  ^ 
aura  pour  pro)ection  algébrique  sur  cet  axe  le  produit 

(lâ)  ^— Aa:  +  ...jAjrA«. 


On  prouvera  de  la  même  manière  que  la  résultante  des  pressions  ou  tensions  supportées  r 
parallèlement  à  Taxe  des  x^  par  les  faces  parallèles  au  plan  des  t^^»  ou  au  plaa 
des    as,  j,    a  pour  projection  algébrique  sur  cet  axe  le  produit 

(i3)  (^Aj  +  ...)A«Aa5. 

ou  le  suivant      ^  -         ^ 

(l4>  ^-l£.As  +  ...)AaJAjr. 

Donc,  si  Ton  considère  Tes  différences  a  a?»  Ly  ^  x%  comme  infiniment  petites  du: 
premier  ordre ,  et  si  l'on,  néglige  les  infiniment  petits  d*un  ordre  supérieur  au  troi- 
sième» ce  qm  permettra  de  réduire  les  produits  (la)  »  (i3)  »  (i4)  à  leurs  premiers  termes, 
'  la  somme  des  projections  algébriques  sur  Taxe  des  0  des  pressions  ou  tensions»  sup- 
portées parall^emeut  à  cet  axa  par  les  six  fiices  du  volume    v ,    sera  simplement 

fdA         dF         dE\ 

Or ,  la  molécule  m  devant  »  par  hypothèse ,  rester  en  équilibre  sous  l'action  des  diffé* 
rentes  forces  qui  la  sollicitent,  savoir»  des  pressions  ou  tensions  exercées  contre  ses^ 
faces ,  et  de  la  force  motrice ,  ta  somme  des  projections  algébriques  de  toutes  ces  forces 
sur  Taxe  des    x    devra  s^évanouir.  Ou  aura  donc 

dA     ,    dF     ,     dE 


I  dA 
[dx 


dF  d\b  \  _^ 

+  -; —  +  -r — )  XxXyàz  ^^^XxxàyH^z  =  o  , 


dx  dy  dz   J 


el  l'on  en  ooDclura 


(.6) 


(  11»  ) 


:ï!£j.££  4.  £^  4.02-0 


On  trourera  de  même 


Si  le  Gorpi  que  l'on  considère  se  réduisait  k  une  masse  fluide  »  il  j  aurai! ,  en  chaque 
points  égalité  de  pression  en  tout  sens»  et  chaque  pression  serait  perpendiculaire  au 
plan  qui  la'  supporterait.  Alors  les  pressions  exercées  en  un  point  quelconque ,  et  du 

M 

côté  des  coordonnées  positifes ,  contre  trois  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  x ,  jr, 
s,  seraient  dirigées  parallèlement  k  ces  axes,  mais  dans  le  sens  des  coordonnées  néga- 
tif». Bsr  suite»  en  nommant  p  la  pression  hydrostatique  correspondante  au  point 
[x,  y,  z) ,    on  troqferait 


(«7) 


A=sB  =  C=i'-p, 


(18)  DssE  =  F—o; 

el  lei  équations  (16) ,  réddtei  k 


(•9) 


^7 


pZ--=o. 


ppïocideraieqt  avec  les  formules  (a)  de  I9  page  «4« 


>4Maa^iaai>^m^~M 


SUR  LA  TRANSFORMATION  DES  FONCTIONS 


\i 


D'UNE  SEULE  VARIABLE  EI^  OU'ÉGIU.LES  J)OI}BLES, 


'      ^  I  1* 


M.  JPourier. a  fait  rqir q(|*oa  peut  traasfojripçryfie Sonçiiw: de |a  ^^fiàkh  ^  ^  tui^ 
inlipiilp  dQuî)Ie^  da^a  laquelle  celte  y^n>>Je^'eotins  pJlu3tque  spu^  le-l^iie  «U*  ou  cos. 
Lp6  deux  formi/Ies  q|i'il  a  données  jipur  CÇt  oJi>}c|t  jie^ureptigjtrf  ut|leffMaatjPfi0i|^)aç^s  par 
une  autre  ,x|ue  j'ai  indî^ué^  d^rj.^  |ç  jig/  cdlMer  4u  jQlfrQ^  dei'£çqlo  PO74I0  polyieob- 
nique,  e,t  qui  renferoie^,^  au  )iey  4'w.^'nus  QU  4*iW  lOQsiAV^ »  MUQ  .aeul^  ley^imitîelle 
imaginaire.  Elles  se  trouyent  4'9illei2r9  c;pfPj^riA^8^  comn^  (v^  fa(ti|5ulierf ,  dt^  ceU«» 
que  |e  rais  établir. 

Soient  r(;>»r)  ,  x{Pp^)  •  /*(<)  trol3 {oBCtiona  aéelles  des  yariableê  p,  r,  t;  et 
Po  9  Pp  T^  »  R  des  râleurs  réelles  attribuées  aux  variables  p»  r.  Ainsi  que  je  l'ai 
prouvé  dans  le  Mémoire  sur  les  intégrales  définios  f  iipçes  entre  des  limites  imaginaires , 
on  aura  généralement 


/ 
-f 

•/     De 


^[f(p»'*o)  +  i/r,x,tf^fvî3  ^.  V  . 


•     • 


dp 


fWiP'r,)  4-  vCz  (/».»•.)] rf/» 


A     désignant  une  somme  dont  chaque  terme  est  égal  au  produit  de  l'expression 


à, 


(2) 


air^/!!7 


p«nr  l'un  des  résidus  de    f{t)     Correspondants  ft  celles  des  racines  de  l'équation 


(»'3)  , 

que  ToD  peut  déduira  de  la  lormide 

(4)  «=f(p»^)  +  i/^x(p.O 

en  altribaant  è  la  yariabJe    p    de»  yaleurs  oemprises  ealre  les  limites    />«  9  P,     ci  h 
la  variable    r     des  yaleurs  comprises  entre  les  limites     r^,  R.     Ajoutons  que,  dans 

l'expression  (9)  »  le  double  signe  devra  être  réduit  au  signe    -}"  •     ou  au  signe    , 

suivant  qu*il  s*agira  d^jin  résidu  correspondant  h  une  valeur  positive  ou  négative  de  la 

différence 

•  •  • 

^  '  dp  dr  ^  dr  dp        ' 

Observons  enfin  que»  si  la  fonction 

oc  devient  pat  iofisie  povr  ios  valeurs  de    ;»    ai  de    r    renfisriDées  entre  les  Irmites 
p=zp^,  pz=zPf  rz=ro  9  r:=n  p     on  aura  simplement 

(7)  ^  =  0. 

Parmi  les 'applications  que  Ton  peut  faire  de  la  formule  (1) ,  on  doit  remarquer  celles 
qui  se  rapportent  au  cas  où  Ton  suppose 

ou  bien  encore 

(9)  ^^{p,r)  =  rco9p,         x(j^pr)=^rsinp. 

On  retrouve  alors  les  formules  que  j^ri  données  dans  le  premier  volume  des  Exercrces 
[pages  95  et  suiv. ,  toi  et  suiv.].  Si  Ton  supposait»  au  contraire, 

(10)  y(p,r)  =  ar,  x[pfr)=pr, 
a    étant  une  constante  positive,  la  formule  (1) 


(..) 


/ 


/ 


(  »»4  ) 

Lorsque  le  produit,    r /[(a  -4"  P\/^)  ^1    s'^^ADOuit  pour    r  =  oo  ^     quel  que  »oit    p , 
alors»  en  prenant 

r.  =  o,         iï^oo,     >    Po  =  o,         P  =  b  , 
on  tire  de  la  fornuile  (il) 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  » 

(la)  /*(a  +  6v/:r)/t(a  +  *i/:T)r]rfi'  =  y^VWrf^  +  A, 

Gé|te  dernière  équation  comprend ,  comme  cas  particuliers ,  plusieurs  formules  connues. 
Ainsi ,  par  e^Lcmple ,  si  l'on  pose 

/(r)=r— «é-^ 
n    désignant  une  quantité  positive ,  on  aura    à  =  o  »    et  Ton  tirera  de  la  formule  (  i  a) 

(i3)  rr'-"c-^'**^=^^'"dr= 1^±^; 

^  .  (a+ V"0" 

puis ,  en  faisant ,  pour  abréger , 

b 
(i4)  o  =  arctang  — , 

on  trouvera 

(i5)   r*r--'e-''^cos6rrff==-iîîî^r(n).  /"%•-•' e^-'^sin6r£<r==-22ilLr(ii), 

Goncevoqs  encore  que,  daqs  la  formule  (ii),  on  pcenae 


'     I 


/ 


/ 


p^zzzCj,  P:=xih  ,  1*1^  =  0,  R  =  —  , 

s    désignant  une  quantité  lrës-petite«  Alors»  en  supposant  la  fonctioii    f{t)     choisi^ 
de  manière  que    a    s*évanouisse ,  on  trouvera 

J**  j  (a  +  6i/n)/[(a  +  6i/:r)r]  —  («  + ev^)/[(a  4-«i^)']  j  4r. 
(•6)  i 


r" 


(  u5  ) 

Soit  mainleDaiil    x    une  ûouT«Ue  rariable  renfermé»  entre  les  limites    x.  »  X ,    en 
sorte  qu'on  ait 

(17)         '  x.<x<X. 

Si  Ton  pose 

(.8)  f{t)  =  f'c-'<"-i^^f{s.)d^. 

f{fL)     désignant  une  fonction  de     fi     qui  ne  devienne  pas  infinie  entre  les  limites 
(1  =  sDo  »  p  =  ^  »    on  tronrera 

puis ,  en  faisant 

on  obtiendra  la  formule 

Comme  on  a  d'ailleurs 

0*01 


a         '^         f{x  —  fa)<fa  = 


(90) 

o  t/« 


1  x-aTo 

a  f{x-^ts)ds+J    ,       a         '^       '  f{x^iê)dê. 


et  que  »  pour  des  râleurs  infiniment  petites  de    < ,     les  deiix  intégrales ,.  comprises  dans* 
le  second  membre  de  l'équation  (ao)',  se  réduiront»  Tune  au  produit 

Faatre  à  zéro»  on  tirera  évidemment  de  l'équation  (19)  »  en  prenant     c  rr  o  ^ 


(ii6) 
Cela  posé,  M  Ton  fait,  pow  abréger» 


ou  y  ce  qui  revient  au  môme  . 

►6 


on  conclura  de  la  formule  (i6) ,  en  y  substituant  la  valeur  de    f{t)     donnée  par  Tc- 
quation  (i  8)  ^  et  réduisant'    «    hiéro. 


(34)  m = 

Si  Ton  supposait ,  au  contraire  » 

on  trouverait»  en  opérant  toujours  de  la  môme  manière ^ 


f{\»)djf.dr. 


(26)  r(cr)  = 


f{l^)d^dr. 


Enfin»  si  l'on  ajoute  la  formule  (74)  ^  !&  fortnide  (26)»  en  ayant  soin  de  remplacer 
X  —  fA  dans  la  première»  et  ft-r-oî  dans  la  seconde  »  par  le  radical  |/(«-pi)»  qui 
représente  »  dans  tous  les  cas  possibles  »  la  valeuc  numérique  du  btnome  x  —  ft  »  on 
oblieftdtia  l'équation 

(37)  f{p>)= 

Si  la  variable    x    cessait  d'être  ren&rméa. entre  }€&  liiQiii3&    se,  »  J^  ;     alm»  »  en  sup- 
posant 

(«8)  x>X>x^, 

et  prenant        ^ 


/ 


(  «»7) 


on  tirerait  de  la  formule  (16),  à  l'aide  de  raisonnements  semblables  à  ceux  que  nous 
avons  employés  ci-dessus  » 

Si  Ton  supposait  au  contraire 

(5l)  CB  <  a5«  <  -rï  , 

alors  en  prenant 

on  trouverait     ^ 

(55) /7;[(-+*V^ro*-<-*^>'<''-'>- (a*cï/ro.-<--^>^<''-'> j /'(,)rf,^ 


Les  équations  (3o)  et  (33)  peurent  être  remplacées  par  la  seule  formule 
(54)  J^y^' j  (a+^v^ro.-^'**^=>''^<=^=ï^'^ 


f{n)d^dr=o  , 


qui  subsiste  toutes  les  fois  que  la  râleur  attribuée  à  la  yariable    x    est  située  hors  des 
limites    x^  ^  X. 

Lorsqu'on  prend    c  =  —  6  «     les  équations  (a3)  donnent 

b 
(55)   ^  ^  =  a  arctang  —  ,         fi  =  o  ; 

et  Ton  tire  des  formules  (97)  et  (34) ,  1.^  en  supposant  la  variable    x    renfermée  entre 
les  limites    x^p  X^  ^ 

(36)  f[x)  = 

r4arctaog  —  j  v/Ti 
IL*  Affir&jB.  '  16 


{  **8  ) 

8/  en  supposant  la  variable    x    située  hors  des  limites    x^,  X  , 


-.(a-W=î)»*V(î=^)» 


f(fA)d(|&</ra:0. 


(3,) /;£J(a+*i/ro.-^-'^=^'^^^-(— *V^0« 

Dans  U  cas  particulier  où  l'ooprend    a  =  o  ,  6  =  i .    la  formule  (36)  se  réduit  k 

V  I 

/'(«)'= ^/."/.'  j  .-'^^'ï=î^+-'^'^^'=^  j  r((»)  «//»«*r  , 

ou  plus  simplement  à 

(38)  n-)  =  17/X I  /^'-"^^^ +a-^^'-''^^  j  fW  é,ér. 

Par  suite,  on  aura ,  pour  des  Talmrs^e    x    <5oiliprîseiï  entre  les  limites    Xo ,  -ï  t 

(39)        A») = V  /r/^*»"  ^*  ->^  •  ^^'^^  ''^'''•* 

o  ' 

ou ,  ce  ijtiî  revient  au  même , 

On  tirera,  au  contraire ,  de  fa  formule  (87) ,  en  <opp«»à!it  la  variable    te    siwieiwr» 
des  limites    œ„,  X,    et  prenant  toujours    a  =  o,  b=i  , 


(4i)  jf      /     coBr{X'^i»).f{i*)diAdr  =  o, 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


Dans  le  cas  où  Ton  suppose  b  =  o\  la  fraction  qtte' renferme  le  second ja^re 
de  l'équation  (36)  se  présente  sous  la  forme  — .  Mais,  en  réduisant  cette  fraction  à 
sa  véritable  valeur ,  on  tire  de  l'équation  dont  il  s'agit 


(45) 


A*)  =  T /oY«!t  '  ~  *''*^'^^^' I  •'"''^'^^^''^ '^'*'''"  • 


La  formule  (43) ,  qu'on  peut  encore  écrire  coaime  il  suit 


\ 


(  »»9  ) 

«ubstste ,  poar  toutes  les  valeiirs  de  x  oemprise^  ent^e  les  limites  x^p  X.  Au  con- 
traire •  lorsque  la  variable  x  est  située  hors  des  Kmites  œ^^  X ,  on  a ,  en  vertu  de 
Téquation  (3'7) , 

On  troaTera ,  par  suite ,  en  supposant    x>  X>Xai 


(46) 


\  /  *  , 


et  »  en  supposant    x<Xo<X  ^ 


(47) 


y**y*  j  1 + ai" (05 — fi)  j  •"'■^'"'*V(t»)  «'frf»' = 0 . 


II  importe  d'obswver  qne  les  équations  (43)  et  (44)  peoTmt  encore  être  présentées  sous 
les  formes 

(48)  '        fi^)  =  -JJ^-^—. ifi^)di^dr. 

(49)  f^^)=lJJ,,'^^-ra ^Ap)rfMr 

'  "s 

Lorsque  9  dans  les  formules   (-27)  #  (4o)*  (48)  et  (49)»  on  suppose     Xo  =  —  00  , 

X'=z€o  p     on  obtient  les  équations 

/ 

(50)  f{x)=:  [ 


a(fi+^t/1) 


00     /loo 


(50  /(«)  ^izfj^  i""''=''M  d,dr. 


(  »»•  ) 


qui  subsistent j  pour  toutes  les  râleurs  positives  ou  négatives  de  la  variable    x. 

Concevons  à  présent  que  l'on  prenne    Xc^=o  ,  ^  =  00.     Alors ,  si  Ton  attribue  à 
la  variable     x    une  valeur  positive ,  on  tirera  des  équations  (3g)  et  (48) 


00   ^00 


(54)  f{x)  =  —  f     f    CMr(aj  — («).f(ft)rf(irfr. 


(55)  ^^*)=tJo  Jo  -^ — rfï Af)rfj"'»-- 

De  plus,  on  conclura  des  fohnules  (4i)  et  (47) ,  en  remplaçant    x    par    —  x , 


pco    pCO 

(56)  ^  =  J     J      Ço*^(«  +  f*)-Af*)^f*<'»'» 

(57)  o  =  y*"y**Ii— a«'(a3  +  rt]<>""'""^'"*"^Y(f*)rff*rf^ 


Si  d!ailleurs  on  a  égard  aux  équations 

Icosr  (a?  —  f*)  =  cosrx.  cosrfi  -f-  sinr  jj^sinv'fA  ^ 
cosr(»  +  f*)  =  C08ra5,cosrfA  —  sinrx.sinrf* , 

on  tirera  des  formules  (54)  et  (56) ,  combinées  entre  elles , 

(59)  f{^)  =  —   /      /      CO$rx.cosrit.f{fi)d^dr, 


00     yftOO 


(60)  f{x)=:-^   I      f      sinrx.smrit.f{it)diidr. 

aw  «/  o  «/  o 

Ces  deux  dernières  formules  sont  celles  que  M.  Fourier  a  données  dans  ses  Recherches 


(  lâl  ) 

sur  la  théorie  de  la  chaleur.  Ou  peut  s'en  servir  pour  io(égt*er  de:^  équations  linéairts 
aux  diiTérenoes  partielles  et  à  coefficients  constants.  Mais ,  pour  rendre  la  méthode  d'in- 
tégration plus  générale  »  il  conyient  de  substituer  aux  deux  formules  dont  il  s'agit  l'é- 
quation (4o)  ou  (di),  ainsi  que  je  l'ai  remarqué  dans  le  19.*  cahier  du  journal  de 
l'École  royale  polytechnique  :  [voyez  aussi  le  Bulletin  de  la  Société  philomatique  pour 
Tannée  i8ai,  et  l'Analyse  des  travaux  de  l'Académie  des  sciences  pendant  la  même 
année.]  Ajoutons  que /dans  beaucoup  de  cas,  il  sera  utile  d^employer»  au  lieu  des  for- 
mules (4o)  ou  (5i)  »  les  équations  (97),  (5o)  »  (Sa),  (53).  C'est  ce  que  j'expliquerai  plus 
en  détail  dans  un  autre  article. 

Une  observation  essentielle  à  faire ,  c'est  qu'on  peut  établir  directement  les  formule'» 
(27)  et  (34)  avec  celles  qui  s'en  déduisent,  en  effectuant  d'abord  dans  chacune  de  ces 
formules  l'int^ration  relative  à  la  variable    t,     après  avoir  multiplié  la  fonction  sous 


—  \T 


et  en  considérant     «     comme  un  nombre 


le  signe      /      par  Texponentielle    0 

infiniment  petit  que  l'on  devra  réduire  à  zéro,  quand  les  intégrations  seront  achevées. 
Ainsi ,  par  exemple ,  en  opérant  de  cette  manière,  et  posant  a{pB —  ;&)  =  ti ,  on  re- 
connaîtra que  le  second  membre  de  la  formule  (43)  est  équivalent  au  produit 

Si  Ton  intègre ,  par  rapport  à  ja  quantité     a ,     et  à  partir  de     a^=::e^     les  deux 
membres  de  l'équation  (49) ,  on  en  tirera 


•  • 


on,  ce  qui  revient  au  même r 


(6.) 


^^*^  =  T77m  /o"/'!!"""^''^- "-''^^'"^^î  fM  'i^'ir , 


e    étant  positif,  ainsi  que    a.     On  peut  aisément  vérifier  la  formule  (61).  Car,  hi  Fou 
fait,  pour  abréger, 

(63)  fw='-xy^*'<^=^/'(^)rf.. 


on  trouvera ,  en  posant     p  —  «  =  —  ,    et    r  =  oo. 


r 


et  par  suite  la  formule  (61)  sera  réduite  II 


(65) 


y  ""';""-'  ^r  =  f(.)l(-f) 


Comme  oa  aura  d'ailleurs  f  (b)  =:0,  il  est  clair  que  l'équalion  (65)  pourra  encore 
être  présentée  sous  la  forme 

(66)  y  'f"'>l"-"'>  ^r=[f(i.)-f[.)]l(-l). 

Or,  cette  derni^,  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  l'équation  connue 

<"''  /"'"";'""  ■'-='(t)' 

et  qui  coïncide,  quand  f(oo)  s'énaouit,  arec  une  formule  que  j'ai  donnée  dans  le 
!<).'  Cahiel'  du  Journal  de  l'École  polytechnique  [voyez  la  formule  (c) ,  page  576],  te 
déduit  aisément,  ainsi  que  M.  Ostrogradsky ,  en  a  fût  la  ronarque,  de  l'équation 

(68)  j;-f'(„0<ir=ifc)fW 

intégrée  par  rapport  h  la  quantité  a ,  On  pourrait  au  reste  établir  l'équation  (66) , 
aussi  bien  que  la  formule  dont  il  s'agit ,  k  l'aide  de  la  théorie  des  intégrales  singulière». 

L'équation  (ds]  subsiste  seulement  pour  les  valeurs  de  œ  comprises  entre  les  limite» 
x=:Xt.x  =  X.  Le  second  membre  s'évanouirait ,  si  la  valeur  de  x  devenait  infé- 
rieure ou  supérieure  aux  deux  limilcs  dont  il  s'agît;  et  il  se  réduirait  è     — f{x) ,      si  l'on 

avait  x  =  £rg  ou  3i-=:.X.  On  trouveraiteneflèl,  dans  le  premier  cas.  r(ee)=io, 
et  dans  les  deux  derniers  f(oo)  :=/'(j:).  Si  l'on  prenait  x,:=  —  00,  X-=^'a  , 
niors  OQ  aurait,  pour  <!cs  valeurs  quelconques  de     x, 

(69)  fW  =  ^/.X.j.,-"'!'=i^_„-"'<=^jrt.).'f*, 


<  i«3) 


OU  »  ce  qui  revient  au  même , 


(70)  f{x 


V  *  /  '  '  , 

al(l)  -^•^-   t  )'        • 

Ces  dernières  formules  peuvent  être  utilement  employées  dans  l'intégration  des  équations 
aux  différences  partielles* 

Si,  dans  la  formule  (36) ,  on  prenait    a  =  fr  =  1  »     on  trouverait,  en  supposant  la 
variable    x    renfermée  entre  les  limites    œ^^  X  ^ 


(70 


11  est  facile  de  vérifier  directement  la  formule  (71) ,  dans  certains  cas  particuliers ,  par 
exemple,  dans  ceux  où  l'on  supposerait    flx)  =«•"',   f{x)  =  cosas,  etc.  ..•. 

On  pourrait  encore  déduire  de  la  formule  (1)  une  multitude  d'équations, analogues 
aux  formules  (27)  et  (54).  Supposons ,  par  exemple ,  lès  fonctions  f  (p, r) ,  x  {p, r) ,  et 
/(«)    tellement  choisies  que  l'on  ait 

,p(p,o)=o,        x{p»^)—Of^        ?(p»»)=o,         A  =  o. 


Alors ,  si  l'on  prend 


Po  =  <î» 


Pzsnb  r         ro=o,  It==:  — , 


I    désignant  un  nombre  infiniment  petit,  on  tirera  de  l'équation  (1) 


rf[y(^r)  +  \/nx(^r)] 


-/[?(M  +  v/^x(fr.O]-rf^ 


(7«) 


^   0 
•/  0 


+  v^z 


(t)|-- 


l« 


(  »«4) 

Si  Diuifilcnanl  on  suppose 

(73)  /(/)=:=/;V'^(^^7(p)<«. 

et .  s>i  Ton  fait  pour  abréger 

c«n  tirera  de  l'équatioD  (7s)  »  par  des  raisonnements  semblables  à  ceox  que  nous  aroos 

employés  pour  établir  la  formule  (97)  • 

* 

(70)  fix)  = 

-W^^iV^JJ., Tr •  MM'- 

La  (proHile  (75)  subsiste  «  comme  la  formule  (97),  pour  des  valeurs  de  x  comprises 
entre  les  limites    x^,  X.     Le  second  membre  deviendrait  égal  à  zéro,  ai  la  variable 

X  était  située  hors  des  limites  Xo»  X,  eiè   — f(^)»  si  Ton  avait  £d  =  Xo»  ou  ic  =  X 

Je  terminerai  cet  article  en  observant  que  Ton  déduirait  immédiatement  la  formule  (i) 
de  l'équation  identique 

('')  Tr Tf • 

dans  laquelle  %  =  ^ (p,r)  +  v/m  x(p*^)  •  ^>  1*0Q  intégrait  les  deux  membres  de  cette 
équation  par  rapport  lî  Ip  variable  p  entre  les  limites  p=p^,  pr=zP,  et  par  rap- 
port à  la  variable  r  entre  les  limites  r  =  ro»  r=:B,  Alors  »  pour  déterminer  ^, 
il  suffirait  de  remplacer  chaque  intégrale  relative  à  r  par  sa  valeur  principale  ,  et  de 
recourir  à  la  théorie  des  intégrales  singulières.  Au  reste ,  les  applications  que  nous  avons 
faites  ci  dessus  de  la  fonnulc  (]) ,  n^exig^nt  pas  que  l'on  calcule  la  valeur  de  A ,  puis- 
qu'elles se  rapportent  au  cas  dans  lequel  on  a  simplement     à  =  o. 


DE  LA  DIFFÉRENCIATION  SOUS  LE  SIGNE  /. 


Soit    /{xpà)     une  fonction  quelconque  de    x    et  de    a.'   Soient  d'ailleurs    Xo,X 
deux  valeurs  réelles  de  la  variable    x.     Si  Ton  pose 


(0 


j/{^»  a)  rfoî  =  -4 , 


on  en  conclura  généralement ,  à  Taide  de  la  différenciation  sous  le  signe     /  » 


(«) 


n  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  Néanmoins,  si  la  fonction  *  f{x,a)  de- 
vient infinie  pour  une  valeur  de  x  renfermée  entre  les  limites  Xo  #  2[  des  intégrales 
comprises  dans  les  formules  (i)  et  (2)  »  et  si,  afin.de  lever  toute  incertitude  sur  Tévalua- 
tion  de  ces  intégrales,  qui  seront  le  plus  souvent  indéterminées,  on  réduit  chacune  d'elles 
à  sa  valeur  principale,  l'équation  (2)  pourra  devenir  inexacte.  Mais,  pour  trouver  la 
cause  de  cette  inexactitude',  et  fournir  les  moyens  d'y  remédier,  il  suffira ,  comme  nous 
l'avons  observé  dans  le  1 9.  *  Cahier  du  Journal  de  l'École  royale  polytechnique ,  de  sub- 
stituer à  l'intégrale 


(5) 


J^fi^la) 


dx 


la  somme  dont  la  valeur  principale  est  la  limite. 
Supposons ,  pour  fixer  les  idées , 


(4) 


/(».«)  = 


x-a 


a'o  =  o. 


X=i, 


a    désignant  une  quantité  positiva  et  inférieure  à  l'unité.  Les  équationit'  (1)  et  (2)  se 
réduiront  aux  suivantes 


(5) 


rifL=i.i(,-a).^JLu.=:,(ij:l\, 

^       fB-a         a     ^  .2  \    a    I 


IL*  ANNiB. 


ï7 


(6) 


f  126  ) 


/dx         I 


da' 


dont  la  dernière  deviendra  inexacte,  si  Ton  prend  pour  n  un  nombre  impair^ puis- 
qu'alors  l'Intégrale  comprise  dans  le  premier  membre  aura  une  valeur  infinie.  Mais, 
pour  obtenir  la  correction  que  devra  subir  »  dans  cette  hypothèse  »  la  formule  (6) ,  il 
suffira  de  présenter  l'équation  (5)  sous  la  forme 


(7) 


t    (lésigoaot  un  nombM  infiniment  petit.  Alors ,  en  effectuant    n.    différenciations  re- 
latives à  la  quantité    a,    on  trouvera 


d'\ 


(^) 


da' 
On  aura  donc  généralement 


(9) 


J„  — ^î^^^="     dJ    +'-'-s-("-')j(-7)'-(Tr)1' 


pourvu  que  l'on  réduise  l'intégrale 


h  sa  valeur  principale.  Si,  dans  la  formule  (9) ,  on  attribDC  ao  nombre  entier  n  00c 
valeur  paire ,  on  retrouvera  précisément  l'équation  (6).  Mais ,  si  l'on  prend  pour  n  un 
nombre  impair ,  la  même  formula  donnera 


r '■&)..  '-m 


ce  qui  est  exact. 


(  i«7  ) 
Supposons  encore 

j'o  •  y  dé^igoant  deux  fonctions  de  la  variable  x;  s^  9  Z  deux  fonctions  des  va- 
riables   X,  y;  etc....;     et    F(a;,j,7,...)     une  fonction  homogène  de     x,  y,  z,,.. 

dont  le  degré  soit  inférieur  d'une  unité  au  nombre     m    des  variables     x,  y,  z, 

Concevons  d'ailleurs  que  le  système  des  valeurs 

(i5)  x  =  rt,        j==zb,        z=:c,        etc.... 

soit  un  de  ceux  que  les  variables  x,  y»  z , .,.  peuvent  prendre  en  demeurant  com- 
prises entre  les  limites 

(i4)        x  =  Xo^       x  =  X;         y=:y^,      y=Y;         z  =  »« .       c  =  Z;     etc.. 

Dans  celte  hypothèse,  l'équation  (i) ,  réduite  à  la  forme 

(là)     A=  1  r  r ..    f(^.y,^..-) — ^...rfsrf  / 

J  ,J ,    J ,  F(x-«,jr-*,,-c,...)  / 

•*'0  jo  *o 

pourra  s'écrire  comme  il  suit 

(16)  A  = 

Soit  meintenant  A  la  différence  entre  les  deux  valeurs  que  prend  l'intégrale  (12), 
quand  on  y  pose  successivement  x=^a^9  ^  x^=^a  —  c.  En  différenciant  l'équa- 
tion (16)  par  rapport  à  la  quantité    a,    et  faisant ,  pour  abréger , 


(.7)  p= 


on  trouvera 

dA 


(18) 


da 


r,yyy'r^^^'''y''''-^'''^'^^'^^s!LtfJJu''^ 


(  >«8) 
On  aura  donc 


dA         pX,  pY  pz       dp 


pourvu  que  Ton  réduise  l'intégrale  multiple 


pX  pY  pz      dP 


X  pY  nz       dP 
«o«^  y©  ^  «o 

à  sa  valeur  principale. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  valeur  de  la  différence  représentée  par  A .  Or , 
soit  S  un  nombre  infiniment  petit  qui  varie  avec  < ,  et  admettons  que ,  ^  étant 
considéré  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre ,  f  soit  d'un  ordre  phis  élevé. 
Le  rapport 

V 

(V  •  ♦  .  •  ^ 

2t)  •  .  t  =  — 

s'évanouira  en  même  temps  que     ê.      Soient  d'ailleurs     f^,    W     des  quantités  qui 
ne  soient  pas  toutes  comprises  entre  les  limites    —  i  »  -j^  i.     Comme  l'expression 

(22) 


m  é 

deviendra  rigoureusement  nulle,  si  Ton  suppose  i  =  o;  elle  sera  sensiblement  nulle, 
dès  que  l'on  prendra  pour  i  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  su(&ammeni 
élevé  :  et  par  conséquent  on  pourra  établir  entre  les  deux  facteurs     <^  et  t    du  produit 

(«3)  ,  =  i^ 

une  relation  telle  que  l'expression 

u/A  f(tf +•,/,«,...)  f(fl-«,:r»^»-0. 


s'évanouisse  à  très-peu  près  pour  toutes  les  valeurs  de  y  —  b  ,  z  —  c, ...  non  com- 
prises entre  les  deux  limites  — S,  4~^*  Cette  condition  étant  supposée  remplie,  il 
est  clair  que  la  quantité     à     différera  très-peu  4«  l'intégrale  singulière 

(25)       r*^*  r*^ À  J-^"**'!^'"""\  — f(«-'>y>^>»0     j ...  rf,rf 


(  "9  ) 
Donc,  si  Ton  fait  pour  plus  de  Commodité 

(«6)  yz=z  b-^tv ,        z  =  c-^iw , 


•  •  • 


et  si  l'on  observe  que  la  fonctioa  homogène    F(x,  j,  ^« .  •  •  •)  »     étant  par  hypothèse  du 
degré     tn  —  i ,     vérifie  l'équation 

{^7)  F(±:t,  it,  «tp,  .•.)  =  f"'-"»F(±i  f,t>,  tp,...), 

on  Irourera  sans  ejrreur  sensible 


(a8)     A  = 


/;/; 


9 

—      I 


F(i,©,f»,...)  F(-i,t,tF,.'0 


En  réduisant    «    k     zéro  dans  la  formule  qui  précède,  et  en  faisant,  pour  abréger, 

(îiQ)  A=    /  /        ...  J-=n ; -^r, r-},,.dwdv, 

.  J  ^^J  .^       \  n^y^»^^-')  F(-i,t,tp,...)  I 

00  en  conclura 

(5p)  A  =  i.f(a,6,£r,...) . 

Par  suite ,  Téquation  (ao)  donnera 

(5i)  — : — =   III     ...-;— tlx^y^z, ...).. .dzdydx  —  A;f(a,6,  c, ...) . 

da        •/  opo  *'  yo  «^  *o        /ifl     ^    " 

Si  la  fonction     P    était  déterminée,  non  par  la  formule  (17) ,  mais  par  ceile-ct 


[l^)  P  = 


l,  Itp  -9    désignant  des  quantités  constantes,  alors,  en  posant     • 


(33)  jr=6  +  -r-*v»  «  =  c-f-— «w,     etc....  , 


et  raisonnant  toujours  de  la  même  manière,  on  trouverait,  k  la  place  des  équations  (3o) 
ek  (5i) 


(34) 


(55) 


(  '5o) 
A  =  |iv  ..•  kî{a,  b,c,*,,)  y 


—j—=  III     •••     ,~- ifa;,j',z, ...)...  azoyaa?  —  fiv  ..«  Af(a»6yC9 ...). 


Si  les  valeurs     x  =  a,  j=6,   2  =  c,...     cessaient  d*étre  renfermées  entre  les  li- 

miles  x  =  Xo  9  a?  =  A'  ;  j  =  J'©  #  J=  y  »  »  =  ^o  ,  z  =  Z;  ...  ou ,  si  la  fonctiou 
liomôgène  F(x,j<,  ?, ...)  était  d'un  degré  inférieur  à  m —  i  ,  la  différence  repré- 
sentée par  A  dans  les  formules  précédentes  disparaîtrait  ou  s*évanouirail;  et  Ton  aurait 
simplement 

'^^      r^  r^  r^     ^t^  i^,  ^    ^  ,  ^ 


(ta 


da 


Si,  au  contraire,  la  fonctibn  homogène  F(a3«j, ^, ...)  était  d'un  degré  supérieur  à 
m  —  1  ,  la  quantité  A  deviendrait  généralement  infinie  en  même  temps  que  Tinlé- 
grale  (s5)  ;  et  par  conséquent  l'équation  (  1 9)  donnerait  »  pour  des  valeurs  de  a ,  6 ,  c. . 
renfermées  enlre  les  limites     a:  =  a?o  t  a?  =  -^  ;   y  =  Jo  »  J^=ï^;    «  =  ^0»   z^=Z  ; 


(37) 


//       /     ...— — ({x,y,z,...)...dzdydx:=:dcoQ 
«o  «^  yo  *^  'o        "û 


Nous  observerons  encore  que,  si  l'on  différencie  la  valeur  de  A  déterminée  |>ar 
l'équntion  (iG) ,  non  plus,  par  rapport  à  la  quantité  a,  mais  par  rapport  à  Tune 
des  quantités  b ,  c ,...  on  trouvera  simplement ,  et  quel  que  soit  le  degré  de  la  fonc- 
lion  homogène     ¥{Xfy,  r, ...)  * 


(38) 


db 
dA 


•,'  «o  %J  y©  •-'  «o 


db 


iA         p^  r^  C^       ^^  c,  K     J   J   ^ 

-—=  I       I       I     ... ':r't{x,y,t, ...)...  dzdydx, 

de        J  xo  J  vo  ^  «o  de      ^     ^ 


ClCt   • • • •   f 


pourvu  que  ,  dans  l'évaluation  des  seconds  membres  des  formules  (38) ,  chacune  des 
inlégrales  relatives  à     x    soit  réduile  à  sa  valeur  principale. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d'établir ,  supposons 


(59) 


(  i3i  ) 

et  de  plus 

^       dS  „       dS  ^       dS 

(Lo)  A  =  -T-,  Bzzz—',  6=—-,        etc., 

^^  '  da  do  de 

m    désignant  toujours  le  nombre  dos  rariables    x,  y,  t , ....     et     \,  \il,  v ,  ....     des 
quantités  constantes.  Si  l'on  fait ,  pour  abréger , 


(40  /?  = 


|m'-(^)'-m'-"}""'  ' 


on  aura 

X  nY  nz 


nx  nr  nz 

(42)  5=  I       I       f     .,>Rt{x,YfZ,...).^^dzdrdx; 

^^  'o  ^  yo  •-   *o 


ei,  coiDOïè  l'expression 


—-1 


(43)  (as'+j'  +  ïM* 

est  une  fonction  homogène  du  degré    m  —  2 ,     on  tirera  des  formules  (36)  et  (38) 


^=s=x^x^/.^••47f(^'^^ 


dS       px  rr  /*z     dR 

y* 
dS        nx  nY  nz      dR 


eiC*    ■  •  •  a 

On  trouvera  d'ailleurs 


/   dR        m^^  x^a 


da 


l(^)*(-^)*(^)*-^ 


«5) 


dR m-a  y-b 

db  ft 


{(t=-).*(^)*(^)--Î" 


rf/l        m-a  z-c 


de  -t^        L  »  ■    •  1  \m    » 


(^)V(^)V(v-)"--! 


•  (  «s»  ) 

et ,  comme  rexpre«8ion 

(46)  -^  (.'H-r-^»')'  ■ 

sera  une  tbûcliôn  homogène  du  degré    m  —  i  ,     on  aura  encore  ,  en  vertu  des  formules 
(35)  et  (38) . 


=:  /      /      /      ••• -; — f(a5,j<,«,,..)...rf«rfyda5-^ftv,.,4f(a,6,c,...). 
J  »o«^  y»  J  *•        "û* 


(47)     J 

de         mj  x^u  y, 


eirC*      •  •  t      y 

pourvu  que ,  dans  les  seconds  membres  des  équations  (47)  »  on  remplace  chaque  inté- 
grale relative  à  as  par  sa  valeur  principale.  Ajoutons  que  la  constante  k  sera  déter- 
minée par  la  formule  (ag) ,  dans  laquelle  on  devra  substituer  à  F(a9,  ^,  s»  • . .  )  l'expres- 
sion (46).  On  aura  donc 


f^  ,..dwdv 

00»/    -00      (i+«*+tP'  +  ..0~ 


^00 

n  (m  ^n\         m  m 

(l+«*+tP'  +  ..-) 


Si  maintenant  on  observe  qu'on  a ,  pour  des  valeurs  positives  de    n    et  de     l , 

(49)  /.'»"-«-"-=  ■^. 

et  par  suit 

I  1         / 

5i) 


( 


^ —  =  — —    §        $         e  ds 

!  +  «•  +  »•  +  ...)  U/ 


on  tirera  de  l'équation  (49) 


/     ^ 


(  t35) 


lr(— )  •/-«•/  .«0      •/  0 
pù)8^  en  ajanl  égard  à  la  formule 


(53) 


on  Iroavera  défioitiveineDt 


•  *i        >^<>o 


En  d'aatreft  termes ,  on  aura ,  pour  des  râleurs  paires  du  nombre  entier    m , 
(55)  k  =  .-.2tzÉd^, 


et»  pour  des  valeurs  impaires  de    m  , 


a(m-a)7r 


(5€)  ifc=      , 

GonceYons  maintenant  que  Ton  différencie  la  première  des  équations  (45)  par  rappovt 
k  la  quantité  a ,  la  seconde  par  rapport  à  fr ,  la  troisième  par  rapport  k  e ,  etc. 
puis,  qu!on  ajoute  ces  mêmes  équations  ainsi  différenciées»  après  les  avoir  respectivement 
multipliées  par  les  facteurs    X',  ft*»  v\  etc....     On  trouvera 

Cela  posé ,  on  tirera  des  équations  (47)  et  (54) 

(58)        ^^77  +  f*^7r  +  ''  -7-  +  -= —rti — ^/*^.-f(û.*»«»-)* 

aa,  ao  de  y  (    \ 

puis  on  en  conclura  »  en  ayant  égard  aux  formules  (4o»)  > 

U.^Aififis.  '  f    ** 


\ 


(  »î4) 


d*S    ,        d*S    ,        d*S   ,  a(in*a)ir .  . 

.      l        ..  «  l  «      _  l_  m Il        a        II— 


En  conséquence,  la  yalear  de     S ,     déterminée  par  la  formule  (Sg},  yérifiera,  pour 
des  yaleurs  paires  de    m ,    l'équation  aux  différences  partielles 

a 

et j  pour  des  râleurs  impaires  de    m,    Téquation 


a   a  a 


Les  équations  (6o)  et  (6i)  supposent»  comme  la  première  des  formules  (47)»  que  les 
valeurs  x^za,  y=:b ,  z  =  o  ,...  sont  renfermées  entre  les  limites  des  intégrations 
indiquées  dans  la  formule  (Sg).  Si  le  contraface  arrivait,  il  faudrait  à  la  première  des  far* 
mules  (47)  substituer  l'équation 

et  Ton  aurait  par  suite 


rfa»     '  "^    rf6«     •        rfc 


■ 

n  ne  sera  pas  inutHe  de  remarquer  que  Tune  des  équations  (Sg)  ou  (65)  serait  encore 
vérifiée ,  si  la  valeur  de  if  était  donnée ,  ttod  par  la  formule  (S9)  ou  (4^)  >  mars  par 
la  suivante 

(64)  5=  r^  f^f^... iQ  +  B)î{x.j,z.. ..)... dzdjrdx, 

•./  «o  *^  yo  «^  'o 

Q  désignant  une  fonction  qui  renfermerait,  avec  x,  y,  z,  les  quantités  a,  6,  c,... 
et  qui  serait  du  premier  degré  sealefDcal  par  rapport  à  diacune  de  ces  quantités.  Si  Ton 
supposait  en  particulier 

(65)  <?=— 1,  et  f(9,y,*„..)=^  /(^♦y.»>;-,)    ^ 


1 

1 


(  rt«) 

« 

on  lirerait  de  réqaation  (64)  remue  à  la  formule  (4 1) 


(66) 


S  = 


»-!» 


•^  «.*'  ».  •^  «. 


r  ^2    if£::i)+(2:d]+(l:5)+...)    *-, 


,  j  _^ .~~-^ . . — .— — . i^i^^^«^ 


m 
2 


pois ,  60  prenant    m  =:  d  , 

(67) 


*=/y  '  I  [^y  ^[^)'\n''M-^- 


Alon  aossi  Téf  nation  (Sg)  donnera 
tandis  que  l*équation  (65)  deviendra 

Donc  la  valeur  do  5 ,  déterminée  par  la  formule  (67) ,  vériGe  Véquatiôti  (68) ,  lorsque 
les  quantités  a ,  6  représentent  des  valeurs  de  as  et  de  jr  comprises  entre  les 
limites    »  =  Xo ,  x  =  X;  y  =iy^  ,  j'  =  T;     et  l'équation  (69)  dans  le  cas  contraire. 

Lorsqu'on  suppose    m  =  5 ,     la  valeur  de    S ,     donnée  par  la  formule  (Sg)  »  se  ré- 
duit à 

(,o)        .  5=   f"  r  r\ ^'^^^ —^dzdyda>.       ^ 

[—jH.jn—i) 


Alors  aassi  Ton  tire  des  formules  (54)  et  (Sg) 

(7»)  X..^+p'.^  +  V^^=-4-Vvf(a.M). 

tandis  que  la  formule  (63)  devient 


(  lie  ) 

On  déduit  aisément  des  principes  quo  nous  venons  d'exposer  une  des  propriétés  les 
plus  remarquables  de  l^ïntégrale  triple  qaï  sert  k  la  déteraiiaatîon  des  composantes  rec- 
tangulaires de  l'attraction  exercée  par  une  çiasse  quelconque  M  sur  un  point  nialériQl 
pris  au-dedans  ou  au>dehors  de  cette  niasse.  En  eDêt ,  soient  a,  b,  e  les  coordonoéet 
rectangublres  du  point  matériel  dont  il  s'agît ,  m,  jr,  s  celles  d'un  point  quelconque 
do  la  masse    M ,    ({se, y,  t)     la  densité  de    M    au  point     {x,y,s)  ,    et 

(74)  ,=  ^'[(«_.)-+(j_4)i+ (»-«)•] 

la  dislance  respective  des  deux  points  {as,  y,  t)  et  (a,  b,c).  Désignons  en  outre 
par  As,  A  j,  As  des  accroissements  très -petits  attribués  aux  variables  x,j,  >> 
par  m  un  élément  de  luasse  renfermé  entre  six  {dans  menés  parallèlement  aux  plans 
coordonnés  parles  points  {t,y,  t),  (a:^-Aaj,  y-^\y,  e-J-As];  et  supposons  ta 
masse  M  terminée  par  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  deux  surfaces 
cylindriques  perpendiculaires  au  plan  des  x,  y,  et  deux  surfaces  courbes  dont  les 
équations  soient  reflpectivemeot 

(75)  x  =  x„,     œ  =  Xî        y=zy,,    y=Yi         z  =  s,,     z  =  Z. 

On  aura ,  sans  erreur  sensible , 
V  {76).  m=:t{x,y,t)àa^yix: 

et,  si  l'on  nomme  ^  l'attraction  qu'exerceraient  Tune  sur  l'autre  deux  masses  repré- 
sentées par  l'unité,  e^  placées  k  l'unité  de-distnnce, 

(77)  —  =  7rH*>J''*)'^*'*J"^* 

sera  la  force  accélératrice  qui  mesurera  l'attraction  exercéo  par  la  molécule     m    sur  ■; 
le  point     {a,b,o)     placé  k  la  distance     r    de  celle  molécule.  De  plus,  comme  le  rayon 
vecteur     r,     mené  du  point  '(a,i,c)     au  point      {x,y,i),      formera  évidemment , 
iivec  les  drmi-axes  des  coordonnées  positives,  des  angles  qui  auront  pour  cosinus  les  trois 
rapports 


(;8) 


r-t_ 


(  »57  ) 

les  projections  algébriques  de  la  force  accéléralrice  dont  il  s*agit  sur  les  mêmes  axes  se 
trouveront  représentées  par  les  trois  produits 


(79) 


/ 


x-a 


([xpy^z)'^x^y  ^ZT=z 


(t) 


y-b 


d 


dm 


(7) 


t{x,y,z)liaMiy^z, 


\ — j-î[x,y,z)^xtLytLz:=i^^^ — î{x,y,z)tixtiy^z. 


t^e 


(t) 


l-^j^f(aJ,jr,2;)AaîAj^Aaj  =  — _-f(a5,jf,«)Aa5AjA« 


Donc  »  si  Ton  nomme    A,  B\  C    les  projections  algébriques  de  la  force  accélératrice 
qui  mesure  l'attraction  exercée  par  la  masse    M    sur  le  point     (a,  fr,  e) ,     on  aura 


(80) 


^  =  57' 


la  valeur  de    S    étant  donnée  par  la  formulé 


(80 


'=f.7X''^'''^" 


Or,  la  valeur  précédente  de  â\  étant  celle  que  fournit  Kéquation  (70),  quand  on 
suppose  X  =  pi  =  v  ,  vérifiera  nécessairement  l'une  de*  équations  (72)  ou  (73),  ré- 
duites par  cette^supposilion  aux  deux  formules 


<82) 


d*S     .     d^S 


da 


-  + 


db* 


+ 


d»S- 
de* 


—  liit'kr{a,b,c) , 


(85) 


d*S  d*S         d*S   _ 


da 


db 


de 


savoir,  la  formule  (82),  si  le  point     [a,  b^c)     est  situé  au-dehors  de  la  masse     M  y 
et  la  formule  (83)  dans  le  cas  contraire.  En  d'autres  termes,  on  aura^  dans  le  premier 

cas, 


(84) 


dA  dB     -     dC  ,    *  */      ê     K 


da 


db 


de 


I 
I 

'  '  (  lI8  ) 

el  4a  DS  le  lecohd 

(85) 


■ 


L'équQtioa  (83)  était  eeonue  depuu  loog-temps.  Quaot  &  l'équatloD  (8t).  M.  Poisson 
ra^démoDtrée  daos  le  Bulletin  de  la  Société  PhilouiBtiqiiB  de  décembre  iSiSj  et  M.  Ostro- 
(çradfky  a  remarqué  le  premier  qu'elle  pourait  se  déduire  des  principes   que   j'avais 

établis  relatÏTemeat  it  lu  différeociation  sous  le  signe     /     danslei^'cabierdu  Journal 

de  l'École  royale  polytechnique.  -  .         ^ 

Tout  ce  qui  a  été  dit  cî-dcssui  montre  comment  on  doit  modifier  la  formule  (a)  ,  dans 
le  cas  où  la  fonction  f{x,  a)  devient  iafinie  pour  te  =  a .  Il  serait  également  facile 
de  trouver  la  correction  que  devrait  subir  celle  formule ,  si  la  fonction  f{po,  a)  ,  ou 
l'une  des  fondions  dérivées 

dA^ya)             d'f{^,«)  d^fjs.a)  . 

da        •■       dT' '  dT^        '     "'*'•■• 

devenait  discontinue  pour    eb  =:  a  ,    en  conservant  néanmoins  une  valeur  finie.  Sup- 
posons ,  pour  fixer  les  idées , 

(86)  /(.,a)  =  .'''i^. 

c    désignant  une  quantité  constante.  Dans  cette  hypothèse,  ta  fonction  dérivée 

'leviendra  discontinue  pour     x  =  a,     ea  passant  bru«quemetit  de  la  valeur     — ((a) 
h  \a  valeur     -f-  f  (a) .     De  plus  on  trouvera  généralement 

<'t  l'un  aura  en  conséquence,  i.*  pour  des  valeurs  paires  de     n  , 

?."  pour  des  valeurs  impaires  de     n. 


(»»d) 


(90) 


d'où  il  résulte  que  les  dérivées  d'ordre  impair  de  /(»»«) ,  prises  par  rapport  à  la 
quantité  a ,  offrirent  toutes ,  pour  x:=^a,  une  soluthoû  de  coblîttnîté.  Cela  posé , 
si  Ton  fait 


(9>) 


A=fyix,a)dx=f^ 


_  C^'VW^ 


f  (cft)  dx , 


'  et  «  Ton  suppose  la  valeur  de  a  comprise  edtré ie«  timites  x»,  X,  la  formule  (3) 
deyiendra  inexacte ,  dès  que  l'on  aura  n  >  i.  Mais,  p«ur  corriger  cette  formule .  il 
suffira  de  recourir  aux  considérations  que  nous  allons  Indiquer. 

L'équation  (91)  peut  s'écrire  comme  il  suit 


(9«) 


A=  C"  e'^^-'H(x)dx+   f^t<'-^H{x)dx. 


Or,  si  Ton  différencie  la  formule  (ga)  plusieurs  fois  de  saîio  par  rapport  à  la  quantité 
« .    on  en  tirera  :> 


Éd. 
da 


(93) 


^_    Ç"" c^e<''-'^t{x)dx-  f^c^e<'-''^î{^)dx'k^'^cV:{a), 


da 


\  etc^- 


On  aura  donc^ 


(94) 


dJ 
da 


/*X  a? -a 


c^/(ap-a)» 


f  (aï)  rfx , 


de  sorte  que  la  formule  (a)  sera  Tériflée  pour    n  c=:  i .     Mais ,  en  supposant    n  >  i 
00  trouvera  % 


{,  »4o  ) 


(95) 


da" 


=/'-fe)"'"^'.(«'^+' 


OU ,  ce  qui  re?ienl  aiî  même , 


(9«) 


=/ 


la  valeur  de    &    étant  donaée  par  TéquatioB 


(97) 


A  =  ac£f(»-0(«)+c»f<"-«>(a)  +c«f  ("-«(a)  +  ...], 


ilaiu  laquelle  la  «lite 


(98) 


f(«-0(a)  ,        c«f  (»-♦)(«)  ,        «♦f(»-6>(4)  , ... 


t'arrête,  au  terme  qui  renferme  l'une  des  deux  fonctions    f (a) ,  f'(a) . 
Dans  le  cas  particulier  ob  les  fonctions 

f(«),        f '(«)•,        f  («),...  fW(») 
c'éranouissent  pour    a:  =  a,    les  valeurs  de 


d'A 

da*  * 


dU 


d*A 


é  tf+'J 


da>  '  da*  '  "••    da"*-    ' 

:4iréea  de  l'équation  (gS) ,  se  réduisent  à  celles  que  fournirait  l'équation  (9). 


/ 


KacBaar^ttsaBaesaBase 


ne 


SUR  LES  FONCTIONS  RÉCIPROQUES. 


Soit  X  une  variable  réelle  et  positÎTe ,  et  f{x)  une  fonction  quelconque  de  cette 
▼ariable.  Il  résulte  des  formules  (Sg)  et  (60)  [page  i9o],  données  pour  la  première 
fois  par  M.  Fourier ,  que  »  si  l'on  suppose 


(0 


f  («)  =  (•^j  '  j]   cosi-sr.  f{r)  dr , 


on  aura  réciproquement 

(3)  /'(«)  =  (-^j  'y[*  cosra.  ?  (r)  rfr; 

et  que,  si  Ton  suppose 


\ 


(3) 


on  aura  réciproquement 


(4) 


*(«)  =  \r~\j\  *"'*'** ^^'^ ^^ ' 


f(x)=:| — i'  /     vOkTOt.it^y^ér . 


On  voit  donc  ici  se  manifester  une  loi  de  réciprocité  ^  1.*  entré  les  fonctions  f  et  <f , 
s.*  entre  les  fonctions  f  et  '^i  de  telle  sorte  que  chacune  des  équations  (1)  et  (3) 
subsiste  quand  on  échange  entre  elles  les  fonctions  f  et  ff  »  ou  f  et  ^,  C'est  pour 
cette  raison  que  »  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomatique  d'août.  1817 ,  j'ai  désigné 
les  fonctions  f{x)  ,  r  {x)  sous  le  nom  de  fimetionê  réciproques  de  première  eipèee ,  et 
les  fonctions  f{x)  ,  ^  (x)  souf  le  nom  de  fancHans  réeiproqueê  de  seconde  espèce.  Ces 
deux  espèces  de  fonctions  peuTent  être  »  ainsi  que  les  foroàules  citées  de  M.  Fourier ,  em- 
ployées avec  avantage  dans  la  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes ,  et  fouissent  de 
propriétés  importantes  que  je  vais  rappeler  en  peu  de  mots. 

V 

D'abord,  en  différenciant  plusieurs  fois  de  suite  par  rsqiport  à    jx    l'équation  (1) , 
on  reconnaît  fiicilement  que ,  si 

f(xy       et        f{x) 
sont  deux  fonctions  réciproques  de  premier^  espèoe ,    * 

IL*  AfiKÉE.  1 


\  ( 


(  >!>'  ) 


j"M 


'YW 


«eront  encore  deux  foiictioDS  réciproques  de  première  e«pèce ,  et  qu'il  en  sera  de  n 
des  fonctîoni 


»"W 

et 

^''Ax) , 

»"W 

et 

-"'n') 

etc.... 

,<..!(X) 

cl 

(-.)-*•■ 

Au  contraire 

f'W 

et 

'fM, 

»"'M 

et 

-"'H') 

etc.... 

' 

,<■.*.)(, 

et 

(_.)■»■■*■ 

seront  dea  fonctions  réciproques  de  seconda  espèce.  On  arrirerait  ii  des  conclusionj 
analogues, en  diffârenctant  plusieurs  fois  desuitc,  par  rapport  à  x,  les  deux  membres 
de  l'équation  (3). 

De  mtaie,  en  désignant  par     k     une  constante  réelle,  on  reconnaîtra  sans  peine  que,  li 

sont  deux  fonctions  léciproques,  de  première  espèce,  la  fonction 

f(a))  Costa; 
aura  pour  nâoipreque  de  pretoière  espèce 

a  '  ■ 

taodia  qiM  la  fooelioo 

aura  pour  réciproque  de  leGonde  eapèce 


On  peut  obserrer  encore  que ,  si    f{v)  0t'  ;;  (ai)     «ont  deuc  fonctions  réciproques  de 


I 

première  OU  de  seconde  espèce,     ^f{^)   et  ax(^)     sei'ciit  réciproques  de  même  es- 
pèce »    a    étant  une  constante  prise  à  volonté. 

Lorsqu'on  pose 

(5)  f{a5)=a5'— 'e— ', 

a  et  fr»    désignant  deux  constantes  positives»  on  tire  des  équations  (iS)  delà  page  ii4 

/*  rfm)  (  '      *  ) 

y"'-'e'~*''cosrx.di'=     ■      ^   ^-^    co^jmarctang  —  >  ^ 

(6)  { 

I     r'"-'e"""'8mrx.dr= ^   ^        sm  <marctaog  —  î  • 

(tt*+X»)*' 

Or,  de  ces  dernières  formules,  comparées  aux  équations  (i)  et  (3) ,  il  résulte évidem- 
metit  que  la  fonction  (5)  a  pour  réciproque  de  première  espèce 

(;)  ç(x)  =  (  — 1  i-^cos|marctang  — J  =  (— J  ^ — !^— ^ — -^ r    ^  ■  r(m), 

et  pour  réciproque  de  seconde  espèce 

(8)  +(»)=^(-j ^«nJmarctaDg-  =M  atA  '   ^W- 

Par  suite ,  en  prenant  pour    b    une  constante  réelle ,  on  ooqclura  s^ns  peine ,  des  re- 
marques précédemment  faites ,  que  la  fonction 

(9)  f{x)  =»"-'•— 'ctaboi 

1 

a  pour  réciproque  de  première  espèce 

(10)  ?(«)  = 

/a\^    [fl-(«+x)v/r.]-'"+[a+(6tx)t/r.]-'".H[a-(t-x)v/r.]-'"4.[a  +  (6-r)i/r.]-»' 

U]  4 ^W' 

tandis  que  la  fonction 

('»)  /■(x)=«"— e-'"8in6aj 

a  pour  réciproque  de  seconde  espèce 


<  »44  ) 

l 

(«•)  4'(«)  = 

9\}  [a-(*+x)V/r,]-'"+[«+(6+x)|/r»]-"-[a-(*-ar)V^r,]-'"-[a+(6-x)vri)]-'" 


(v) 


r(m), 


Dans  le  cas  particolier  ofa  Ton  prend    m  =  i  »    la  fonction  (5) ,  réduite  h  U  forme 

(i5)  f{a5)  =  e— '. 

a  pour  réciproque  de  première  espèce 

et  pour  réciproque  de  seconde  espèce 

Concevons  maintenant  que^  dans  Téquation  (33)  de  la  page  io4  du  premier  volume  » 
on  pose  successivement 

^v^^     désignant  Qoe  fraction  rationnelle.  On  en  tirera ,  en  échangeant  entre  elle*  le» 
variables    te  ^t  r. 


/*   f(r)     'xV'.         .      ^   'c'   Hr)-*'"^' 


et 

00  TXJ' 

m.»         %.  M>^  tm  00       m/  \        ^  ▼ 

(>7) 


^FPÔ*  ''»-=«'i^_A        ((F(.r)))     ^ 


OU  9  ce  qui  revient  au  même  » 


/•O  ^      ^      rxJTl  , 

f(r)      -p-v'r,  "p-    f(-r).« 

De  plus,  <m  conclura  des  formules  (i6)  et  (i8) ,  combinées  entre  elles  par  voie  d'ad- 
ditioQ  et  de  soustraction  > 


/ 


(>9) 


-00 

00 


M 

F(r) 


(  145) 
cosra8rfr  =  ic|/tT     o 


•^m      0 


F(r)  "»■  F(r)  ) 


et 


•/    -00 


>-^  ain-rx  ar 
F{r) 


=«i/n"   <î^ 


—  •      o 


fW 


F(r) 


F(r)) 


rx^Ti 


OU ,  ce  qui  revient  an  même. 


(iO) 


M 

F(r) 


F(-r) 


rfr  =  ir|/!T     £. 


F(r)  F(-r)     ' 


Or ,  il  résulte  évidemment  de*  éqnaf ions  précédeotea  que  la  fonction 


(«») 


a  pour  réciproque  de  première  etpèce 


(") 


,(«)  =  (a«)tv^  'i 


nry^  H- A 


—  »       o 


F(r)    '    F(-r) 


e 


r*/: 


tandis  que  la  fonction 

(»5) 


a  pour  réciproque  de  seconde  espèce 


(«A) 


«•«• 


GonceT<ms  enCn  que  l'on  prenne 


(>5) 


n«)  =  e 


L'équatbn  (i5)  de  la  page  56  du  premier  Tolnme  donnera 


(a6) 


/. 


00 


*  cosrxifas=f — I 


a  9 

ô 


(  i46  ) 
^ar  coniéquent  la  fonction  (lO)  ce  conloqâ  avec  u  réciproque  de  premiers  ^espèce.  Il  eu 
aisé  d'en  coDclur«  que  la  fonction 

(27)  ,  f{x)=:e       "  cosAa:  , 

a  pour  réciproque  de  première  espèce 

Les  priocipMUt  auge*  «oxqueli  oq  peut  employer  les  foiiQlioiu  réciproques,  ou  les 
forioules  de  M.  Fourier  déjb  citées,  sont  ceux  dont  qcus  allons  faire  mention. 

Premièrement,  elles  serrent  à  la  délerminstion  des  intégrales  défînits.  Ainsi ,  pat 
exemple ,  en  prenant  pour    f{x)    la  fooctioD  (£) ,  on  tirera  des  équations  (9) ,  (7}  et  (8) 


(29) 


/" 


■       •  ■  ■ — i *  ••  •    cosra;<fr="       .  «"-'«- 


ai/n  ar(m)  ' 


puis  on  conclura  des  formule*  (99) ,  combinées  entre  elles  par  roie  d'addition  et  de  sous- 
traction ,  ,  .       . 


(3.) 


A jouloni  que ,  si  l'on  diffémacie  le>  rocimilea  (ig) ,  (Jo)  og  (3 1  )  par  rapport  iVamia 
quantités  x  m  m ,  ou  par  rapport  à  toutes  les  deux,  on  ep  déduira  de  nouselies 
équations  dignes  de  remarque.  Ainsi ,  par  exemple  ,  un  désignant  par  a  un  nombre 
entier  quelconque ,  on  trouvera 


(5»)   , 


j: 


■<■(»—-—) 


3r(m)  du' 


C  i47  ) 

puis  j  en  ayant  égard  k  la  formule  (a&)  de  la  page  61  du  premier  volume ,  on  tirera  des 
équations  (3o)  et  (3 1  ) , 


^   (a+rl/rO-  r(m)  J  i-f  ^  M 


(35) 


-00 

00 


/l(«-ri/r,)      rxy^r; 
^  g  ar  =  o« 


e    désignant  la  constante  dont  Euler  fait  menikm  à  la  page  444  de  son  Calcul  différen- 
tiel, et  dont  la  valeur  approchée  est    o>577ài6t... 

J*ar  donné  les  formules  (ag)  au  commencement  de  181 5,  dans  un  Mémoire  où  elles 
étaient  appliquées  à  la  conversion  des  différences  finies  des  puissances  positives  en  inté- 
grales définies.  On  peut  /  au  reste,  opérer  cette  conversion  en  s'appuyant  ou  sur  la  for- 
mule (3o)«  ou  sur  une  autre  qui  s'accorde  avec  elle,  et  qui  a  été  donnée  par  M.  Laplace. 

Lorsque ,  dans  les  équations  (sg) ,  on  pose    m  =  1 ,     on  obtient  les  formules 


cosra?--:- — --=î=  — «-•',  |        s» 

o  •^  0 


00  j^^ 

_  raw  If 

(54)  /        co«ras-;^J27^=^-e-".         /        wnraj-jr.^;j^  =  - e 


•^ax 


qui  ont  été  données  par  M.  Laptaee ,  et  qui  se  trouvent  comprises  l'une  et  l'autre  dans 
les  équations  (90). 

Les  fonctions  réciproques  peuvent  encore  servir  à  transformer  les  intégrales  aux  dif- 
férences finies ,  et  les  sommet  des  séries ,  quand  la  loi  de  leurs  termes  est  connue ,  en 
intégrales  définies  ordinaires.  En  effet >  si  l'on  pose  ^x  =  k,  et  si  l'on  désigne  par 
Xo ,  X  deux  valeurs  de  x  teUemeot  choisies  que  la  différence  X  —  Xo  soit  un 
multiple  de    A  ,     on  aura ,  en  vertu  des  équations  (a)  et  (4)  • 

X                /'_.•     /»*     sinfrJt-— )-sin(rXo-— ] 
(55)  z /-(«>)  =  (^)    J       — i '-L-^ '-^f{r)dr. 


asm  — 

i 


et 


(56) 


«0    cos  (rxu  -  — )  -  ces  (rX  -  — ] 


2f(x)  =  (-       /        -^^ {r)dr. 


De  même ,  si  l'on  représente  par     z     une  variable  comprise  entre  les  limites    —  1 


(  »48  ) 
-f-  I ,     et  par    a    une  quantité  constantei  on  déduira  laos  peioede  l'équaliuo  (>)  oa  (3) 
les  sommes  des  séries 

(57)  f{o),        zf{i),        z'fi-,).        x7(5),        etc.... 
et 

(58)  f{o)  ,         zf(c.)  .  s7(«,)  ;      ,Y(3.) ,       etc.... 

On  trouvera ,  par  exemple ,  en  considérant  la  seconde  de  ces  deux  séries , 

(39)r{o)+»fW  +  «'n»«) +•■;==  (-7)*/"  (»  +  '«»-»■  +  «'cosa»^^-...)H'•)d^ 
et 

Wo)a/'W+«Y{«*)  + =  (-i-\'y[°(*iin«r  +  «'»»na«i'  + )  +  ('-)dr. 

On  a  d'ailleurs ,  en  supposant    z*  <  1 , 


«') 


(i  +2COS»r4*>*co8seir-H"')  +  («sinar4-«»sm»«r  +  ...)|/.i 


~  i-tcotar-taiaar.\/Ti       i-ascos«r+s*        i~itooifir+t' 


et  par  suite 


{4«J 


I  +sco8«r  4*  *'€<>•'•«»'  +  •■•  =■ 


1-iteotar+t' 


i-aicos«r+i' 


ssinaf  +  s'sinsar-f* = 

Cela  posé ,  on  conclura  des  formules  (Sg)  et  (^o) 

(43)        /■(o)  +  .A«)  +  «-«»-)  +  -  =  (^)'y      ..liZZZ.-   'W'^''' 

(44)     .fw+vn..)+ Ht)'/'  -.'1°."..-  *w" 

Si ,  dans  l'équation  (44)  •  OQ  réduit     s     k  l'unité ,  on  trouvera 


(  «49  ) 

(45)  m+fM  +  '-={-^yJ       Hr)-cot^.dr. 
Ainsi ,  la  sommation  de  la  série 

(46)  /(«).        fi»»),        r(3«),        etc.... 
se  trouve  ramenée  à  révaluation  de  Tiatégrale  définie 

4»(r)cot — .dr. 

* 

■ 

A  la  Tërité»  cette  intégrale  a  une  râleur  générale  indéterminée,  attendu  que  la  fonction 
SOUS  le  signe  /  derient. infinie ,  avec  le  iacteur  cot  — ,  pour  toutes  les  Taleun  de  r 
propres  à  vérifier  Téquation 

(48)  sin  —  =  o , 

a 

et  par  conséquent ,  pour  les  valeurs  de    r    de  la  forme 


2n7r 

(49)  r  =  — 


p 


n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Mais  il  est  facile  de  s'assurer ,  commcv  on  le 
Terra  ci-après ,  que ,  dans  l'équation  (45)  »  Tintégrale  dont  il  s'agit  doit  être  réduite  à  sa 
valeur  principale. 

Si  l'on  prend 

(f5o)  2  =  1  —  », 

c     désignant  un  nombre  infiniment  petit ,  on  trouvera 

i-2Cosar  1         i-«» 

=  — + 


(50 

zèlnar  ,  .  sinar 


osar+,'        «"^V      W..+(,^)(i„u,?) 


1 -a2C0S3cr+iJ*       «a  a      i-a«cos '»»•-*•«'        a     ■  i        <»  i  ./        aarx»» 


l-a;ccosar+2 


'+(!--«)  fa  sin—) 


Par  suite  «  si  l'ojn  a  éjgard  à  la  formule 

II.*   ANWÉE.  SO 


(  >So  ) 

(5.)  n»)=(v)'/." '<''■''• 

«1  tirert  de*  équatiou  (43)  et  (44) 
(53) 


(54) 


De  plus,  si  l'on  désigne  par    9    ua  nombre  qui  s'éTanouisie  aTec    i .     on  aura  encore 


(56) 


(56) 


„  .v(.-.)Hov)"        ^«     .■+(.-.)(«»")■ 

Jç+,    .■*(.-.)  (..in  ^)'        J^+J    ,.+(,. .)(..in^)" 
^       ...(,-.)(o.lo^)-  "  j,  ...(,-.)(.»._")■ 

^  el  B    «anl  let  lonme.  li'inlégrales  .iogulière»  qoe  délerminenl  le.  équation. 

'     '  J,     .M(,-.)("i«ï)'         »=.J^'-»     ■■■K-H-'t) 

€t  le  signe    2    s'élcndont  à  toutes  les  valeur»  positives  du  nomire  entier    n.. 


(  iSi  ) 
D'ailleurs ,  dans  chacaae  deê  întégndes  qne  renferme  le  ^second  membre  de  Féquatioii 

(55) ,  la  fonction  sous  le  signe    /     est  le  produit  des  deux  facteurs 


■+(i-f)fasin— j 


et         ff  (r) 


dont  le  premier  reste ,  pour  toutes  les  valeurs  de     r     comprises  entre  les  limites  de 
Hnt^ration  p  inférieur  au  riyport 


(59) 


f 

5F 


r»+(i.0(asiii^)*  .^+(,«,)^|,in^j 


Or^  ce  rapport  sera  sensiblement  nul ,  si,  9  étant  considéré  comme  infiniment  petit 
du  premier  ordre ,  on  prend  pour  i  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  supé- 
rieur à     a  »    par  exemple ,  si  Ton  suppose 

t 

•  ==^*,  ou  ^  =  f  . 

Par  conséquent,  dans  cette  hypothtee,  les  intégrales  que  renferme  le  second  membre  de 
la  formule  (55)  seront  nulles  à  très-peu  près»  et  Ton  aura ,  sans  erreur  sensible  ^ 

<6o)  r — '-^^^^ — -^. 


/ 


4-(i-f)(asin^)* 


Dans  la  même  hypothèse ,  en  prenant 


/ 


anw     , 
r=zis,         ou        r  = +  «s# 


{^  +  u)d. 


on  tirera  des  formules  (57)  et  (58)  j 

(6„    A=r '-^^ .=./>'    firr*'-)'. 

_! (-      ï  /         i—Lf -I ; 


I 


(  i5s  ) 
paii ,  en  rédaisant    «  -  k  zér»,    <]'{«j)    h    >|'(o)=:o,    et  l'intàgrale 

(65)       ■  r'-iî^L. 

à  sa  valeur  principale ,  c'est-à-drre  &  zéro ,  l'on  trouvera  Héfiaitivetnent 
nii  plus  «implemeat 

(OS)  ^  =  ^|i,(„)  +  ,(^)+,(^)^+.„|. 


(M) 


n_«     /anff\     f         aitU 


Faisons  maintCDant,  pour  abréger,     ^P  •     en  sorte  qu'oD  ait 

(67)  «p=a«. 

Il  est  clair  (|ae,  pour  des  valeurs  dëcroissaDles  de    ■,    les  seconds  Diembres  des  fur- 
□lules  155)  et  (56)  convei^eront  vers  deux  limites  équiraleotes  ,1a  première  à  la  quantité 

[m  ^ = -1  j ^  ç(o) + î(p)  + ,(, p) + ...  j . 

la  seconde  &  la  valeur  principale  de  l'int^ale  définie 

(S)  f'm^^ir^l-     r'jW.cclil.ir.. 

•/  o        4sin'  —  »/  o 

h'mc,  la  formule  (5^)  pourra  être  remplacée  par  l'équation  (45).  «*  '»  formule  (53) 
donnera 

(;o)      |/-(o)'+A")  +  f(=>)  +  =  -^^[.^,(o)  +  f(P)  +  ,(tfi)  +  ...|, 

fil ,  ce  qui  revient-  au  même , 


\ 


(  »53) 


(70      «'J7/'(o)  +  /'(«)-f  A««)  +  - 


=  P  l*7?(o)4-r(P)  +  ?(»P)+... 


Ainsi  ^  TéquatioD  (71)  subsiste  entre  les  fonctions  réciproques  de  première  espèce  ^  dési-  ^ 
gnées  par  les  lettres    /^    et    f  »     toutes  les  fois  que  les  nombres     a    et    ^    vérifient 
la  formule  (67). 

Si,  dans  l'équation  (71)9  on  remplace  la  fonction    f{x)     par  le  produit 

/(a;)cosda9^  , 

0     désignant  une  constante  réelle  9  on  devra ,  en  vertu  d'une  remarque  précédemment 
faite  p  remplacer  en  môme  temps  la  fonction     <p  {x)     par  la  demi-somme 


(7a) 


i>[V>+«)*]+t[V/('»-û)'] 


■ 

et  l'on  aura  par  suite ,  pour  toutes  les  valeurs  de     B    comprises  entre  les  limites     o ,  fi. 


(73)  a"|  — /•(0)+/*(a)cO8Ôa  +  /*(aa)c0S 


aOa  +  ...J  =  -i-^''|T(Ô)+?(p.G)+y(P+0)+ç(ap-Q)+..j 


Lorsque,  dans  les  équations  (71)  et  (73),  on  pose     «=  1 ,     p    se  réduit  à     sir, 
et  l'on  trouve 


(74) 


^Ao)+r(o+A^)+-=(^^)'|i?(o)+?(î^^)+?(4^)+..-}. 


(75)  —/'(o)-K/*(i)cosO +  /•(»)  008  a 


ô+-  =  (^)'|?(ôî+T(a^-^)+?( 


•i7r-KG)+ç(47r-ô)+ç(4ir+ô)+..  | 


La  formule  (7^)  subsiste  seulement  pour  les  valeurs  de  0  renfermées  entre  les  limites 
0/  sir.  Si  Ton  y  remplace  l'arc  G  par  l'arc  G  -j"  ^'  on  en  tirera ,  pour  toutes  les 
valeurs  de    0    comprises  entre  les  limites     —  1^ ,  +^ 


(76) 


Jl-/'(o)-jf(l)<J08G  +  /'(a)cOSaO-...  =-|— j'|«p(7r-9)  +  (p(tr 


Appliquons  maintenant  les  formules  que  nous  venons  de  trouver  h  quelques  exemples , 
et  d'abord  supposons»  les  fonctions  f{x) ,  f{x) ,  ^(cc),  déterminées  par  les  équations 
(5) ,  (7) ,  (8).  Alors  on  tirera  des  formules  (45) ,  (71)  et  (75) ,  k*  en  supposant    m  >  i. 


(  »54) 


/ 


o 


\n)  {  -_      I      sinfmarctang — j 


ar         c/r 
t»l  —  — ■ 

2 


(a>+r*) 


r(m) 

a  a      -  a 

I          cosfmarctang— j         cosimarctaog  — -j        cosf marctang -jpj 
1 —f 1 JL_-J h... 


(78)      = + 


a*** 


a"* 


ar(m) 


(a*  +  p')*  {«■+4P*)'^  («•  +  9P')* 


|«-«*  +  a'"-»«-*«*+5'«-««-*«*+...|  , 


a                                                             *                V 
cosf  marctaoe  —  j         cosfmarctaM-^ — ^j         cosfmarctang ] 

(79)  i  =_i ^^^-J: — z^^^ y- 

=  -4— ri«-''»co89«+a'"~'<~»"*co8aOa+5'"~'#~***co83fla+...>  ; 
«••  en  prenant    m  ==  1 ,    et  ayant  ^ard  k  la  première  de»  formoles  (4«) 


(80) 


/  a     fl*+r»  4-1 


(8,) 


air  4ir 

aap       âTT  ait 

eT-e~T 


(  t55  ) 

»  I  1  .  «M 


+  ...  =  — {-+c-**C09Ôa+e""'**C0Sada+. 


aarr  2air 

(8«)  (  "T"      — F" 


0    «^  -aoos— T— +  «       "^ 

P 

Concevons  maintenant  que  l'on  échange  entre  elles  les  valeurs  de  f{x)  et  de  <f  (x) , 
déterminées  par  les  formules  (&)  et  (7)  »  ou  les  valeurs  de  f{x)  et  de  ^{x)  déter- 
minées par  les  formules  (5)  et  (8).  Alors  on  tirera  des  formules  (45)  et  (73)  de  nouvelles 
équations  qui  se  réduiront ,  pour    m  =  1 ,     aux  deux  suivantes 


(83) 


I        t       col — ar  =  «a{ 1 1 — -._i_...  i 

I         cosda       cosa^ft       COsSOa  ir    (    -âO      -a(A-d)      -a(6-fO)  i 

»«*      «»+«»      a.»+4«»      «••f9«*  a««  I  ) 


(84) 


-aft       -dï6-0) 

VT    V          "Va      7 

aaa                 -aô                 aao& 

air          flYT 
a              a 

Les  formules  (7g) ,  (8a)  et  (841)  supposent  le  nombre     0     renfermé  entre  les  limites    o 

Sir 

et    ô  =  — . 
a 

Considérons  encore  le  cas  où  les  fonctions    f{pi)  »   ^  (x)     se  réduisent  k  la  fonction 
(a5).  Faisons  d'ailleurs 

(85)  a»=aa>,        p«  =  a^»,        û»  =  aTS 
Téquation  (67)  donnera 

(86)  a^=:irf 

puis  Ton  tirera  des  formules  (45)  t  (71) ,  (75) , 

/>"  -. J^  ar  '(    —a"      —4a*      — oa*         > 

(87)  J^  ^     •    col-r^rfr  =  (air)'?e         +(î  +g     "^     +...>^ 

eu  plus  simplement 


(88) 


I     «        cot(ïr.ar=ir  <«         +«  +e  +•••/; 


(  i56  )  ' 

cl  de  plus 

(89)  a'(-e       +..  +e  -^     +...J==fc.J_4.e       +e   ^     +«  *    +...J, 

(90)  a'?-4-c      crss^rr  +  c        (:os4«r +..  J  =  -6  Je      -|-e  +«  +••[• 

La  dernière  équation  suppose     t  <  6. 

J'ai  signalé  les  formules  (71)  et  (8g)  avec  la  méthode  par  laquelle,  je  viens  de  les 
établir»  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique  d'août  1817»  et)'ai  déreloppé  cette 
méthode  dans  les  Leçons  données  en  1817  au  collège  de  France.  J*ai  remarqué  d'ailleurs, 
dans  le  Bulletin  dont  il  s'agit ,  qu'on  pouvait  déduire  immédiatement  de  la  formule  (71) 
la  sommation  des  séries  qu'Enler  a  traitées  dans  son  Introduction  à  l'Analyse  des  ioG- 
niment  petits;  et  de  plusieurs  autres  qui  renferment  les  premières.  Telles  sont ,  par  exem- 
ple, les  séries  (81) ,  (8â) ,  (84)  ,  ctc !  La  formule  (89)  parut  digne  d'attention 

h  l'auteur  de  la  mécanique  céleste ,  qui  me  dit  l'avoir  vérifiée  par  une  méthode  particu- 
lière ,  dans  le  cas  oîi  l'un  des  nombres  -  a  et  b  est  très-petit.  Enfin ,  dans  le  ig."*  Cahier 
du  Journal  de  l'Ecole  polytechnique ,  et  dans  un  Mémoire  sur  le  calcul  numérique  de^ 
intégrales  définies  ,  M.  Poisson  a  reproduit  les  formules  (71)  et  (89)  avec  leurs  principales 
conséquences,  en  s'appuyant  aussi,  pour  établir  la  formule  (71) >  sur  la  décomposition 
d'une  intégrale  définie  en  intégrales  singulières,  c'est-à-dire,  en  intégrales  dont  chacune 
est  prise  entre  des  limites  infiniment  rapprochées  de  la  variable.  De  plus,  il  a  donné, dans 
le  Mémoire  que  je  viens  de  citer,  la  formule  (90) ,  en  la  déduisant  de  la  formule  (71). 

On  pourrait  encore  se  servir  des  fonctions  réciproques,  ou  des  formules  de  M.  Fourier, 
pour  l'intégration  des  équations  aux  différences  partielles,  comme  on  le  fait  dans  la 

théorie  delà  chaleur,  dans  la  théorie  des  ondes,  etc Mais,  ainsi  que  je  l'ai  déjà 

observé,  la  méthode  d'intégration  devient  plus  facile,  lorsqu'aux  formules  dont  il  s'agit 
on  substitue  l'équation  (5i)  de  la  page  1 1^.  C'est  ce  que  je  montrerai  plus  en  détail  dao^ 
un  autre  article. 


i 


SUR  LA  TRANSFORMATION  MIS  FONCTIONS 

DE  PLUSIEURS  VARIABLES  £N  INTÉORALES  MULÏ1PLJB&. 


Tariable  x  en  une  intégrale  double ,  dans  laquelle  cette  foncfrfbn  éUft  remplacée  par 
des  exponentielles  dent  \e%  exposants  réels  ou  imaginaires  étaient  du  premier,  degré  par 
rapport  à  m  •  Les  formules  auxquelles  )e  suis  parvenu  de  cette  manière  peuvent  être 
facilement  étendues  au  cas  où  Ton  se  proposerait  do  transformer  «^  une  intégrale  multiple 
une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  je,  jy,  z,...  C'est  ce  que  je  vais 
expliquer  en  peu  d«m»U4.    ;  :  ;^  ::;>•.    . 

Si ,  dans  les  équations  (4o)  et  (5i)  des  pages  i \&tl\\i^  •»  éoritl  /^)  y  .ir:  ^  \\^ 
au  lien  de  f(a?),  r  et|i,  on  trouvera»  pour  toutes  les  valeurs  de  (v.  renfeipni^es 
entre  les  limites    x^^  Xf 

air  %/  M»«4/  «  . 

•  #  » 

et,  pour  des^valenra  quelconques  ^ef    »i      '       \ 

Cela  posé  »  si  Ton  «lésigne  par  f{^»y)  une  fonôtioh  des  deux  tarrâbles  !Adé^en(diùb^ 
^»  jr»  on  tirera  de  Téquation  (4)»  i.*^  poui^ .toutes  les  valeur^  de  af  rehféfÎQ^és' 
entre  les  limites    x^  ,  X  » 

S,*  pour  toutes  les  valeurs  de    jr    renfermées  entre  les  limitaa.  '^^' ,  F.»  ^    .  ^      ' 

^  air  %/  «-ai*/^^ 

>  ■  <. 

Donc  par  suite  »  on  aura ,  pour  des  valèms  àtê^  variables    x  ,  y    renfermées  entre  les 
limites    x  =  x^,  x=:X;   j=jr,,jr=JK, 

U.*  ANNÉE.  Sf 


(  158  ) 

Par  det  raisonnemeDU  MmblBble*  appliqué»  à  dds  fooctioa  de    m    nriablai     x,  y, 
«, ...     on  établirait  généralemeDt  la  fermiile 

(6)  /(»;,:r,  .,...)  = 

qot  auBsiite  pour  de*  Tafeuri  de    œ,  jf ,  z,..^    renfermées  eatre  le*  limiCea 

x^asé,    otT=iXi        y^y,,    y=  Y i        z^z,,    z  =  Z;    etc..., 

et  dau  laquelle  lei  int^rales  relatives  aux  variables  anuliaires    «,   p,   y.,..,    wat 
priM»eiitrelsi  Umitet    —  co,  •^oo. 

Si  le*  quantités  m,.y,,z^,..  se  réduisaient  à  — œ,  et  tei  quantités  X,Y, 
Z,—    &    +  *  r    OQ  trouverait,  pour  des  valeurs  «quelconques  des  variables     œ.y,  s,... 

(7)  '      f[x,],,.,...)  = 

On  étendrait  avec  la  œfime  facilité  k  des  Jbnctiois  de  plusieurs  variables  les  formnlM 
{*7)  t  (36) ,  (48) .  (5o) ,  (5a) ,  (fia) ,  (69) ,  (^5)  des  pages  1 1 6  et  suivantes.  Ainsi .  par 
exemple,  en  partant  de  la  formule  (5s)  [page  iso],  on  trouverait ,  pour  des  valeun 
qaelconques  des  variables  réelles    x,yt  z,..,    dt  des  constantes  réelles    a,  h,  e.>- 

(8)  /(«,j.......>= 


wrfHw 


SUR  L'ANALOGIE  DES  PUISSANCES  ET  DES  DIFFÉRENCES. 


S  1.*'  Cofisidiratians  géniraUSi 


On  a  reconnu  depuis  long-temps  Tanalogie  qui  existe  entre  les  puissances  el  les  dif- 
férences des  divers  ordres  finies  ou  infiniment  petites.  En  suivant  cette  analogie,  et 
employant  une  seule  caractéristique  placée  devant  une  fonction  de  ce,  pour  indiquer 
la  fonction  dérivée^  puis,  se  servant  de  caractéristiques  différentes  a,  p,  y^...  pla- 
cées devant  une  fonction  u  de  plusieurs  variables  x,  jr,  z^.,  pour  indiquer  les 
dérivées  de  '  u  relatives  à  ces  diverses  variables  »  on  se  trouve  naturellement  conduit  & 
représenter  une  fonction  linéaire  de  u  et  de  ses  dérivées  successives  d'un  ordre  égal 
ou  inférieur  à    m ,    par  un  produit  de  la  forme 

(0  /(«,P»  7»  •••)«*# 

/(«,  p,  7»«f)  désignant  une  fonction  entière  dû  degré  m.  Ea  étendant  cette  nota- 
tion au  cas  où  le  degré  m  devient  infini ,  M.  Brisson  est  parvenu  à  exprimer  les  inté- 
grales des  équations  linéaires  h  coefficients  constants,  avec  ou  sans  dernier  terme  variable, 
par  des  formules  symboliques*  qui  méritent  d^étre  remarquées,  et  qu^îl  a  exposées  dans 
deux  Mémoires  portant  les  dates  de  mai  1821  et  de  novembre  1823.  Le  même  auteur 
observe  que,  si  la  fonction  y*(<<,  P»  7y*)  n*est  pas  développable ' en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes,  entières  et  positives  de  «,  p,  y^  •••  »  on  pourra  dé-* 
velopper  cette  fonction  d*une  autre  manière,  par  exemple,  en  une  série  dont  les  diffé- 
rents termes  seront  proportionnels  aux  puissances  négatives  de  «^  p,  7,...  ;  et,  pour 
fixer  «  dans  ce  dernier  cas,  le  sens  de  la  notation  (1),  il  propose  de  considérer,  ainsi 
qu'on  Tavait  déjà  fait ,  les  caractéristiques  affectées  d'exposants  négatifs  comme  indi- 
quant des  dérivées  d'ordres  négatifs,  c'est-à-dire  des  intégrales  des  divers. ordres*  Enfin, 


*  Ponr  empêcher  qne  l'expreuion  (i)  ne  paUie  être  confondue  arec  on  ▼éritable  produit ,  H.  Briiioo  renfeme 
«aire  deax  crochets ,  l'an  lapériear,  l'antie  inférienr,  la  fonction  /* (o^  p,  7,  •  •.)  qa'U  place  après  U  lettre  u , 
aiofi  qa*U  iiiit 


<*'i/(«>P>7>-)|' 


,* 


!  I 


(  i6e  ) 

dans  le  Hémoiro  de  1823 ,  H.  Brisson  a  indiqué  la  transformation  de  Texpression  (i]en 
î^égri^  défink»  ptr  le  ftkéorêaie  de  ']^*  Fourier  coo^me  on  dernier  «aoyeo  prop  \ 
faire  connaître  la  valeur  de  Texpression  dont  il  s'agit.  Celte  transformation»  appliquée 
aux  formules  symboliques  qui  représentent  les  intégrale»  des  équations  linéaires  aux 
différences  partielles ,  reproduit  les  formules  qtt*oa  «  obtenues  dans  les  problêmes  des 
ondes  9  de  la  chaleur ,  des  plaques  vibrantes  »  elc*..«>  et  celles  que  j'ai  données  dans  le 
ig.*  cahier  du  Journal  de  TÉcoIo  Royale  Polytechnique.  De  plus^  lorsque  la  fonction 
f[oL,^9lf***)     cesse  d'être  entière  »  il  est  aisé  de  voir,  1.^  qu'on  ne  saurait  établir  la 
convergence  des  séries,  dans  lesquelles  l'expression  (i)peut  être  développée,  indépendam- 
ment de  la  valcur-attribuée  à  la  fonction     u;     s.*  q^ue ,  parmi  les  divers  développements, 
l^s  uns  se  composent  de  termes  dont  les  valeurs  sont  complètement  déterminées,  et  les 
autres  de  termes  qui  renferment  des  constantes  arbitraires  1^  d'où  il  résulte  que  ces  Aè- 
velpppements  fournissent ,  pour  l'expression  (1),  diverses  valeurs  qui  n'ont  pas  toutes 
le  même  de^ré  de  généralité.  On  doit  même  observer  que  lés  développements  qui  ont 
pour  termes  successifs  des  Intégrales  des  divers  ordres ,  renferment  une  infinité  de  cons- 
tantes arbitraires.  IL  suit  de  ces  réflexions  que  l'usage  dôs  développements  en  séries  laisse 
subsister  beaucoup  d'incertitude  sur  le  sens  de  la  notation  (1),  et  sur  le  degré  de  gé- 
néralité qu'elle  comporte ,  dans  le  cas  oh  la  fonction    /^(a,  P»  7»  ••  •)     cesse  d'être  entière, 
et  devient  y  par  exemple,  irrationnelle.  Cet  inconvénient  paraît  s'opposer  à  ce  qu'on 
adopte  généralement  la  notation  (1),  on  y  considérant     «,P,7,  •••     comme  de  vérita- 
tables  caractéristiques  ji  et  attribuant  une  valeur  q^uelconque  à  la  fonction    f{<t,  p^Tt»...). 
Toutefois  il  m'a  semblé  qu'on  pouvait  procurer  au  calcul  infinitésimal ,  aipsi  qu'au  calcu\ 
def  différences  finies,  la  plupart  des  avantages  que  cette  notation  présente  »  et  même  sim- 
plifier encore  les  formules  relatives  à  l'intégration  des  équ^ions  linéaires ,  en  substituant 
à  la  notation  (1)  d'autres  notations  du  même  genre.,  établies  df9  manière  à  recevoir, 
dans  tous  les  cas,  une  interprétation  claire  et  précise.  Tel  es(  l'objet  que  je  me  suis 
proposé  dans  plusieurs  paragraphes  des  Mémoires  présentés  à  l'Académie  Royale  des 
Sciei^ccs  le  27  décembre  1824»  ^^  I^  ^7  janvier  189 5.  Parmi  les  diverses  notations  que 
l'on  peut  employer  pour  arriver  à  ce  but ,  celles  que  je  vais  indiq^uer  me  paraissent  de- 
voir  être  adoptées  dé  préférence* 


$  s.  Sut  les  différcnceê  finies  ou  infiniment  petites  des  fonctions  (Cune  seule  variaiUe^ 

s 
ê 

Soient  yz=f{x)  une  fonction  de  la  variable  indépendante  x,  à!c=zh  ia  dît- 
férence  finie  de  celte  même  variable ,  et  n  un  nombre  entier  quefconquo.  Je  dési- 
gnerai 


(0 


(  »^  ) 

dy 
pér    By    00,   i)tj^-.  laftmcl»0Hri4fW^.  d^^^'^^^^  ^       .  • 

par     ^y     ou     â,^  ^tr^U  différence  finie    /(«TH-^») /^/(a?)  , 

par    /)"7   ou    »,"y--Ja^fiBi»<rtîott4(Sriféô^rû**^re»,  »wîr,  ^ 

par    aS»  bu-   A/tK.;  ladiOârj^iieiefiiiîe,  du    ?lP^0B4rt,i  &  la  fonction    y. 


Soient  de  plus    F(«) ,  f  (a);,  F(a,  ^ ,  f  («,p)     de»  fonctîom'eBiîèWÉrdei^vaiiîtfWw»  i«r|i 
et    ^    un  coeflBcîent  constant.  Je  représentera!  par  les  noIalioD» 

(2)  n^»    Fc%.'   ^(fi.A)^ 

les  fonctions  linéaii^  de    y^  Dy^  Ay»  D*y ,.  tDy^  à^y^**    auxquelleft  on* parvient^ 
quand,  après  avoir  développé  les  expressions  (2)  en  termes  de  la  forme 

(3)  ^D"A«^^  , 

on  considéra    £^  tk  i^   oobmbq  4tt  vériiUibliB»  cara«tér 


•   «• 


(4)     '        .=i^/W,      »-4g}/VK.    ,=-^/(«0.' 

les  valeurs  de    a ,  t> ,  iv  »  •••     propres  à  vérifier  les  équations 

* 

(5)      F(Z))ct=f(Z))./(«),       F(A)t»=f(À)./(«),       F(D.A)w  =  f(D,A)./(,).,' 

»    • 

Cela  posé  y  on  établira  aisément  les  formules 


¥{D)  [f  (0) ./(«)]  =  iT{D) .  t(B]-]f{x)  =  f  (Z))  [F(Z)) .  /(a,)]., 

(6)      [  F(A^Iir(A)'/(f»)]  =  tr(A).£(A)]/(«)=£(A)tF(A)./^)]. 

F(0,  A)  [f  (0,4). /(»)]  =  [?(DvA);f(Z»',â)f]/(«)  =:f(B^)CFt»*A)./(aO]  ;  ' 

et,  comme,  en  attribuant  ao  coefficieai.    r.    iipe  T^eur  constante,  soit  réelle,  witt 
imaginaire ,  on  aara  évidemment 

I  » 

(9)       l>-[«'-V(*)]  =  «'-'(r+D)V(«),        (10)       A-[«-V(*)]  =  «"[«'-'0  +  A)-i]-/(<ï),. 

on  trouvera  encore 


(  i6.  ) 

(u)         F(B).«"  =  <"ÏW .       F{l)<"=."r(<"-i),       F(i>,i)."=«"F(r,."-l), 

-    F(D)  [."/Wl  =  '"'{'  +  «)/(») . 
(1>)  F(4)[."/(I)J  =  «"I'C«"('+»)  — 0/W. 

F(Z),1)[."/W1  =«"f  t'  +  D,e"{,  +4)  —  .]/(»)■ 

Ajoaloni  qu'il  est  facile  de  transformer  cbacuoe  des  expressions'  (s)  en  jnl^ale  double. 
En  efièt,  on  a  généralement  [roj.  Téquation  (s)  dej'artide  précédent] 

(■5)       /w =17 /."./r.  •'''"''*'"' ■'■"■'''"'*■ 

Or,  OD  tire  de  la  formule  (i5)  combinée  arec  lea  éqnsUons  (7)  et  (8) 

(■4)      F(4)/w = s.fjyc-'yy^-Ti.'-^-- ,)./(»)  d.i^ . 

F(0.4)/(a>)  =  JL/J_/y(-»'*^'F(.^:T,  .'"'"■  -  .)./(>)  d.J.. 

Ainùi  chacune  des  eipreiùoiu  (9)  peut  être  conrertie  en  une  iot^rale  double  da  U 

forme 

f[«)     détigaant  une  foDction  eoliirg  de    n    et  de  l'expoDenlietlo    f    »V-\ 

Dana  le  ca«  ob  f  («)  derient  une  fonction  quelconque ,  l'intégrale  (1 5}  continuo  k 
jouir  de  propriétés  importacîes ,  dont  nous  ferons  un  fréquent  usage.  Nous  allons  en 
exposer  ici  quelques-unes ,  et ,  poor  abr^er ,  oous  désigneront  l'inlégrale  dont  II  s'agit 
par  la  notation 

(16)  »<")•/«. 

en  sorte  qu'on  aura  identiquement 

(■7)  »W-/W=^/^/_"/t'-')*^',M./(»)^.ii. 

Cela  posé ,  soit    a    une  constante  réelle.  Si ,  d«u  l'éqnation  (17) ,  on  rempUce    /(^ 
par    «"*V-»  ^     {,Q  trooTera  ' 


(  i63  ) 

t,A\  /\   ^«*V^>         »     T'     f^     «(«-X)V:Î    a\\/Tt    ...     . 

(lo)  f(«).«      "^    =-r-  /        1.     «  ^    -    *^    e     *^    f<«)rfctdX. 

D'ailleurs,  si,  dans  la  formule  (i5),  on  échange  entre  elles  les  variables    a  et^  X,    et 
ii  Ton  j  remplace  en  même  temps    œ_  par    a,    on  en  tirera 

puis,  en  posant  s .  ' 

•     *  .  *  •  ^  • 

On  aura  donc  définitivement  '  i*  '  > 

(19)  ?w«    .*^  ïp«    *^  •?(«). 


\    % 


Soient  maintenant    cr,  6,  c,  ..••..     plusieurs  constantes  réelles,     ^{o)$  x(^)   ( 
fonctions  quelconques  de  la  variâlfle  "  or,".,  et^-^*  B^^JCr^,*..    des  ^coefficients;  réeH  oin 
imaginaires.  On  tirera  immédiatement  de  1^6quation  (19) 

(ao)  {  V       .       . .       _  .  .  j  ,  ,  . 

=  As  "^'^ ,  f^l^Bc"''^''  ,,.(6).+  C.ry^,  (p)  ^. ,,. ,  ,^ 
«l  par  mte  ■ 

(♦•)  tW-s«    "^  z(«)  =  ï».  "^  .t(«)z(«h  ■' . 

le  signe-   z    indiqaaut  une  somme  de  termes  semblables  aa  produit 

On  t^uvera  de  m^e ,  en  désignant  par    r^  ,  H    Ae^x•  valeurs  distinctes  de  la  qui^itiKé 
r    supposée  réelle ,  et  par    Ar    un  élément  de  la  di^i^cnce    A  — r. , 


s} 


>  i  "    ••,  Ii   ::  . 


1  * 


^•J  Ji  .-^i'^r.!..-!  .  .  ''(  ii( 


le  signe    2    s*étendant  à  tous  les  éléments  de    *  —  r,  ;    puis  on  en  oondura ,  1  .•'  en. 
faisantdécrôitre  ceaélémettls'«tt-délà4e  tpiiitt  U^^^^  ('   j  1        i)  .     r  -  ' 


f^^"  en  prenant    r,, ;;;;: -^ po  ,   ^;;;7aQ» 

*  •  •      •     • 

Gomme  on  tire  d^ailleurs  de  Téquation  (17)  ^  en  remplaçant  ta  fonction    f    par  la  fone^ 
tion    X*    ^1^  lettre    «    par  la  lettre    r    dans  le  second  membre , 

(tS)  ^{.).f{s}-^J-r  f  /^"'^^•ic(r)/().)4lrrf>, 

....  '  I    '        "  " 

on  tronyera ,  en  ayant  égard  à  la  formule'  (s4)  ^ 

(^)       v*    * ■■    .  ^'  , 

on  plus  simplement  " 

(•7)  "  ■  ?*W[xW/(3l]  =  [f W.xW]/(5). 


•  '  •  '  <    »  r 


De  même»  eommè  on  aura,  éti  désiglnant  par    tt    une  coostantef  réelle  , 
(.8)       c'''^\{.)f(^\^^f_^Sl/^'^'^\'^^^^^ 


on  trourera  encore 


*       • 


(«9){ 


*«^  '«•  •* 


l-    «      •"  ,       I- 


ou  plus  simplement 

(5o)  fWt"^*^   x(«)/(5)3  =  e"^*^'[T(«  +  «)xW3/(ï). 

JLes  formules  (97)  et  (3o)  eKprÏKMiitriileMb^tt^riâldi  MiawqwbliB»  4»Jk  ii>iuMM#  4« 


V 


> 


(  ^^) 


m  représentée  par  la  notation  (i6).  Dans  le  cas  particulier  oix  la  fonction  f  est  en- 
tière» il  sdiBrait,  pour  établir  ces  mêmes  propriétés»  de  combiner  Icfs  premières  des 
formules  (6)  et  (ta)  avec  la  première  des  équations  (i4)*  En  effet,  lorsqu'on  fait  usage 
de  k  notation  (16)  >  les  équations  (i4)  ^  réduisent  à 


(5i) 


F(D)/(x)=F(«v/ïr)/(î), 
F(A)/(«)  =  F(«*"y^»- i)/(x) , 

\ 


Par  suite ,  les  équations  (6)  et  (is)  donneront 


(5.) 


r(«v^)[f(«4/n)7(î)]=[F(«i/:T)f(«v^)]/{ï) . 


•      «         • 


«t 


(55) 


,     F(.|/:;o  [e  '■' /(x)]  «  /*/(«• + -i/^T)  /(i) . 

F(e*-^'-  .)[/V(i)]  =  /«F[e*('+-*^')-  .]/(î) . 


Or,  si  Ton  pose 


\ 


F(«i/:r)=f(«).     f(«v/n")=xW.      r=a|/:r. 


7 («)  »  X (^)  seront  des  fonctions  entières  de  a;  et  la  première  des  formules  (Sa)  se 
réduira  immédiatement  à  l'équation  (27) ,  tandis  que  la  première  des  formules  (33)  » 
réduite  à  l'équation  (3o) ,  sobsistera  non-seulooiçnt.pour  des  râleurs  réelles,  mais  encore 
pour  des  râleurs  imaginaires  de  la  constante    a.,. 


mtaà 


II.*   AKHitR. 


la 


^  ^.  Sur  les  diffirencci  finies  ou  tnfintment  petius  des  fancUws  de  glusiturs  variables 

inMpcndafUcs. 

11  681  facile  de  voir  comment  les  notations  admises  dans  le  paragraphe  précédent 
peuvent  être  étendues  au  cas  où  Vo^  con«idtee.u»Q.i!QOi3lio%dtoplusieurs  yarîables  in- 
dépendantes   Xp  yp  z,»..  t[    En  effet,  soient 

une  semblable  fonction, 

àxzssh^  àyz^J;^  ^«^s./^.... 

les  différences^ (ipiwJes  iwi^bles  a;,  j,  ^i^  •••^ti  eti  m»  on  nombre  entier  quelcon- 
que. En  Tortu  des  conventions  ci-dessus  adoptées  [pages  161  et  16s],  on  devra  évidem- 
ment employer  ks  cac^ctérisliqueSr 

Ds,    D,y    Di,...Dt;    Ds^f    D^\   DA  •••  Atf  ;  «to...    AA    9)^    OA  ••-X)^» 

et 

Aiff       V>       A,,  ...Aif,     àx^,      Lj*y      Ab%.».  d|^;  etc..      Ax%      A,»,      A.»,  ...  A|», 


placées  devant  la  fonction    u    pour  indi.quer  les  dérivées  partielles  et  les  dii 

finies  de    ti ,    du  premier.,vdu'iecand«  ^  •  èxt  fn"*^  ordre ,  ptieev  par  rapport  aux  diverses 

variables  indépendantes.  Oe.i{luSj^si  L'op  désigne  par 

des  fonctions  entières  des  variables  a,  p»  y,  •••  0;  X,  p,  y ,  •••  r ,  par  A  un  coef- 
ficient constant,  et  par  m ,  n ...  p,  9  ••.  des  nombres  entiers  quelconqiitft,  on  diMrra* 
se  servir  des  expressions 


\ 


(a)  F(I>x9  I>7|I>s>  •••PoAjryA,^ A.,. ..  ^0^ 

et  ' 

^  ^  F(D„Z>,,I>.,...l>i,Ai,A„A.,...A|) 

pour  indiquer,  i.*  la  fonction  linéaire  de  u  et  de  ses  dérivées  ou  différences  partielles 
finies  ou  infiniment  petites  mêlées  ou  non  mêlées,  à  laquelle  on  parvient  quand  ^aprè»^ 
avoir  développé  l'expression  (a)  en  termes  de  la  forme 


U) 


on  cônitdère    Z),"*,  Dj^,*,*  l^J^t  Ay.««     comme  de  viritablet  caractériitiqvei ,  s«^  la 
Tâleor  générale  de    v    propre  k  yérifier  l'équation  aox  différences  mêlées  et  partielles 

(5)  F(0,y0^»D»9...DoÀ«9A,,À«9...Ac)9  =  f(2)jr|l>/>Ds9...Do^'>À7>^O«-^<)<<* 


Enfin ,  si  Ton  désigne  par 
(6) 


?(«/P>7>  —  *) 


une  fonction  quelconque  des  Tariables    «  »  p  f  7  •  •  •  0  »    on  defra  employer  là  HttaUtm 


(7) 


?(«iP>r>—^)/t«*y>«f-«) 


■ 

danstaqoeMe  la  lettre    «    se  rapporte  à  la  variaMe    x ,    la  lettre    p    à  la  yariable    y^ 
etc..»  pour  r^résenter  l'intégrale  multiple 

•^  M»  «/  _•  Sir.    Sir  av 

en  sorte  qu'on  aura  identiquement 


(9) 


?(«*Pf«^)/(»f7»*'>')^^ 


/^;'/!/*^'"'^^'''^^'^^*^'--'*^*"^»f'^P--'5'^('^'^"^^^^--^^ 


Cela  posé,  en  généralisant  les  formules  (6).,  (11)  et  (is)  dû  paragraphe  a,  et  attribuant 
aux  coefficients  r,  s, ..,.  des  valeurs  constantes  réelles  ou  imaginaires,  on  établira 
fiieilement  les  équations 

X 

=  [f(I>xfD,,...DoAx,A„*„A/).F(D,,I>„..,2)«,A„A^,...Ai)]/(«,y,f,...0- 


\ 


'(t68) 
(i«)  F{D..D,^...^r,&,t...)l»'"*"''*"''/{x.y,.'.)]= 

•  F|_r +  /)„#  + 2^,,  ...e    (1-f.Ai)  — i,e    (i4.A;^y— I,...  |/(aj,j...y. 

s 

De  plus ,  Gomoie  on  aifra ,  en  fcrtu  de  Téquation  (7)  de  l^ariiele  précédeat  ^ 

•  ... 

(»*)  /{»,y,.,.t)  = 

•^  — •     •/  —•  "^  '  '       air         air  air 

on  troarera  encore 

(»4)  F(D,^D„...  A,^A,,...)/(a5,jr,...)  = 

les  intégrations  étant  tontes  effectnées  entre  les  limites    —  00  ,  +  ^  «     P"^*  ^^  ^^^^ 
de  la  formule  (i4}  »  en  faisant  usage  de  la  notation  (7) , 

(i5)  ¥\D.,DJ,..^r.^,...)f(x,y^.)=Y{ay^^,Py/r,,..t^^ 

Soient  maintenant  a,b^o,»..  des  constantes  réelles,  et  <p(a»p»  7j**0  x("*P»7*"0 
des  fonctions  quelconques  des  yariajl^les  ,  a >  p». 7,  ....  Supposons  d'ailleurs  que  Ton 
continue  de  représenter  par  la  lettre  F  une  fonction  entière»  et  par  r,ê,  ••..  Aes 
coefficients' constants»  soit  réels  «  soit  îitegiaaires.  En  généralisant  les  formules  (19)» 
(97) ,  (3o)  et  (33)  du  paragraphe  a»  on  établira  sans  peine  les  équations 

(16)  <p(a>pj7>-0^  =*  ?K*f  *>•••>> 

(17)        fCa,p,7^..oCx(«>P>75--0/(î"^y>*i*-03  =  [i'(«»P»7.»--OxW>7»--00/(«>7»'»-'-^ 


•  •         • 


C»9) 


« 


(  '«9  ) 
Je  lerminerai  cet  article  en  indiquant  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  plusieurs  des  notations 
et  formules  ci -dessus  établies  pour  Tintégration  des  équations  linéaires  à  coei&cients- 
constants» 


S  4-  Sftt  Cemptoi  des  caraetérUtiqueB  D  el  A  dam  Cintigraiion  des  équations 
Unéairea,  aux  différences  finies  pu  infinkneht  peUies,  méUes  ou  non  mêlées^  et  à 
coefficients  constants^ 

Les  principes  ci-  dessus  établis  relatiyement  aux  caractéristiques  D  et  A ,  fournis- 
sent le  moyen  de  représenter  les  intégrales  des  équations  linéaires  à  coefficients  constants 
par  des  formules  symboliques  du  genre  de  celles  que  M.  Brisson  a  obtenues.  On  peut 
en  effet  y  parrenir  dani  un  grand  nombre  de  cas  à  L*aide,4e  deux  méthodes  dijDférentes, 
déjk  employées  par  ce  géomètM  »  el;  que  je  vais  reproduire  areo  quelques  modifications.. 

La  première  méthode  est  foiidéç  sur  la  remarque  suivais  te. 
Soit 


(ij 


<  P(l),,D„...Do^*>^.rf.  Ai)tt  =  /Ca?,jr,aj...f) 


une  équation  linéaire  à  coefficients  constants  et  avec  un  dernier  terme  variable  entre  la 
Tariable  principale  u  et  les  rariables  indépendantes  œ,  j/...  i»  Si  la  fonction  en- 
tière désignée  par  F  peut  élre  décomposée  en  deux  fSusteurs  de  même  nature  qu'elle , 
si  Ton  a  »  par  exemple  » 

(a)  F(Dxv,Dj^,-l)^f,A,,Aj.,..AO  =  F,(D>,Djr,..l)MAx,Aj.,..AO.F.(Dx,l)j.,..l)/A,,Ar,..A,), 

«n  pourra  évidetninent  aobsUtuer  à  l'équation  (i)  le  tyttème  des  deux  équations  linéaires 


(3) 
(4) 


F,(Dx,D,,...D^ryA„A„...At)t)=fi:/(a;,7,...f) 


qui  seront  Tune  et  l'autre  d'un  ordre  moins  élevé.  SI  les  fonctions  entières ,  désignées- 
par  F, ,  F» ,  sont  eUes-méïnes  décomposables  en  &cteurs ,.  l'intégration  de  la  formule 
(  1  ) ,  ou  ^  ce  qui  revient  au  même ,  l'intégration  des  formules  (3) ,  (4)  pourra  être  encore 
réduite  à  celle  d'autres  formules  du  même  genre»  mais  d'un  ordre  inférieur.  On  arriverait 
d'ailleurs  directement  k  la  même  conclusion ,  en  observant  que ,  si  la  fonction  F  esb 
décomposable  en  plusieurs  fonctions  entières  désignées  par  F,,  F,,..,  F„_,.,  F„,  la» 
fecmule  (i  ),  pourra  élre  remplacée  par  le  système  des  équations  lû^iros^ 


i  >70  ) 
(   f<(D*,D„...lï«,A*,4j-,...A«)a„_,e=/(a;,7,...r) 

I 

{5)  \     etc..  f 

qui  devront  être  mtëgrées  dans  Tordre  ob  eUes  se  présentent  icL 

Cela  posé ,  H  est  ditfr  qm^  rf  ta  fonction  F»  étant  du  degré  n ,  on  peot  la  dé- 
composer en  fonctions  da  prenaiier  deçré,  rintégratfon  de  lalbrmde^i^  pourra  être 
réduite  k  l'intégration  de  n  é<{uations  linéaires  du  premier  ordre.  Bonc  alors,  on  sop- 
posant  connues  les  intégrales  générales  des  équations  fioérfres  dû'preiQcder  orlro^  on  par- 
TÎendra  sans  prfne  k  l'intégrale  générale  de  l'éqoaliou  (i). 

Pour  montrer  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  l'obserratfon  précédente ,  conMérons  d'à* 
bord  une  équation  différentielle  linéaire  et  k  coefficients  constants  »  entre  la  yariaUa  x 
et  une  fonction  y  de  c$tte  ¥i%riable^  Si  Téquatipu^onnén  est  4a  premier  ordre  »  alors* 
en  désignant  par  ja  un  coefficient  constant ,  on  pourra  la  présenter  sons  Tune  des 
fprmes 


4m 


«t  son  int^ale  générale  sera 


(8)  .    /  =  *"/«-"'/W<<». 

ou  ^  ce  qui  revient  au  pié^e  ^ 

(9)  y=*"\fe-"f{»)dx+e^, 

jx.    désignant  une  valeur  particulière  de  la  yariablo    ».    Nais»  «i  TéquatioiL proposée 
est  dé  Tordre    n    et  de  la  forme 

alors,  en  faisant^  ppqr  abréger, 

(i  i)  F(f)  =  aor"  4-  aar»--«  +  n.r— »  + ..,  +  an^.r  -|-  ««  , 


r 


^    (  »7»  ) 
et  désignant  par    r^,  r,,...rn    Ia>  valëan  réelle»  ou  ima^airet  de    r    propres  à  vé^ 
rifier  Téqnation 


on  pourra  subslitaer  à  là  fônnriô  (H  o)^  Tune  qatlcxittifve'  dfes  émt  sUi vantes^ 

(i4)  (fl  — r.)(A^»iJ...(/)— r!^)-=.:^.. 

Or,  pour  inlégrar  k  datnière,.  il  âoffit de  poser  suecesaiTeméiit 

(|5)  ^    ete.*** 

ai  il  eat  dàir  qoe  les  valeurs  de  jn^x  $  yn^%  9  »«•  J^i  »  y  $■  propres  K  Térîfièr  Tes  équa>- 
Uons  (i5)  »  s'obtiendront  aussi  facilement  que  la  valeor  de  y  propre*  k  véiijkr  la  iSsi^* 
mnle  (6). 

Il  esr  iinportaiit  d'^bserremitte'Iéa'Talëuls  der  y*  yt$  y^,**-  déddtea  dès  équatioi»^ 
(i5)  renfermeront  en  général  des  intégrales  multiples.  Mais  on  pourra  toujours  remplacer 
ces  intégrales  multiples  par  des  intégrales  simples  ;  et ,  pour  7  parvenir  ;  il  siiArtt^  de* 
lecourir  à  Tintégration. par  parties»  c'esUà-dire ,  à  la  ibrnmle 

(16)  fudv  =  uv-~  jvdu^ 

('7)  i^^^«./(«)r,. 

ou 

Gomme  on  aura 


(  »7»  ) 
D»— i  =  (D  — i)(!)+i). 

«D  ]M>urra  tabttitaer  k  l'équation  (17)  le  systime-des  deux  formolet 

(19)  j(2)--l)  »  =  /(«),  .    (D  +  Oj^  =  .; 

t 

im ,  en  d'autres  termes ,  le  système  des  deux  équations 


Uo) 


ds 
dm 


-*=/0»)m 


lu» 


?=«• 


Or  on  tirera  de  ces  dernières 

«t  par  suite 

Si  maintenant  on  reut  décomposer  en  ioj^grales  simples  riotégraie  double  que  renferma 
la  Taleur  précédente  de    j«    il  suffira  de  poser  dans  Péquation  (16) 


SI  =  /  ô*^'/{x)  dxt         dv=^ô^'dx; 
Alors  en  effet  on  trouvera 

J^e*'  (y «"•'/(«)  <*«)  dx  =  —  e*'  fc-'fipD)  dx  --  —Ccf^x)  dx  ; 
et  Ton  en  conclura 

1 

oUj  ce  qui  revient  au  même» 

r 

(.4)     j=-^«'jy]^e-/(«)«<«+c|— î-«-'|/«'/(«)<to+e'j . 

C  •  C    détigoant  deux  constante»  ariiitrairet ,  et    ««    une  valeur  particulière  de  k 

variable    x. 
1.*  Exemple.  Soit  donnée  l'équation  différentielle 


(»5) 


S^-"â+^-/(-)'. 


ou 


(•6) 

Comme  od  aura 


(  «7') 


/)*  — «Z)  +  i=(D_i)., 


ft~*    :  t 


on  pourra  subsUtuer  b  l'équation  («5)  le  système  des  deux  fonnalei 
ou,  en  d'autres  termes,  le  système  des  deux  ëquaUoos 


>/  * 


(.8) 


Or  on  tirera  de  ces  dernières .  en  désignant  par    © ,  ©'    deux  constantes  arbitraires . 


(»9) 


(3o) 


'rfa  +  G'    » 


pois,  en  remetUnt  dans  la  formule  (5o) ,  à  la  place  du  produit    tt— ,    sa  valeur  tiréa 
de  la  formule  (99) ,  *  . 


(5.) 


j  r=  «'    e»  +  0'  •hf'f't'-f{<B)  dx' 


Comme  00  trouve  d'ailleurs,  en  intégrant  par  parties. 


5») 


on  pourra  encore  remplacer  l'équation  (3 1  )  par  la  sniranle 


(55) 


jr=e- je*  +  G' +^/^(a  — *)«-/(«) rf*j  , 


Cette  dernier^  s'accorde  arec  la  formule  (17)  de  la  page  «o4  du  premier  rplume. 
ReTonoDS  à  réquation  (lo).  Si  Ton  7  pose    n  =  s  »    elle  deriendra 


(»74) 


(54)  «.i^+«.^4.«.=/(„). 


rf«»    •       dm 


ot  son  intégrale  générale ,  fooniie  pu  la  nétbode  que  nous  venons  d'exposer ,  sera 

(55)  y  =  i-  /-/.^''•'•'-(/e-'' VH  rfo:) rf«  . 

r, ,  ?*,    désignant  les  racines  de  Téquation  algébrique 

(36)  aor*-f-asr4-^s  =  o. 

De  plus,  &  l'aide  de  l'intégration  par  parties,  la  formule  (35)  pourra  être  réduite  h 


(5?) 


OU ,  ce  qui  revient  au  même  »  à 


On  doit  seulement  excq>ter  le  cas  où  l'on  aurait    r.  z=  r. .     Alors  l'équation  (35)  pren- 
drait la  forme  suivante 

(39)  y:=-^e-'ffe-^'flx)dœ'. 
et  l'intégration  par  parties  donnerait 

(40)  j=z—^xJ'ô-''''f{x)dx'^rxe-'-'f{x)dx\  , 


ou ,  ce  qui  revient  au  même  » 


(40 


7 = -^  |g«  + G' +J'J' («—«)«-'■•/(*)<'=}  • 


Ed  restituant  au  nombre  entier    n,    dans  l'équation  (lo),  une  valeur  quelconque, 
on  tirera  des  formules  (i 5) 


(  »7&  ) 

(4a)  y  = 

Telle  sera  la  raleor  générale  do    y  t     êxffimie  par  uDa*  ûitégrala  multiple  »  que  )'o(> 
pourra  décomposer  en  intégrales  simples  à  l'aide  de  Tintégration  par  parties. 

Dans  le  cas  particulier  oU»  le4  raeinea  r»,  i'»».«i^n  étant  é^lea  entre  elles,  ou 
suppose    (T.  =  0 ,    Téquation  (lo)  peut  être  présentée  sous  Tune  quelconque  des  formes 

(43)  i 

(44)  {D-ryy  =  /(,<»). 
et  la  Taleur  générale  de    y    se  réduit  à 

(45)  y  =  e"//,./«— /(«)^«-. 

De  plus»  en  intégrant  par  parties,  on  tire  de  la  formule  (4^) 

(46)  y  = 

— *7       \x'-'J»-'''f(x)  dx  -^^»"-« /««-'•'/(a!)da:4-"±/«""'«"''/(«)<te  • 

puis  on  en  conclut ,  en  mettant  les  constantes  arbitraires  en  éridence , 

m  . 

(47)  y  —  t"'   ©«»— +  G'a'"~*  +  -. +  G^""*^®  +  G^"^*+J    i.a..(ii-i)  ^""-^^'^^    ' 

Considérons  maintenant  une  équation  linéaire  aux  différences  finies  et  è  coefficients 
constants  entre  une  variable  a?  et  une  fonction  y  de  ceHe  yariable.  Si  l'équation 
donnée  est  du  premier  ordre ,  en  pourra  la  présenter  sous  l'une  des  formes 

(48)  (A-r)y=/(»),       -       ou  (49)  Ay  —  rjr  =  /(«), 
el  toB  ÎBtégnite  générak  «en 


^  (  176  ) 

(5o)  /«(«4-")'"'U>+'')"V(«)  +  »(*)l» 

h=:^x  désignant  la  différence  finie  de  x,  et  w{x)  une  fonction  périodique, 
mais  arbitraire,  dont  la  Taleur  nexhange  pas  quand  x  reçoit  pour  accroissement  un 
multiple  de    A  •     Au  contraire ,  si  Téquation  donnée  est  de  Tordre    n    et  de  la  forme 

(5i)  tftA-jr+a.à'-'jr+tf.à»— :r  + •••  +  «— tAy  +  iinj  =  /(«?), 

alors ,  en  «e  serrant  des  notations  précédemment  adoptées ,  on  pourra  la  remplacer  par 
l'une  des  deux  formules 

M  F(A)jr=/(ar), 

(53)  (5-r.)U-r.)...(A-.r.)/=:^. 

Or ,  pour  intégrer  la  dernière ,  il  suffira  de  poser  successivement 

(A  —  r,)jr,_,  =  jr,_, , 
(^^)  -   <     etc..., 

et  il  est  clair  que  les  râleurs  de  jn.i  >  J».t  #  •••  J^«  #  J#  propres  à  vérifier  les  équa- 
tions (54)»  s'obtiendront  aussi  facilement  que  la  valeur  de  y  propre  à  vérifier  la  for- 
mule (48)« 

Il  est  important  d'observer,  1  •*  que»  la  fonction  périodique    ir  {x)    pouvant  être  censée 
comprise  dans  l'intégrale  indéfinie 

l'équation  (5o)  peut  s'écrire  plus  simplement  comme  il  suit 
(55)  /  =  (»+r)*"*l(i  +  r)"V(»), 

».*  que  les  valeurs  de   jr,  y^,  y, ... ,    déduites  des  équations  (54)  •  renfermeront  m 


(  >77  ) 
général  des  iatégralea  multiples  au  différraicei  finies.  Mais  on  pourra  toujours  décom* 
poser  ces  intégrales  multiples  en  intégrales  simples  ;  et ,  pour  y  parvenir»  il  lufiira  d'In- 
tégrer par  parties  en  recourant  à  la  formule 

(56)  ZttÀo  =  cio  —  l{v-^Civ)^u, 

que  Ton  déduit  immédiatement  de  l'équation 

et  qui  remplace,  dans  le  calcul  aux  diflférences  finies,  la  formule  (i6]. 
Exemple»  Soit  donnée  l'équation  aux  différences  finies 

(57)  A'J  — aàjr-^ys=/(fl;), 

OU 

(58)  (à«-aA+Or  =  /W. 
Gomme  on  aura 

on  pourra  substituer  à  l'équation  (S7)  le  système  des  deux  formules 

(59)  (A-i)«=/(fl^),  (A-.i)jr=sj 
ou  t  en  d'autres  termes ,  le  système  des  deux  équations 


(60)                                   ù«-«  =  /(a»). 

Aj— y  =  *. 

Or  on  tirera  de  ces  dernières 

•           • 
(61)                            «  =  a*"*Za"V(«), 

y=a*      2a  's. 

et  par  aaite 

;-a 

(6a)                                            y=a*      2 

1 

za 

■*/(*). 

•     .    .    .    '  Jl 


Si  maintenant  on  veut  décomposer  en  intégrales  simples  1  intégrale  double  que  renferme 
la  râleur  précédente  àe    y,    il  suffira  de  prendre ,  dans  Téquation  (56) 


J 


(  '78  ) 
Alors ,  en  tBtt ,  on  troaren ,  pour  nne  des  t«1oqii  4e    « , 


•  =  -. 


et  par  suite 
(63) 


1  sa     /(x) 


ï 


puis  Ton  eu  conclura 


m 


f"*la?       "t 


, 


Si  9  dans  le  second  membre  de  l'équation  (64)  #  on  met  en  éyidence  les  fonctions  pério- 
diqucs»  et  qu'on  les  désigne  par  9^{x) ,  v»(œ) ,  cette  équation  prendra  la  forme  sui' 
vante 


(65)    y 


=.^1f[- 


(as)  4"  2* 


V(»)]-^ 


(x)4.î— — a 


V(*)]j. 


Revenons  à  l'équation  (di).  Si  l'on  pose    n=  s,    elle  deviendra 

(66)  «o  A»y  4-  fl,  Ay  +  «»/  =  /(«^)  f 

et  son  intégrale  générale»  fournie  par  la  méthode  ci-dessus  exposée,  sera 


(67) 


(•+»•.)* 


^=iiri^î^i(^)^<'+-)"'^w! 


D'ailleurs,  si,  dans  la  formule  (56) ,  on  prend 
on  trouvera ,  pour  u no  des  valeurs  de    t' , 


-m'- 


et  par  suite 


(68) 


j  [^Û 


l+rO"*/W 


T  ^  ""  ""  T 


(  »79  ) 
DoBc  U  Takfor  ds    y    pofDtta  <lre  présentée  sons  la  forme 

Si  ToD  met  en  é?idence  les  fonctroot  périodiques  ^  et  qu'on  les  désigne  par     v,(as)  » 
'.(a;) ,     réqaatîoD  (69)  donnera 

(70)  y — 


( 

a 


-1  .  ?-i 


LtriL{,.(.) + .(.  4.ro^  Vh}+ ^^^ 


Dana  le  cas  particalîer  06  ToA  a  r,  =  t*, ,  Téquation  (67)  «e  trouve  réduite  à  la  forme 


"-a 


et  l'on  en  conclut ,  en  opérant  comme  dans  l'exemple  que  nojis  avons  traité  plus  haut , 

(7«)  7=-^(»  +  »-)'"*jx2(>+'')"*7(a')-2-^(»+»')~'/(«)).  . 

Si  l'on  mettait  en  évidence  les  fonctions  périodiques ,  on  trouverait 

(73)  y= 


(>+»•)* 


»  X 

-a        .  ^  .  r-a 


9B 


I  « 


a. 


.(a:)  +  ï(i+r)  '/(*) 


M 


»^/^V  ('+'•)  /    V     ,    .«+A 


,(«)  +  S^(i+r)   '/(«) 


En  restituant  au  nombre  entier    n,     dans  l'équation  (Si)»  une  valeur  quelconque , 
on  tirera  des  formules  (54) 

s  9  9  X 

(74)    v  = (lîTil! J.i±!'iri)V.lir:iri)Lifi±!l]\    /(-^)  ". 

^'^'    "^        a,(i+r.)(i+r,J...(i+r„)      \    i+r«  /      W  +  »'— ./         Vi+J'i/  ? 

chacun  des  signes    z    étant  relatif  à  la  fonction  comprise  entre  ce  même  signe  et  la 
virgule  placée  à  la  suite  du  rapport    ■■■t^  ■■  ^  .      Ainsi ,  k  valeur  générale  de    j^     se 

(t+f.f 

trouvera  exprimée  par  une  intégrale  multiple.  Mais  on  pourra  toujours  décomposer  cette 
intégrale  multiple  en  intégrales  simples  à  l'aide  de  l'équation  (56). 


(  i8o  ) 

Si 4  les  racines     r. ,  r, ,  .....  r»     étant  égales  entre  elles,  on  supposait    a^z^i, 
réquaUon  (5 1  )  pourrait  être  présentée  sous  Tune  ou  Tautre  des  deux  formes 

....  n      nfn-i)        „_  ,   nfn-i)     ._^  n  , 

(75)  à>--rA'^'+-ij-^rM'--/-...±-i^ 

(76)  U-r)-j  =  /(x). 
et  la  valeur  générale  de    x    *®  réduirait  h 


m 

-n 


(i+r)*      j        (ii-i)(n-a)  a?  ^fl?     ^^       ^^r    «  .  /\^/* 


(77)  y=0 +  '■)'*     Sï...2(«+r)  V(*). 

De  plus ,  en  intégrant  par  parties ,  oo  tirerait  de  la  formula  (77) 

(7»)  y= 

î(f.)..(î-«.).(...)-vw~-:(î-.)..(iH'(f")(-'-'^"' 

..,..(«-01 .  ■     ..a    l  (r •)"•  (f -»+*)Kr •) (^«)('+'r^/(*)-«'c 

ou ,  ce  qui  revient  au  même . 

(79)  y  = 

xfx     \     fx  \  ^(9     \     [x        A     » 

1  i.a.5..(n-îï)     ^       '    J  \  1-^       i.a.5..(ii-i)     ^  ^   '    ^^  ' 


Il  est  important  d'observer  que ,  dans  l'équation  (78)  ou  (79)4  chaque  intégrale  simple 
renferme  une  fonction  périodique. 

Proposons-nous  maintenant  d*intégrer  une  équation  linéaire  aux  différences  partielles , 
et  à  coefficients  constants ,  entre  deut  variables  indépendantes  x,  y^  et  une  variable 
principale  z  •  Supposons  d'ailleurs  que  les  dérivées  partielles  de  z  »  comprises  dam 
le  premier  membre  de  l'équation ,  soient  toutes  du  même  ordre.  Si  cet  ordre  se  réduit 
k  l'unité^»  l'équation  pourra  être  présentée  sous  l'une  des  formes 


(80)  {D,-rD,)z  =  f{x,j).  (8.)  ^^r^  =  f{x,y). 


dx  dy 


i*t  son  iolégralc  générale  sera 


(8>) 


?    désignant  une  fonclîon  arbkraîre y  et    ap«     une  valeur  particulière  de    x.     Mais,  si 
réqaation  poposée  est  de  l'ordre    n    et  de  la  forme 

(83)  «..5-^4.«.^5-;;-^  +  «._j__+..+«^^^^  =/(<«.J')-. 

alors  »  en  se  servant  des  notations  précédemmeut  adoptées ,  on  pourra  la  remplacer  par 
Tune  des  deux  formules 


(84) 


^/f(^)J*=/(«.7). 


(85)  (D,  — r.D,)(/),  — r.O^)...  (0,  — r.Z>^)î  =  -î^^. 

•■o 

Or,  pour  inté(;rcr  la  dernière ,  il  toffira  de  poser  successÎTement 

e(c««tt»  f 
(0,  —  TnDj)z  z=zr, 

et ,  comme  les  équations  (86)  sont  toutes  semblables  h  la  formule  (80) ,  il  est  clair  que 
les  inconnues    r„_, ,  «„«, , ...  s. ,  «. ,  s    .se  déduiront  les  unes  des  autres ,  et  l'inconnue 

z„    .     de  la  fonction     "^  ^^'"^  ■  •     par  des  équations  semblables  à  la  formule  (851). 
1."  Exemple.  Soit  donnée  réqtt9tion  aux  diflërences  partielles 

d*t     ,     d*s  ,    . 

(87)  -^^  —  =ux  +  by, 

II.'AHRiE.  «4 


V. 


(  »85i  ) 

OU  \   . 

(88)  (/>,'  —  /)/)«  =  «»+*/, 
a  et  6     désignant  deux  quantités  constaqtes.  Comme  on  aura 

0/  —  D/  =  (£).-  D,)  (O.  +  D,) ,  ■ 
on  pourra  substituer  h  l'équation  (87)  le  système  des  denx  formules 

(89)  {D,^Dj)t,  =  ax-\-by.        (0.  +  Z),)«  =  »., 
ou,  en  d'autres  termes,  lo  système  des  deux  équations 

dz*         di,        ^  dt         dz 

Or  on  tirera  de  ces  dernières 

D'ailleurs ,  si  Ton  pose 
on  trouvera 

et  la  seconde  des  formules  (91)  pourra  être  réduite  à 

(9*)  ^=-T — I— îr+*(j'+*)+*«(j'— *)• 

L'équation  (gt),  dans  laquelle    «,  «.    désignent  deux  fonptions  arbitraires ,  est  effecli- 
Tement  l'intégrale  généralo  de  Téquation  (87]. 


(  ifô  ) 

t.*  Exemple  Soil  doimée  réqaation  aux  différences  partielles  ' 


(95) 

OU 

(94) 


da*  dxdy   T   dy^ 

m 


On  pourra  lui  suBsltloer  le  sytlème  des  deux  formules 


(9S)   * 


(0.  — /),)«.  =  e"+»r.         (Z>,  —  0^)  «  =  ». , 


ou,  en  d'autres  termes  «  le  système  des  deux  équations 

(96) 


da  dy 


dz    .    dt 

dx        dy 


Or  on  tirera  de  ces  derDièrea 


.««•f  6/ 


#*(/+') 


gfcO-f-x) 


puis  »  en  posant  »  pour  abréger , 


e 


kt 


M 


on  trouvera  simplement 

(98)  ^=   .  _^x.    4;g*(y  +  g)+*»(y  +  g)- 


L'équation  (98)  dans  laquelle    ^  »  ^^     désignent  deux  fonctions  arbitraires  est  effectif 
▼ement  l'intégrale  générale  de  l'équation  (95). 

Considérons  enfin  une  équation  linéaire  aux  différences  finies  partielles ,  et  è  coeffi- 
cients constants ,  entre  deux  variables  indépendantes  x^  y  et  une  variable  principale 
s.  Supposons  d'ailleurs  que  les  différences  finies  de  z^  comprises  dans  le  premier 
membre  de  l'équation,  soient  toutes  du  même  ordre.  Si  cette  équation  est  de  Tordre  n , 
et  de  la  forme 


(99)      «.Ax"^+tfi^*"*'A^«+«.A,»-*V«+—+«»-iA»A/""'"«+«*V«==/{<«^»/)i 


(  »84  )     i 

on  pourra ,  en  se  serTaot  des  noUttons  précédemment  adoptées ,  la  réduire  à 

(loo)  (A,— r.A,)(»,  — r,A^)...  (A,  — r„A^)î  =  ^'-"^^ 


t 
0 


et  lui  subslituer  le  syslëme  des  formules 

^Ax  — r,A,)ri,«.,  =  — t 

('*")  -  l     etc 

(A,  —  r«  A^)  z=z,. 

La  question  se  trouvera  ainsi  ramenée  h  Tintégration  de  plusieurs  équations  du  premier 
ordre»  et  qui  seront  toutes  de  la  forme 

(  «  oa)  (Ax  —  r  A^)  r = /(«,r)  • 

Nous  montrerons  dans  un  autre  article  comment  cette  intégration  peut  être  effectuée. 

A  la  méthode  dont  nous  venons  de  faire  usage  pour  intégrer  des  équations  linéaires  à 
coefficients  constants,  on  peut  en  joindre  une  seconde  .qui  s*appuye  sur  le  théorème  dont 
voici  renoncé. 

Th6ob£Me.  Supposons  que. les  teUres  f»  F,  accompagnées  ou  dépourvues  d* indices, 
désignent  des  fonctions  entières  quelconques,  que  la  fonction  entière 

(io3)  F(«,p,...ô,;,fi,...T) 

soit  divisible  par  chacune  des  suivantes 

(io4)  ï'i(«>Pv««^y^>f*f-t);  F,(«,p,...0,>,fi,w.T),  etc..  , 

et  que  la  fraction 


F(a,p,  ...9,X,f4,...T) 

soii  décomposabU  en  plusieurs  fractions  de  mêinc  espèce,  en  sorte  qu*on  ait 

F(a,p,...ô,\,p,  ..t)    ~    F.(a,p,...0,X,fA,...T)    "^    F.(a,p,...©,>,tA,...Tl 


(  |8S  )  ^ 

Svii  fTailUurs    f  {x,;y ,...,.  i)     une  fonction  quelamiiuô  des  varlabla  indépendante^ 
0?,^» ...  I  :     La  valeur  de    u    dcnnée  par  la  formule 


^ 


(106) 


c'Ml-À-{iîr6 ,  Cintégrate  générale  de  Céqualibn  linéaire 

0tt  cffi  moins  Cune  des  valeurs  de    u ,    propres  à  vérifier  cetu  équation,  coïncidera  tou- 
jours avec  la  somme 

{108)  tt= 

Démonstration»  Soient     Ug,  u, ,  ...     les  différents  termes  qui  composent  le  second 
membre  de  Téquation  (108).  Cette  équation  donnera 


(*<>9) 


tt  =  Us  -)-  fia  +  etc.... , 


et  les  fonctions     u,  «,,.*•     vérifieront  les  formules 

(110)      ^  F,(Dx,D/,...D/,Ax,V>  — ^0"*  =  M^'»A'^>"«'D'>^'^^'''-'^0/(^>J^>-'0> 

W*W*  •  •  • 


De  plus ,  comme  chacun  des  rapports 


F(«,P,...0,^,|a,...t) 


F(g,p,...0,X,fi,...T)  

F,(a,p,...ô,>,fA,  ...t)    '  Fa(a,p,...ô,^f*,...T) 


etc... 


sera  »  par  hypothèse ,  une  fonction  entière  de    «#  pt  •••  d  »  ^  >  p  »  v ,  ..^  r>     on  eonchira 
des  formules  (110) 


(m) 


F(I>jr»^/f*I)f9^«>A^»*>>  ^1)1(9  = 


r,(Dx,D..,...DoAx,A^,...AO  *"l^'''^7*--^MA„A^,-.A,)/(a),7....0. 


F 

eic«  •  •  • 


(  f86  ) 
Enfin  »  comme,  en  vertu  de  Téqualkm  (io5)  »  on  aara  identiqaemenl 

(in)     (  .         ' 

on  tirera  des  formules  (m)  »  ajoutées  membre  à  membre» 

(i  i5)    F(2)x, *j5 ... !>/>  Ax,  Ar, ..  Ai)(te,  +  «,  +..)  =  f (Dx, D^ , .. D/,  A^,  A,, ..  Ar)/(x,jr,.. /). 

Or  il  résulte  évidemment  de  Péquation  (i  i3)  que  la  somme     u.  4*  C'a  +  etc...     est  une 
valeur  de    u    propre  à  vérifier  la  formule  (107). 

Le  théorème  qui  précède  fournit  un  nouveau  moyen  de  parvenir  très- facilement  aux 
intégrales  générales  des  formules  (10]  \  (5i}  et  (83).  Considérons  d^abord  la  formule  (10) 
ou  (i3) ,  de  laquelle  on  tire 

f(*) 


(•»4)  y^ 


F(z))  • 


Si  les.  racines     n  »  r, , ...  r»     de  Téquation  (is)  sont  inégales  «  on  aura 


F(r)  ~  F'(rO    r-r^  ^   F'(r,)     t-t^     '  \  F'(r„)    t^t^  ' 

et  Ton  conclura  du  théorème  dont  il  s*agit  qu*on  peut  encore  satisfaire  è  4a  formule  (10) 
«a  prenant 

t"«»)        y-  F,(^^)   ^„^  +  j.,(^,j  TITT  ^ ••' ^  "Fôg   !>-'-  • 

De  plus  »  comme  la  notation  ^ 

("7)  '  ^'" 


sert  à  représenter  riniégraie  générale  de  Téquatton 


(  ««7  ) 


e^est-b-dire,  uo  produit  de  la  form^ 


(1,8) 


C^'  r  C'-' f{x)  dx , 


il  est  clair  que  la  foroiule  (116)  pourra  s'écrire  commo  il  siuit 


('»9) 


J= 


;i— «''''Je  '''f^^\!^^'^J^^^*'S^  ''*"/(a;)dx  +  ...+e'^"  Je  '^'f{x)dx. 


F'(r.) 


On  doit  observer  que,  dans  le  secoad  membre  de  Téquatiou  (119)  «  chaque  intégrale» 
étant  indéfinie  ,  comprend  une  constante  arbitraire.  Donc  la  valeur  de  y  »  fournie  par 
cette  équation»  renfermera  n  constantes  arbitraires»  et  représentera»  aussi  bien  que 
l'équation  (;ii4)«  l'intégrale  générale  de  la  formule  (10). 

Si  plusieurs  des  racines    r.  »  r^t^'^rn    devenaient  égales  eotr^elles»  si  Ton  arait , 
par  exemple  ». 


(lao) 


rt  =  r,  =  • ..  r=  r^  :=  p  , 


alors  il  faudrait»  dans  le  second  membre  de  la  formule  (ii5)  »  substituer  à  ta  somme 
des    m    premiers  termes  le  résidu  de  la  fonction 


(m) 


(r.,)F(*) 


relatif  k  la  valeur    f    de  la  yariable    *,    ou ,  ce  qui  revient  aa  même  «  le  coefficienl 
de    —    dans  le  développement  du  rapport 

I 

1 


(lîi«) 


(r^p -i)F(p+«) 


en  une  série  ordonnée  suirant  des  puissances  ascendantes  de     1.     Gomme  on  aurait 
d'ailleurs  ' 


nv  — c 


TT^-TT-^-Tw^""^  (1-p)—  +'f;f"^*** 


et  par  suite»  en  faisant  pour  abrégea  =sg  » 


"V 


(  «88) 

1         —  _£    '     1     _u  JE.      '        ,  E      I 

(.•-p-.)F.(p  +  «)   ~  .~    r-p    "^  •"  .»    (r-p)»-    "*■    .      (r-p)«    +  "<^- • 

il  est  clair  qac  le  coefficient  de    —  ,     dans  le  déTeloppcment  du  rapport  (las) ,  serait 
ce  quo  devient  le  polynôme 

« 

(i20)     = — ; T-' r**'H :; : : +E 


i.a.5...(m-i)      rf««-»      r^^  ^      \    dt      (r-p)'"-*       "^       (»'-p)'"  ' 

quand  on  pose,  après  les  différenciations  t  =  o.  Il  en  résulte  qu'on  dsTrait,  dans 
rhypolhèse  admise,  modifier  le  second  membre  do  la  formule  (ii6) ,  en  y  remplaçant 
In  somme  des    m    premiers  termes  par  l'expression 

r,o/A  i  d-^--E     f{m)  X     dE  1  i_ 

^     ^^       i.a.3...(m-i)     £/«— »     'F^"^*"*^i     d%      (/)-p)—  ."^       (D-p)'"  ' 

ou  plutôt  par  la  suivante 

(125)      ^'"-'j:7+^— '  (o.p).  +-+^^'-(F:^p^ +^«  (p-p)-»  ' 

dans  laquelle 

désignent  les  valeurs  des  coefficients 


l 
1 

'^  F(p+0  • 
dit 

«"' 

I            F(p  +  .)                 -     .1                         F(p+.) 

F(P  +  0  ' 

i.a          é/i»         ""    i.a.3...(m-i)          rfe"'-'       " 

(127) 

correspondante»  à  une  voleur  nulle  de    •.     De  plus ,  comme  la  notation 

«erl  àreprésentet  l'intégrale  générale  de  l'équation 

{D  —  r)y  =  f{x) . 
c'e«t-îi-dirc,  le  produit  • 

(lag)  e"ff...fe-"/(x)dx% 

on  peut  évidemment  à  Texpression  (isS)  substituer  la  suivante 


(  '«9  }. 
(i3o)    t^''[B^^.ft'^''f{x)da^^B„..l^^ 

Les  diverses  formules  que  l'on  vleat  d'obteair  s*accordent  ovec  celles  que  nous  avons 
établies  dans  les  Leçons  données  à  FËcole  Royale  Polytechnique  »  ainsi  qu'arec  la  for- 
mule (i4)  de  la  page  8o4  du  i.**  Tolume  des  Exercices. 

Considérons  maintenant  Téquation  (5 1  )  do  laquelle  on  tire 

11  suit  du  théorème  précédemment  démontré  que,  si  les  racines  r, ,  r^^  ...r^,  sont 
inégales ,  on  vérifiera  encore  Téquatiou  (5i) ,  en  prenant 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  • 


•-I  -?  .  ?-i 


Il  est  bon  d'observer  que»  dans  le  second  membre  de  Téquation  (i33) ,  chaque  intégrale> 
étant  indéfinie  »  comprend  une  fonction  périodique.  Donc  la  valeur  de  y  fournie  par 
cette  équation  »  renfermera  n  fonctions  périodiques ,  et  représentera ,  aussi  bien  que 
la  formule  (i3i)  «  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

Si  les  racines  r,  »  r, ,  •••  r»  devenaient  égales»  p  désignant  la  valeur  de  chacune 
d'elles  t  il  faudrait ,  dans  l'éqaatioB  (i3s)  ou  (i33) ,  substituer  à  la  somme  des  m  pre- 
miers termes  l'une  des  deux  expressions 

r.VI  B        -^^'^  MB       JM-M        I    n       /(^)        I  B     -^^'^ 


■r-n 


(i35)  (i+p)^"    lil«-,î(i+p)"V(*)+il— .ïï(«+p)  */(*)+"+*«2ï"2(>+P)  '/{*) 

« 

Considérons  enfin  l'équation  (83).  Si  l'on  pose  dans  cette  équation 

(i56)  /(a5,j)  =  I>,— f(aj,j^), 

ou ,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  fait, 

(.57)  £(*.:r)=-0!^  =  //.//(»,7)''r-.. 

IL'  ANNÉE.  S& 


C  *9o  ) 
elle  donnera 

D  "•"'  ^     7)  »— » 

^"'^^         '-^     Dr"F(^)    ^^""'^"^  "^    «o{^.-r.D>)(l).-r,Z),)...(l>,-r„Z),)    ^^^'^^  ' 

et  comme  y  ûd  supposant  d'abord  les  racbcs     r. ,  r.,...  r,^    inégales  ^  on  aura  identi- 
quement 

Dr"-' 

a^{D^  -  r,  D ,  )  (Dx  -  r.  D ,) . . .  (Z>x  -  r„ D^)   ~ 


on  tirera  de  Ti^quation  (i«^8)  et  du  théorème  précédemment  démontré 

(,39)     8=:—! [Ml_,_± n^,y)    4....+—! l(î!Z>_. 

De  plus  ^  comme  la  nolation 

sert  è  représenter  l'inlégrale  générale  de  l'équation 

c'est-à-dire ,.  un  produit  de  la  forme 

(141)  /    f[9,jr  +  r{x'—ê)]ds'^ff{j+rx), 

la  lettre    7    désignant  une  fonction  arbitraire  ;  il  est  clair  que  la  formule  (  1  «^9)  pourra 
s'écrire  ainsi  qu'il  suit 

{«4«)  *  =  r^\fj[s,y  +  r,{x 


TTTjjy*^  f [*,J^  4- '•-(oî  —  *)]d«  +  (p«^^ 


Cette  dernière  valeur  de    t  »     renfermant    n    fonctions  arbitraires ,  représentera ,  aussi 
bien  que  la  formule  (  1 38)  »  Tintégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

Il  est  important  d'observer  que ,  dans  l'équation  (i4>)  »  on  peut  attribuer  à  la  fonction 


^  .(  i9>  ) 
{{Xpy)    Tune  quelconque  des  valeurs  propres  à  yérifier  la  foramle  (i36)  ou  (iSj),  et 
supposer  »  par  exemple  » 

(.45)      H..jr)  =fX->^fA^,or)  ér-'  =/'  T^^  /(-.O  rf^. 

Dans  ie  cas  particulier  ob  la*  fonction    f{o^py)     s'évanouit,  réqualion  (i43)  donne 
pareillement    f{x,y)  =  o  ,     et  la  valeur  de    z    se  réduit  à 

(  »  44)  «  =  ?»  (:r  +  '•t  «) + î>(r  +  ''a  «)  +  •  ••  +  ?«(  J +rnx). 

^Si  les  racines  r^,  r. ,  ...  r»  devenaient  égales  »  p  désignant  la  valeur  de  chacune 
d'elles,  il  faudrait,  dans  le  premier  membre  de  Téquation  J^iSg) ,  substituer  à  la  somme 
des    m    premiers  termes  le  polynôme 

^'^'^       ^-'T::r^^"--  {D.^pDry  ^--^^^  (Dx-pd.)-  ' 

Or  il  est  facile  de  calculer  ce  polynôme ,  quand  on  regarde  comme  connues  les  expres- 
sions de  la  forme 

(«46)  J^'tK     • 

D'ailleurs  Texpression  (i46)  n'est  aalre  chose  que  l'inlégrale  géoérale  de  l'équation 

(>47)  {D.-r-rD^yz^fix.y), 

et  cette  intégrale,  que  fournit  la  première  des  deux  méthodes  ci-dessus  indiquées,  peut 
i*écrire  ainsi  qu'il  suit 

m 

+  a?"-»f  ,(jr  4-  rx)  +«"-»?.(/  +  rai)  +  ...  +  «?n-i(y -|-ra?)  +  ff„{jr  -J-  rx) . 

Donc  le  polynôme ,  qui  doit  être  substitué  à  la  somme  des  m  premiers  .termes ,  dans  le 
second  membre  de  l'équation  (i^g) ,  lorsque  la  condition  (lao)  se  trouve  remplie ,  c'est- 
à-dire,  le  polynôme  (i45)  »  ^^^  équivalent  à  l'expression 

I  ^  %  •/  »^     »  ay 


(i49J  (    I  ,  o  r    (^-^r--'     i/"'-'f(^,7-^p^-M)  . 

j      ^ "'^^V,.    i.a.3...(m.,)  55^;^^=1 ^' 

La  formule  (83)  n'est  pas  la  seule  équation  linéaire  aux  diffiérences  partielles  qui  s'in- 


(  «90 
lègre  à  l'aide  des  mélliodcs  exposées  dans  ce  paragraplie;  et  1*00  pourrait  appliquer  ces 
uiélliodes  à  Tintégration  de  beaucoup  d'autres  équations  du  même  genre.  Considérons , 
par  exemple  »  réquartion  aux  différences  partielles 

(•50)  «^i;4--*«-*'-^MF+*V""*r^'^*^"*"'=^-^^'^^' 


ou 


Cojnme  on  aura  identiquement 

il  est  clair  que ,  pour  obtenir  l'inlégrale  générale  de  Téquation  (i5o) ,  il  sdfira  d'intégrer 
successivement  les  quatre  équations  du  premier  ordre 

{aDs  +  bDj^i)zi  =  f{x,y), 

{aDj,  +  bDj—  i)  z,  =  Sa  , 

(i5a)  ; 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  les  quatre  équations 

dx  dy 

dZx  dz, 

dx  dy 


dz        ,    dz 


a 


—  b^ z 


<r 


dx  dy 

Or  l'intégration  d'uiie  équation  du  premier  ordre  peut  toujours  être  effectuée  par  le« 
méthodes  connues ,  sans  aucune  difficulté. 

Je  montrerai ,  dans  un  autre  article  »  les  avantages  que  présente  l'emploi  des  notatîoni 

?(«)/(»)  ,  ?(ajp>7--)/(«>y»*»'*0? 

quand  on  se  propose  d'intégrer  des  équations  linéaires  aux  différences  finies  ou  infioi- 
ment  petites ,  mêlées  ou  non  mêlées ,  et  h  coefficients  constants. 


ADDraON  A  L'ARTICLE  PRÉCÉDENT 


On  a  TU,  daQ8  Tarticle  précédent  qu'il  était  facile  d'intégrer  les  formules  (lo) ,  (5i) , 
(83)  et  (gg)  du  §  4  «  quand  on  e^raiiisêaSt  les  intégrale^  générales  des  quatre  équations 
du  premier  ordre 


(0 


(«) 


(5) 


(4) 


â--^=^(*)' 


oa        (D  —  r)  jr  =  /(») , 


A j  —  rjr  =  /(«)  ,        ou         (A  —  r)y  ==  f{x) , 
—  —  r  — =  /(a5,jr)/  ou       (A,  — rA,)«  =  /(x,7), 
Ax«  —  r  A,«  =  /(«,  j) ,     ou     (A,  —  r  A,)  «  =  f{x,y). 


Nous  allons  montrer  ici  le  parti  qu'ion  peut  titef  des  caraeléristiques  Z)  et  a  pour 
int^er  ces  qjuatre  équations ,  dont  les  trois  premières  ont  été  sourent  traitées  par  les 
géomètres. 

Considérons  d*abord  Téquation  (i)«  Si  Ton  y  suppose    f{x)  =  o  ,    elle  donnera 


et  par  suite 

(5) 


dy 

-^  ^=:rdx ,      l{j)  =  r»  +  const., 


y  =  ec^\ 


Q    désignant  une  constante  arbitraire.  >Mais,  si  la  fonction    J'(fc)  -  cesse  d*étre  nulle  » 

alors ,  pour  4{ue  la  fonnule  (5)  continue  4e  Xo«mir  rintégrale  ehercbée,  il  ûniéra  néces- 
sairement 7  remplacer  la  coiManta    Q    par  une  fonctioa    9    de  k  rariable    m .     Po« 

sons ,  en  conséquence ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit  » 


(6) 


y  =:$''' z. 


En  substiluant  la  valeur  précédeote  de   j    dans  l'équation  (i)^  et  ayant  égard  à  la  pre- 
I  mière  des  formules  (lej  d^a  la  page  162 ,  on  trouvera 

IL*  ANuftE.  a6 


(  «94  ) 
et  par  suite 

Donc  la  valeur  cherchée  -de    y    sera  celle  que  présente  la  formule  (8)  de  la  page  1 70  , 
savoir 

(8)  y  =  s"   r  «-'•'/(«)  <^«- 

II  est  bon  d'observer  qu'on  peut  intégrer  de  la  même  manière  l'équation  linéaire 

(9)  (l>-rry  =  /(a:). 

En  effet ,  si  Ton  substitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  y  tirée  de  la  formule  (6) , 
el  si  Ton  a  toujours  égard  à  la  première  des  formules  (is)  de  la  page  16a ,  on  trouvera 

(D  _  r)"  [•'•'«] = •'■'D"«  =  /(«) ,  D"«  =  '""'A»)  r 

et  par  suite 

(n)  y^ê"-'  Çf...Ce-''*f{x)dx^ . 

On  pourrait  encore  parvenir  aux  équations  (8)  et  (1 1)  à  Taidedes  remarques  suivante»^ 

Si,  dans  la  formule  déjà  citée  de  la  page  16s ,  on  remplace  la  fonction    /(2c)    par 
le  produit^  «"""'/C®)»    ®û  en  conclura 

(la)  F(D)[/(a;)]=s-F(D+r)[.— /(^)] . 

De  plus,  il  est  aisé  de  s'assurer  que  l'équation  (la)  subsiste  dans  le  cas  oii  la  fonction 
F(D)  cesse  d'être  entière ,  et  devient  fractionnaire.  En  partant  de  ce  principe ,  on  ti- 
rera immédiatement  de  la  formule  (1) ,  amsi  que  l'a  observé  M»  Brisson, 

et  de  la  formule  (9) 


r 


(  «95  ) 
Cooiidéroiis  maioteDani  réqaation  (s).  Si  Ton  y  suppose  d'abord    f{x)  =  o ,    on  en 
tirera»  en  désignant  par    A    la  différence  finie  de    x,    et  par    ${x)    la  ralenr  gêné- 

raie  de    y^ 

\  ^(«  +  A)-/(a)  =  r/(«). 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

${x  +  A)  =  (i  +  r) /(«)  ,  et  par  suite 

^(«4-«A>i=(»+»')/(«+i^). 

i{m  +  «A)  =  (i  4.  r)  /[«  +  («  —  i)k\i 

pnis ,  en  combinant  ce>  dernières  fomuiles  par  vole  de  moldpUcatioa ,  on  troavera       j 
(i5)  ^(»  +  nA)  =  (i+r)-^(«). 


Si,  daos-l'éqnaUon  .(i5),  on  attribue  à    x    une  ?a)eQr  particoUère    «r.  >    die  donnera 
(»6)  .   /(«.+ «A)  ==(»+»•)•/(•.)• 


Enfin ,  si  Ton  pose  dans  l'équation  (16)    a?o  =  0  ,  n  A  =  « ,    on  en  conclura 

(T)  ^(*)  =  («+'-)'M. 

Par  conséquent /lorsque    a:    sera  un  multiple  de    A  ,    la  valeur  de   y    propre  à  vé- 
rifier Téquation 

(18)  Ay  — rjrsso 

sera  de  la  forme 

(«9)  .  J'  =  (i+'-)*^. 

Q    désignant  la  valeur  constante  de    y    qui  correspond  à    se  =  o. 

Concevons  à  présent  que  la  variable  œ,  et  la  fonction  f{x)  comprise  dans  le 
second  membre  de  Téqualion  (a) ,  reprennent  des  valeurs  quelconques.  Alors ,  pour  que 
la  formule  (  1  g)  fournisse  encore  Fîntégrale  de  cette  équation ,  il  faudra  que  la  constante 
C     soit  remplacée  par  une  fonction   '  z    de  la  vaHable    x  •     Posons  en  conséquence 


(^0)  j<c:(i-f  r)*«. 


^ 


C  »96  ) 
£a  «ubsUtoantUva^. précédente  d^  j    dao4  relation  <«),  on  trouTer» 

(a.)  (A-ra[(l4-'-)*«]=/(«). 

D'ailleurs ,  si  Ton  écrit    à  —  r    au  lieu  de    F(A) ,    et    '     .    ^     an  lieu  de    r ,     dans 

n 

la  seconde  des  formales  (is)  de  la  page  iGa^»  on  en  .tirera 

M  (4-r)[{l+r)iJ=s(i+r)?"*"*À«. 

DoncJ'éqaalioD  («l>.doi»w«t  , 

et  par  suite 

^  m 

la  valeur  de  l'intégrale  aux  différeacQt  finiea  compMivtBt  une  fonction  périodique.  Donc 
la  valeur  de  y,  *  propre  à  f  érifier  Téquation  {%),  sera  celle  que  présente  la  formule  (55) 
de  la  page  1 76 ,  savoir 


.1 


«r 

r— I 


(a4)  7=(«+r)*       ï(i+r)    »/(»)• 

Il  est  bon  d'observer  qu'on  pounrait  inté^r  de  la  même  manière,  l'équation  linéaire 
(a5)  (A -r)V  =  /(»). 

En  effet ,  si  Ton  substitue  dans  cette  équation  la  valeur  de    y    tirée  de  la  formule  (se), 
et  si  Ton  a  toujours  égard  à  la  seconde  des  formules  (la)  de  la  page  162 ,  on  trouvera 

(A-r)''[(i  +  r)ïJ=(i+r)ï  +  V.»/(«), 

m 

et  par  suite 

(a6)  «  =  (i+r)''"ïî...ï(i+r)"*  »/(•)» 


m 


(a?)  y«(»+'-)*    "SÏM-ïCi+r)     */(*) 


\ 


(  «97) 

On  pourrait  encore  parvenir  aux  équations  (a4)  et  (27)  à  Taide  des  remarques  suivantes. 

I 

Si,  dans  la  formule  déjà  citée  de  la  page  16s ,  on  remplace    r    par      ^*    ^'  ,   et  là 

m 

fonction    /(a;)    par  le^roduit    (i+r)    ^/{aà),    on  en  conclura 


(18) 


F(A) [/(»)]  =  (1  +r)»F[(i  4-0 (I +A)  -  i][(i -t-r)  i/C*)]- 


^ 


De  plus ,  il  est  aisé  de  s'assurer  que  Téquailon  (t8)  subsbte  dans  le  cas  où  la  fonction 
F(A)  cesse  d'être  entière  «  et  devient  fractionnaire.  En  partant  de  ce  principe ,  on  tirera 
immédiatement  dé^  la  formule  (a) 

(,9)       j.=2^^(,+r)^  ^"(,Ïy"^  =(.+r)^'.(.+r)-V(«), 
et  de  la  formule  (aS) 

m 


(5o) 


Passona  mainteiunit  à  i'éqnalion  (3) ,  et  toit 


(30 


*  =  ^{»»j) 


une  quelconque  des  valeurf  de  t  propres  k  vérifier  celle  équatian*  Si  l'on  conçoit  que 
la  variable  j  devienne  elle-mfime  fonction  de  la  variable  ta ,  et  si  l'on  désigne  par 
ç    la  valeur  que  prend  alors  la  variable    s;    on  aura ,  en  considérant    y    comme  une 

fonction  de    x ,    et  faisant    '■—  ^^y'. 


(3a) 

et  pAr  suite 

(35) 


Ç  =  /(fl'»7)==«» 


rfç ^*  _i     /  ^^ 

dm^^  dw       ^    dy 


D'ailleurs»  pour  faire  coïncider  le  second  membre  de  la  formule  (35)  avec  le  premier 
membre  de  Téquation  (3) ,  ni  suffira  de  supposer 


(34) 

ou ,  ce  qui  Mvient  au  même  p 


J^.  =  — r 


(fgg) 
(35)  7  =  ©  — ras, 

I 

Q    désignant  une  constante  arbitraire.  Alors  la  formule  (35)  se  trouvera  réduite  k 

rfÇ di  dz 

^     '  dof        d9  dj  * 

et  pourra  s'écrire  comme  il  suit 

(57)  D,;=(£),  — r/),)«. 

Ajoutons  que»  dans  la  même  hypothèse,  on  tirera  de  l'équation  (5) 

(58)  (Dx  — rjD,)»  =  /(x,.G  — f»)- 
On  aura  donc  définitivement 

(Sg)  Z),ç  =  /(»,e  — ^«)- 

Or  rintégrale  générale  de  cette  dernière  équation  est 

(4o)  ç  =  J'/(a5,  G  —  rx)  dx  =  J"  V(i»  G  —  *•*)  ds  +  G. . 

Xo  désignant  une  valeur  particulière  de  ce»  et  Gi  une  nouvelle  constante  arbi- 
traire qui  pourra  dépendre  de  la  première  d'une  manière  quelconque*  Donc ,  si  Ton  re- 
présente par  f  (G)  une  fonction  arbitraire  de  G  >  la  valeur  la  plus  générale  de  ç, 
exprimée  en  fonction  de    x    et  de    Q»    sera  de. la  forme 

(4i)  C=/V(^G  — ")rf'  +  ?(G)- 

Il  importe  d'observer  qu'on  ne  diminuera  pas  la  généralité  de  cette  valeur  de  ç  »  eo 
réduisant  à  zéro  la  premiers  limite  de  l'intégration  relative  à  «,  c'est -à -dire  la 
quantité    x^» 

En  résumé  »  toute  valeur  de    z ,    propre  à  vérifier  l'équation  (5) ,  prendra  la  forme 

(4«)  ^        z=J  f{x,Q  —  rx)dx, 

ou  la  forme  équivalente 

(45)  *  = /V(».G  — «)rf*  +  ?(G).  » 


(  '99  ) 
quand  on  supposera    m    et    y    Uét  entre  eux  par  l'iqoaUon  (S&] ,  ou  ce  qui  revient  au 
mime,  parla  sDiraole 

(44)  ^  e=^y+rx. 

Donc  alors  cette  valeur  de  s  ne  différera  pas  de  celle  que  foumit  une  équation  de 
la  forme 

{45}  t^f*/{9.jr  +  rx  —  r$)dt  +  ^[jr  +  rx). 

Cette  concluiioD  devant  subsuter,  queUes  que  soient  le*  valeurs  de  x  el  de  Q,  par 
conséquent,  quelle*  que  soient  les  valeurs  de  te  et  de  y,  l'équation  (45)  sera  évi- 
demment l'intégrale  générale  de  l'équation  (5). 

Si,  dans  les  calculs  qui  précèdent,  on  échangeait  l'une  contre  l'autre  tes  variables  x 
et  y,  on  reconnaîtrait ,  i.*  que,  dans  le  cas  ob  ces  variables  sont  liées  entre  elles 
par  l'équation  (44)  >  l'une  quelconque  des  valeur*  de  z  tirées  de  l'équation  (3)  se  pré- 
sente souB  la  forme 

«6)  ,^-±f/[-^,fjd:r. 

on  loui  la  forme  équivalente 

«;)  '=-T/,y(-r-'')'''+'<e'- 

a.*  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (S)  peut  s'écrire  comme  il  (uit 

(48)  ,  =  --iJ^y(«'  +  f-7)rf'  +  T(j'  +  ''«). 

Ajoutons  qu'ordinairement  la  fonction  r  changera  de  valeur  dan*  le  passage  de  l'é- 
quaUon  (4^}  ^  l'équation  (4S). 

La  méthode  que  nous  avons  employée  ponr  int^rer  l'équation  (3)  s'appliquerait  en- 
core très^cilement  h  l'intégration  de  l'équation  linéaire 

(49)  {I>.-rJO,)-z~f(x,y). 

■  Admettons  en  effet  que  l'inconDue  t  doive  vérifier  l'équation  (49).  Si  l'on  nomma 
toujours  C  la  fonction  de  x  k  laquelle  s  se  réduit,  quand  les  variables  x  d  y 
■ont  liées  entre  elle*  par  la  formule  (44)  t  on  IroaTeray  comme  ci-dessus ,  en  supposant 


(■300   ) 

(3«)  Ç  =  s, 

« 

(37)  D,Ç=r(0.  — r/),)5. 

Gela  posé ,  concevons  que ,  dans  les  polynonoies 

d^z  d^z       ,         d*z         ,^  ^  , 

rf4P»  rfa?rfj  ^       dy*       /  ^' 

rfiç5  dw^dy  ^^  dxdy*  dy^         ^  ^'      ' 

V 

qui  représentent  généralement  des  fonctions  de  x  et  de  j^  on  continue  de  regarder 
y  comme  équivalent  à  Q  «^  ra;.  On  tirera  évidemment  de  Téquation  (37),  dififéren- 
ciée    n  — - 1     fois  par  rapport  à    x , 

(5o)  Dj'^^{,D>  —  rD,Y^, 

puis  Foa  conclara  de  cette  dernière ,  combinée  avec  l'équation  (49)  • 

(5i)  '  2>«"i:^/(a,G— *•*). 

Or  l'intégrale  générale  deTéqHAtioa  (Si)  aerft 

(5«)  K^ff...ff{x,Q  —  rx)dx', 

t 

ou  «  ce  qui  revient  au  même , 

(55)  Ç  =  ~ 

-'Jf{x,0-r»)dx-^^x'''''rxf{x,B-rx)dx+..±Jx'~'/{œ,C-rx)dx 

i.a.3...(n->^ 

\ 

et ,  si  Ton  met  en  évidence  les  constantes  arbitraires  introduites  par  rintégration ,  elle 
prendra  la  forme 


x" 


(54) 


^  i.!».3...(n-i)    "'  ^        , 


)  . 
\ 


\ 


*l 


(  201) 

Ce»  constantes  pouvant  d^aîlleurs  cire  des  fondions  quelconcjues  de     G  .     la  valeur  pré- 
cédente de    ç    pourra  s'écrire  comme  il  ^\\\i 


(55) 


En  résumé,  toute  valeur  de     s  ,     propre  h  vérifier  l'cqualion  (49)  »  prendra  la  forme 


j.  *  .  •••"  ' 


ou  la  forme  équivalente 


»  .  » 


(57) 


rjf'i  '.  ;  .     f 


/^  ne     ' 

^"-'?.<C)+a!"-«t,(G)+.,+a?„-.CS)+?,(£)+    /      ■^''^Z'^t^J,"^  ^^. 

quand  on  supposera    x  et  ^    liés  entre  eux  par  l'équation  (44)*  Donc  alors  cette  valeur 
de    z     ne  différera  pas  de  celle  qne  fournit J'équation 

>^  ce      '    i     ' 


\   -    .*  '  /. 


Cette  conclasion  deviont  isubsister  f uf  Iles  qiJ§  saienUes  val^i^s  de  x  .et  de  G  9  par 
conséquent  »  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  de  j  »  l'équation  (58)  sera  évi- 
demment l'intégrale  générale  de  Téquation  (49)* 

Considérons  enfin  Ti^uation  (4).  Si  Ton  désigne  par»  ^Ate=î:*A,  Ajr  =  A:,     tes  diffé- 
rences finies  des  variables  indépendantes    a; ,  y  ,     et  par    ^{x^y)     la  valeur  générale 

de  la  variable  principale     z ,     cette  équation  pourra  s  écrire  comme  il  suit 
(59)  ^{as  +  k,y)-^r^{x.y  +  k)'-{i-'r)g{x,y)=f{x,jr),     . 


>      I        t 


r 


et  r^  en  conclura  succQssivememt  ,  . 

II.*  Avviz,  *7 


^ 


(   208    )  •    ' 

g{x  +  ^h,y)  =  r  <r(œ  +  A.jr  +  A)  +  ( ,  -  r)  0{x  +  k,y)  ^  f{x  -f  A.j-) 
^  .  '  '>frf{x.y^k)>\.{i-^r)f{x,y) 


►§••••■  '      .  • 


Soit  maintenant    n    un  nombre  entf^r  quelconque.  Pour  obtenir  la  valeur  générale  de 
^\x  4-  nh^j)    exprimée  à  Taide  des  quanlitéa 

on  commencera  par  observer  qu'on  a  identiquement 

(61)  ^(«  +  «A.7)=(»+A-)"^(«.7)  =  (i+M-*. 

I 

De  plus  y  le  rapport 


I     '  ■     I'   s:=  "I  iiii      ■■Ml)  '  ■         j' Il 


étant  une  fonction  entière  de    a^  et  A ,  •    on  tirera  de  réqualton  (4) 

-h 


B  «  « 


(6a)  [(,  +  A,)--_(,  +  rA^)-],= 

r 

et  par  suite 

(63)  /(^.4* nJh.y\r^  (1^ A^)>T=,;(i  -h r A^^ <r(p* Jf> . 

■;  '  •     •  • 

+[(>+A,)»—  +(i+M"~*(«+''4/)+"  +(«+A,)  (i4-rA,)«-»+(i-frA.r)— ]/(*,/). 

•■'     ..  i'   «         . 

ou  »  ce  qui  revient  au  même , 


V.    ', 


(«4)  ê{x-^nh,y)^{i+r^,Yg{0i,y) 

+/[4;+(n-i)A,;r]+(i+rA,)/[«+Cft-»)A,y]+M+(i+rA,)"-»/(«+A,/)+(»  +  '^*/)*"'/(^y)' 


(    905    1  .  ' 

».  î  ,.      * 

Cooioie  d^ailleurs  on  aura  évidemméot^.poar  ùÀo  tàfelif  entière  de  '  ty^/     et^bur  une 

valeur  quelconque  dé  '/(a?,j) . 


(65) 


(1  +rA^)-/(aJ,7)  =  [ir(i  +A^)  +  I  —  r]-/(«.jr)] 


f-(i+à^)'"+— r"— (i-r)(i+A,)*—' +...  +  — ••(i-*')'"-»(i+a,)  +  (i-r) 


/(«.r) 


il  est  clair  que  la  formule  (64)  donoera 


(66) 


g{pii  +  hh,y)s= 


f'0{»jy-t-nle)  +  —  r'-'^i  -r)g[x,y+(n-ï)k]+ +  {i'r)''g(^,y) 


n-i 


+r'-'fix,y+{n.\)k-]+ r»-»(i-r)/[a!,j+(»-«)A]  + +  (• -»-)"-'/(a.y) 

• 


n-» 


*î*  exv«  •  •  9 
+r/[(8+(«-ï)A,y+A]+(i-r)/[a!+(n-a)A,j'] 
+/[a>+(n-i)A,jr]. 

Cela  posé ,  si  Ton  désigne  par    a?»    nne  yalenr  particuliëre  de  la  variable    x  ,    et  par 

i'(j')=^(«».j') 

•  •  \     .        ■ 

la  valeur  correspondante  de    ^{x,y) ,    on  trouvera 

(67)     •                                              ^(aftH-nA;7)»i=          i'. 
"■"T(y+n*)+~-r»— (i-r)f[y+(ii-ifA]* +  (l-r)*T(y) 


1         *      • 


n-i 


+r"--*/£iïoyy+in-i)4^]+— -'^-•(i^r)/[«o,7+(n^a)*]+....-.'«-(ï-^')''-V(*o,y^ 


»: 


I     < 


•     » 


■»-r->/t«o+A,j+(ii-a)A]+^r->(i-r)/[«,+A,yt(«-3)*]+..  +  (l-r)«-»/(«.+A,r)' 
+  etc..», 

+/[»o+(n.i)A,j^].       . 


*  »  » 


^ 


(    204    ) 

Cette  derrière  éqaatipa  coïncide  av^cl),  formule 


que  Ton  déduit  do  l'équakiou  (64)  eo  posant    a;  =±  a;« . 

La  formule  (67)  ou  (68)  suffit  pour  déterminer  la  valeur  de  l'inconnue    z  =  0{x,j) 

correspondante  h     sb  =  iCo  -^^nh ,     quand  on  considère  comme  donnée  la  valeur     ?(^) 

de    s  9     correspondante  à    sd  =  Xo  • 

'I' 

I      *       •      *        • 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  a    f{x,j)  =0  »     la  formule  (4)  se  réduit  à 
(69)  ^xt  =  ràJi, 

et  l'on  tire  de  Féquation  (68) ,  en  posant    Xo  =  o«a;  =  na, 

...  f         ■■ 

(70)  «=^(«>j')=(«4"'-Aj^)*tO')-'. 


.  > 


Si  l'on  transforme  la  valeur  précédente  de     2 ,     è  l'aide  des  notations  et  des  principes 
ci-dessus  établis  [pages  162  et  suiv.]  »  on  trouvera 

(7.)  *  =  t«+r(«*P^-'^-i)]'?G)» 


•         <\ 


la  lettre  caractéristique    p    élftfil, /relative  à  la  variable    y. .  En  d'auiijçi;  ternies  on  aora 


00      _  00 


^     "  OÙ%/     -CD  .        1        M  '«•  .         iS 


• 

Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  valeur  de  z,4  :  donnée  par  la  formule  (71)  ou  (79) , 
vérifie  l'équation  (69) ,  non-seulem«nt>  quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  <f  {j) ,  dans 
le  cas  où  la  variable  x  devient  un  multiple.de  Av  mais  açssi  quelle  que  soit  lava- 
leur  attribuée  if  cette  dernière  variable.  On  peut  même,  pour  plus  de  généralité»  substi- 
tuer à  tf{j)  une)foncLion  ^(as^)  >  des  deux  variables  Xp  ^^ .  qui  ^  étani périodique 
relativement  à  la  variable    x,    et  propre  è  vérifier  la  conaition 


!•-.»• 


(73)  .  A^»(«,7)  =  o, 

renfermerait  d'une  manière  queletiri|Me-ié-HrAriètble- 1  y.  A-tAdo^  wi  iieu  de  la  formule 
(71) ,  on  obtient  la  suivante  .  .\  ',    .... 


(  aoô  ) 


(74) 


=  [.+r(«*P^-"-.)]î-(<r,^). 


Ajoutons  que  les  valeurs  de    z,     déterminées  par  Ie$  formules  (72)  et  (74)9  peuvent 
Tune  et  Tnatre  se  déduire  de  la  valeur  plus  générale 


(75) 


*    7 


,  =  5(P[i+r(/>-i)]'/>M. 


dans  laquelle  le  signe    S    indique  une  somme  composée  de  termes  finis  ou  infiniment- 
pelits,  semblables  au  produit 


(76) 


»      7 


P[i  +  r{p^i)rp', 


la  lettre  p  une  quantité  réelle  ou  une  expression  imaginaire  qui  varie  d'un  terme  à 
l'autre ,  et  la  lettre  P  une  fonction  des  trois  variables  p»  x,  y,  qui  soit  périodique 
relativement  aux  deux  dernières,  c'est-à-dire,  propre  à  vérifier  les  deux  conditions 


{77) 


A*P  =  0, 


ArP=0. 


La  valeur  de  z  ,  donnée  par  la  formule  (75)  »  vérifie  évidemment  Téquation  (69) ,  et 
il  est  naturel  de  penser  qu'elle  offre  Hnlégrale  générale  de  celle  même  équation.  Mais  il 
serait  peut  être  difficile  de  le  démontrer  rigoureusement. 

Revenons  à  la  formule  (68)*  Si  l'on  y  pose     y  (j)  =  o  ,     Xo  =  o  ei  nh  =  x  ,    elle 
donnera 


N 


ou ,  ce  qui  revient  du  même , 

■  lit 


(79)  » 


=/[(»- 0A.^]+[»+»-(«*^*'"'- ')]/[(«-»)  ^7]+.'+['+''(«'-0]''"'/(o»JP) 


l-'. 


/•  '  h*  r  AP%/rr      n-i    ,       \ 


ô 


P(y-fA)/"   dpdit 


air 


X 

D'ailleurs,  sU'o^i  désjgne  par.b  notatîoA     lf{x)    l'intégrale  aux  différences  finies  de 


o         — 


f{x) ,    prise  à  partir  de    œ  =  0  ,    oi)  trouvera 


_•  > 


V 


(  ao6') 

.  (80)      /[(«-iJA,p]-(-t>+'-(«**  ''■'->)]/[("-«)*»ftl+-+[»+'-(«*     "-03'*"/(o,m) 


J 


=  t,+.(.'P>'^_„l-|/(o.rt  +  — ^e-l 


i+r(«  "^      -I) 


+  ...+ 


/[(n-OA,ri 


[.+r(/P^-".0]"" 


=  [i  +  r(e  "^      — »)]         2[l+»"(e      .    —  »)]      /(*.f) 

X  0  '^ 


• 

En  conséquence  »  In  formule  (79)  pourra  être  réduite  à 


(8.) 


,  =  [,4-r(e*^^'-i)3'     '•[,+r(e*^^'-.)]     '/(«JT) 


../  *?^ 


• 


*K 


pCjrrrt/ 


1     O      P 
air  v' _.*/_,  - 


N    y 


Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  là  valeur  précédente  de  z  vérifie  Téquation.  (4)  >  non- 
seulement  dans  le  cas  oii  la  variable  x  est  un  multiple  de  h ,  mais  encore  »  quel 
que  soit  x .  Si  Ton  désigne  par  a  cette  même  valeur  de  :; ,  -  et  par  u  +  ^  l*în* 
tégrale  générale  de  réquation*(4)  »  on  aura  tout  à  la  fois 


(82) 

•et  par  suite 

(85) 


Ax  (tt  4-  r)  -  r  A.y  («  +  tO  =  /(^,7)- , 


\^ 


AarP  — rA*t?  :k0. 


Donc ,  pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (4)  *  il  êuflm  d'a^oaier  au  second 
membre  de  la  formule  (81)  la  valeur  la  plus  générale  de  t;  propre  à  vérifier  la  fonnole 
(83) ,  c'est-à-dire,  Tîntégraie  générale  de  l'équation  (69). 

11  est  bon  d'observer  que ,  si  à  la  valeur  de  z^  fournie  par  l'équation  (81) ,  on  ajoute 
le  second  membre  de  la  formule  (74)  »  la  somme  sera  une  nouvelle  valeur  de  z;  propre 
à  vérifier  l'équation  (4)  #  et  pourra  s'écrire  comtne  jl  soit 


(84) 


'    *  f 


l'intégrale  indiquée  par  le  signe    2    étant  indéfinie,  et    •'(a?,/)     étatat  une  Ibnction 


(  »<^  ) 

arbitraire^  distincte  do  celle  que  comprend  la  formule  (74)  »  mais  toujours  assujeilie  M 
la  condition  (yS).  Ajoutons  que  la  fonction  arbitraire  et  périodique  ^{x^jr)  peut  être 
censée  comprise  dans  l'intégrale  indéfinie,  ce  qui  permet  de  réduire  Téquatton  (84)  à  la 
forme 

(gS)  »  =  [i+r(/^^'-i)]*""ï[i+«'(e*^'^'-03"V(«J)- 

Dans  le  cas  partîcalier  où  l'on  a 

»  • 

on  peut  satisfaire  à  Téquation  (4)  par  une  valeur  de    z    de  la  forme 

•  •  • 


pourra  que  Ton  suppose 


on  9  ce  qni  reviebt  au  même 


Axy(*)— r(«»*— i).f(«)  =  P(a?), 


Par  CQiiié<i«ej|t  <ib  Tértfie  Inéquation 

(86)  A,s  — rA^s  =  «*yF(«) 

en  prenant  ' 

(87) 


r  — I 


«r=e*J^[i  +  r(«**— i)]*       2[i+r(«**— 0]     *F(aî). 


Or  cette  deaâtee  valw  de    z    eat  effiMDiivMMAl  Tune  de  oeUea  ^e  Vou  déduit  de 
l'équation  (85)  en  y  posant 

Afin  de  montrer  une  application  des  principes  que  nous  Tenons  d'établir ,  concevons 
qtfttf^flghto'd»»»#f€r  l'intégra  to  de  Péquatîon 


(88) 


Ax»  — rA,«  =  #«*■♦•  *r 


pour  une  valeur  de    x    nmlliple  de    A  ^    et  en  supposani  auUe  la  valeur  de    z    qui 
correspond  à    x  =  o.    Dans  ce  cas  «  on  tirera  de  Téquation  (81) 


(89) 


,  =  [i+r(e*P''"-t)]*~'ï[»+r(«*P*^--l)]"»#*'«** 


o 


i 


>v 


(  sp6  ) 


et  comme  on  a  d'ailleurs 


(90> 


««*-! 


'^» 


X 

1 
o 


on  trouvera  définitÏTement 


(90 


e«'-[ï  +  r(i**-i)]*       ^ 


Ay 


II  est,  au  reste  y  facile  de  s'assurer',  i.®  qu6  la  ?alcur  précédente  de  z  vérifie  Téqua- 
tion  (88) ,  lors  luéme  que  x  cesse  d'être  un  multiple  de  h ,  a.^  qu'elle  s'évanouit 
ayec    x. 

II  est  important  de  remarquer  qu'en  vertu  des  pruiclpes  établis  è  la  page  2  du  premier 
volume ,  les  notations  < 


(9-^) 


(i  +  r)S  (i+r)     S       .   [,+r(«^*^i)]V    •       etc.... 


et  autres  semblables ,  comprises  dans  les  formules  de  cet  article  et  de  l'article  précédent , 
doivent  être  abandonnées,  lorsque*  la  variable  x  cessant  d'être  un  multiple  de  h , 
les  quantités 

(gS)  i+^t         i+r(«**— i),         etc.,  , 


■   I 


deviennent  négatives.  Mais ,  pour  étendre  aux  cas  de  cette  espèce  les  formules  que  nous 
avons  obtenues  y  il  suffira  d'y  remplhder  les  expressions  (92)  par  les  produits 


*     .       *     r» 


S 


X  *      ^_. 


(94) 


{—i^rye'"^'^'\      (—1-0      ''è   /*^"',      [— i-.r(6*^—i)]*4i''*t'" 


1'         .xi 


toutes  les  fois  que  les  quantités  1  +  V%  1  -f*  **  (^^^  -!^  1^)  »  «te. •  ^>  deviendront. in£irieuk^ 
à  zéro»  Ainsi ,  par  exemple ,  sr  dans  l'équation  (2)  on  prend  r  =  -—  2  ,  comme  on 
en  conclura*  -,..--.  ^ 


•  '  1 


'  .  »  -1 


on  devra ,  dans  la  formule  (24)  qui  représente  l'intégrale  de  cette  équation ,  substituer 
aux  exponentielles  -    . 


les  deux  expressionjS  imaginaires 


X 


O  +  r) 


X 

"h 


(  «09  ) 


«(t— )v^"  ,~'ï^". 


Donc  rinlégrale  générale  de  l'équation 

(95)  Ay  +  ij'=/e») 

sera 


(96) 


=.'(t-0^"x,-'ï^V(«). 


Si  Ton  sappoae  00  particulier    /(«)=«",    réquation  (96)  te  trouvera  réduite  k 

(97)  V +»/  =  «"» 

et  son  intégrale  générale  deviendra 


(98) 


^.'(t-0^"j.(— T^^)*^_.^^",>-T^^)- 


ir» 


«  —1    - 


DoDC ,  si  ToD  tkii  pour  abréger 

(99) 
OQ  aora 


>ax 


(100)  J^=-7rï7r+*^®^' 

Dans  réqaation  (loo),  la  fonctioii  4»(x)»  déterminée  par  la  formule  (99)»  est  une 
fonction  périodique  quelconque  assujettie  k  changer  de  signe  j  en  conserrant,  au  signe 
près ,  la  mfime  Yaleur ,  quand  on  fait  croître  la  variable  x  de  Li  quantité  &•  Il  est 
facile  de  s'assurer  que ,  sous  cette  condition  »  la  faleur  précédente  de  j ,  vérifie  effec- 
tivement Téquation  (97). 

«M»   . 


IL*AHlliB«  aS 


r 

I 


SUR  LA  TRANSFORMATION  DES  FONCTIONS 


QUI  BBPRiSENtBNT 


LES  INTÉGRALES  GÉNÉRALES  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES. 


Nous  avons  fait  voir  précédemment  [pages  sS  et  suiv.]  comment  on  pouvait  intégrer 
des  équations  différentielles  linéaires  à  coefiicients  constants  et  quelquefois  même  k  coef- 
ficients variables ,  lorsque  Tinconnue  et  ses  dérivées  successives ,  d*un  ordre  inférieur  à 
celui  de  Téquation ,  étaient  assujetties  k  prendre  des  valeurs  données  pour  une  certaine 
valeur  de  la  variable  indépendante.  Ainsi  «  par  exemple,  considérons  Téquation  diffé- 
rentielle 

que  Ton  peut  mettre  sous  la -forme 

(2)  F(0)j  =  /(aî), 
en  faisant  pour  abréger 

(3)  F(r)  =aor»  +a,r»-'  +  ...  4.a„_»r4-a„  , 

Si  Ton  veut  que  Tinconnue    y    et  ses  dérivées  ^un  ordre  inférieur  è     n  ,     savoir 

(4)  '        y^     f^     y*>  -  f^^^  .   - 

... 

ie  ti&durisent,  ^tihr  Me  ValéWir  plMmKii^ 'éè    ^^    a«>|«Milité»    uio'»  :«•  »  ...  »„^,> 
eti -sorte  qu'on  dit ,  pbur    *iifa*ov'    ^     * 

(5)  j='ïo,       ^'=ïïi  j  ...  :r^''"'^='în-i  > 


il  suffira  de  poser  [voyez  la  page  Si] 


.V  N 


(6) 


^       <^(       r-,  -^J.:  -ry^"    j((F(r))) 


■  •■     I 


(  «>>  ) 

pourvu  qoe,  dans  le  déreloppement  du  rapport 

(7)  iMiIilL 

suivaDi  les  puissancos  entières  de    d  »     on  transforme  en  indices  les  exposants  de  ces 
puissances.  De  même»  étant  donnée  l'équation 

/k\      ^  </>   ,       fli      d'^-'jr    ,         i  g»-.         djr  ,  an  ^,  . 

W       ^-JT^+J^VB  i/o.-»  +•••  +Pf7TBF^  5W  +  (^^+B)^J^=">^^^)  ' 

si  l'on  fait  pour  abréger 

(9)  F(r)  =  aoi^''r(r-i)...(r-n+i)  +  fl.^'»-«r(r-i)...(r-n  +  a)+...  +  an-i-rrfr+fl„, 

et  si  Ton  assujetti!  Tinconnue    jr    h  vérifier ,  pour     œ  =  a?o  »     les  conditions  (5) ,  on 

aura  [voyez  la  page  36] 

/ 

Xo 

pourvu  qu'après  avoir  développé  la  fraction  (7)  en  une  série  de  termes  proportionnels 
aux  différents  produits 

(11)  ii*»  =  i,  «,  iï(>î  —  1),     ïï(ïï  —  i)...(»î  —  n-4-2)> 

on  remplace  ces  mêmes  produits  par  les  quantités 

Si  Ton  suppose^  pour  plus  de  simplicité  » 

A  =  i,'       JÎ  =  o, 
les  formules  (8) ,  (9)  et  (10)  deviendront  respectiveoient 

(14)  F(r)  =  açr(r— i)...(r— n+i)+a.r(r-^i)...(r— n  +  a)+M.+  a«-ir  +  tf„, 


et  les  quantités  (19)  se  réduiront  à 

Observons  d'ailleurs  qu'on  déduira  sans  peine  Téquation  (10)  de  la  formule  (6),  ai  Tofi 
a  préalablement  substitué ,  dans  Téquation  (8) ,  une  nouyelle  yariable  indépendante 

(17)  t  =  l{Ax  +  B) 

à  la  variable    x . 

Les  valeurs  de  j^  fournies  par  les  équations  (6)  9  (10)  et  (1  S),  peuvent  être  pré- 
sentées sous  différentes  formes  qu'il  est  bon  de  connaître;  et  d'abord,  comme  on  a 
identiquement 

(.8)  iI±M  =  /V[.4-X(«-r)]<iX, 

U  est  clair  que  la  formule  (6)  pourra  être  réduite  à 

V 

ni    r{x ^^ Xt^  /* *  /^*   r fflp  —  »)  \  » 

(19)     y==lY'        '^fr[r{i^l)+U]d\^f^c'       VWrf'-p^. 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  développe  la  fonction  F'[r(i  —  1)  4*^*3]  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  n,  et  si  Ton  remplace  les  exposants  de  ces  puis- 
sances par  des  indices ,  on  trouvera 

y-""^        «VôT))        '^'!'^'        «FW))  ■•■"• 

(20)  { 

Concevons  maintenant  que  l'on  désigne  par  f  (x)  une  fonction  entière  ou  non  entière, 
mais  assujettie  aux  conditions 


y 


(ai)  t(Xo)=yioy  r(a?o)=î»ïi,    ...    f<*-»>(â?o)=H;i-f 


(»i5) 
On  aura  é?ideaimeQl ,  daos  Téquaiion  (6)  ; 

la  caracléristique  D  étant  relalire  à  la  variable  C»  et  cette  variable  devant  être 
rédnite  k  x^ ,  après  que  Ton  aura  effectué  les  différenciations.  On  pourra  donc  rem- 
pbicer  l'équation  (6)  par  Tune  des  suivantes 

/  «x  r      r («-.«.)  F(r)-F(D)    .,_.    ,     C  '^'-'Kf  \J 


((FW)) 


Gomme  on  a  d'ailleurs  identiquement 

(«5)  f  (5)  =  (2)-r)[/^ /«"""^f  (Ç)rf?]. 

quelle  que  soit  l'origine  de  Tintégrale  renfermée  dans  Téquation  (a&)  ;  on  pourra  encore 
à  l'équation  (6)  substituer  la  formule 

(,6)   y:=l{e''''-'\?iD).Tm^ye\l)d,2+f^^^^^^^ 

m 

Dans  ces  diverses  formules,  on  doit  toujours  réduira  la  variable    ;    à    Xo»    après  les 
diflerenciations  indiquées  par  la  lettre     D. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction    f{x)    s'évanouit,  on  tire  de  la  formule  (25) 

,     ^  f    F(r)-F(D)    ^,,,    /^"""^^ 

Lorsque ,  dans  cette  dernière ,  on  suppose  les  racines  de  l'équation 

(a8)  F(r)=o 

inégales  entre  elles ,  on  trouve 

(29)  y  =  5(iîa-), 

le  signe    S    indiquant  une  somme  de  termes  semblables  au  produit    Be" ,    les  di- 


(  «i4  ) 

Ferses  valeurs  de     r     étant  les  racines  de  l'équation  (a8)  »  et  le  coefficient     R    étant 
déterminé  4>ar  la  formule 


—  I»|B 


o 


(30)  B  =  -t -iMiIW  f(0. 

^     ^  .  F'(r)  r-D  '^'^' 

que  Ton  peut  éorire  comme  il  suit  * 

m 

—  ra?o 

(3>)  ^  =  -^;y-[F(Z))-F(r)][«'-«/e-'-«f(Ç)rfÇ]. 

Les  équations  (3o)  et  (Si)  ont  été  données  par  M.  Brisson  dans  un  Mémoire  présenté  à 
r  Académie  des  sciences  le  37  août  dernier.  La  méthode  par  laquelle  il  les  a  démontrées 
est  digne  de  remarque;  et  comme  elle  diffère  beaucoup  de  celle  qui  nous  a  conduits  à  la 
formule  (6)  »  je  rais  Tindiquer  çn  peu  de  mots. 

Soient  • 

les  racines  supposées  inégales  de  l'équation  (sS).  L'équation  (1)  ou  (s)  pourra  s'écrire 
ainsi  qu'il  suit 

(32)  ao(D  — rO(/)— rO  ...  (D  —  r«) j  = /(ac)  ;  , 

et  son  intégrale  générale  sera ,  comme  Ton  sait  »  de  la  forme 

(35)  y  =  B,t     -^R.ô      +...+«„«"    . 

Gomme  on  aura  d'ailleurs  identiquement 

(Z)  — rOc''"'  =  o,         (/)  — r.)e'**'  =  o,        (/)  — r„)  e ''"'*'  =  o , 
il  est  clair  que  les  exponentielles 

r,(0  TgX  T^X 

0  9  0  y....0 

\ 

disparaîtront  toutes  dans  le  déTeloppemeni  de  la  fooction 


(D  — r,)(0  — r3)...<0  — r,)j<. 


*> 


•î 


'-      % 


(  a»5  ) 
et  qae  l'oo  troavera  umplemeot 

(D  — r.)(Z)  — r,)...  {D  —  r„)yz=B,{D^r,){D  —  ri)...  (/)  — r,)/'*. 
OU  ,  ce  qui  revient  au  môme  » 

(54)    (D  — r.)(0  — r,)...  (0  — r,)jr  =  iî.(r.  — rO(r.  — rj)...  (r. —  r„). «*"'"". 
De  plus ,  comme  on  aura ,  pour    s  =  a;, , 

Dy=:D{{x),        Z)'7  =  Z)'f(«)  ,  ...  Z)"— y  =  i)»— f(aj). 


et  par  suite 

(Z)  —  f.)  (/>  —  r,)  ...(/)  —  r.)j'  =  (/)  —  r.)  (j)  _  r,) ...  (Z)  —  r,)  f  (as)  , 

\ 
oD  tirera  évidemment  de  l'équalion  (34) 

(55)  (O  — rO(D  — fa)...  (/)  — n)f(ç)  =  /î.(n  — r.)(r.  — 1-3) ...  (r.  — r„)6''''% 

l    devant  être  déduit  k     Xo    après  les  difTérenciations.  Si  maintenant  ou  a  égard  aux 
formules 

ao{U  —  f,)  (D  —  rj) ...  ^11  —  r,}  — .  jj       = jp_^  ■  •■   . 

V  %/  X        /  X         ^^        F(r).F(r.) 

dont  la  seconde  donne ,  pour    r=zr^  ^ 

«•(^«  —  frKr,  —  r,) ...  (r,  —  r,)  =  F'(r,)  , 
on  CMaUgâ  4»  Ji'AqpKjoni  (i&) 

(56)  iî.  -^  np_         a  f  (?) . 

•  I 

On  obtiendra  de  même  les  valeurs  de    Rt  $  Bz  ,•$•••  Bm    qui  seront  toutes  comprises 


•  I  ♦  j   I 


(»i6) 

PatAons  maintenant  k  la  formule  (iS)»  et  conceTons  que  le  développement  de  l'ex- 
pression (7)  en  une  série  de  termes  proportionnels  aux  quantités 

produise  Féquation 


r-ïï 


1' 


Désignons  toujours  par  f  {œ)  une  fonction  propre  k  vérifier  les  conditions  (a  1  ) ,  et  sup- 
posons que  cette  fonction  soit  entière ,  mais  d*un  degré  supérieur  ou  au  moins  égal  à 
n  —  1.  Le  polynôme,  qui  devra  être  substitué  k  Texpression  (7)  dans  Téquation  (i5] , 
pourra  être  présenté  sous  la  forme 

(87)  $f(a5o)  4- ^«•r(««)  rf  S\.Xo'(>o)  +  etc.... 

D'ailleurs ,  si  l'on  désigne  par  m  et  f  deux  nombres  entiers  inégaux,  on  trouvera , 
en  supposant    a  =  o    et    As=:i, 

A«[*(l-l)(l-îl)...C«-/  +  l)]=:0, 

(58) 

A'"[«(«  •>  1)  («  —  a)...(«— m<4*i)]  =  i*3.3...m. 


Oo  aura  donc  par  snite 


$f  (».)  +  ^».r(«.)  +  À«.'f  («.)  +  etc..  = 


(59)   I   [f(«.)+~f'(«.)  +  ^f'(«.)+...][$+^*+a.*(»-»)+-] 

Il  en  résulte  que ,  dans  la  formule  (i5) ,  l'expression  (7)  pourra  être  remplacée  par  celle 
que  fournit  la  notation 

(4o)  f [«.(1 + A)]  ^(""y^^') , 

W^  m 

lorsqu'après  avoir  effectué  les  opérations  indiquées  par  la  caractérisUque    a    et  relatives 


(  «"7  ) 
à  la  variable    s,    on  réduit  celte  variablo  à  ^ro  et  ^a  différence  finie  à  l'unité*  Donc,  en 
intégrant  Téquation  (iS)  de  manière  que  les  conditions  (5)  soient  rem|>Iies ,  on  trouvera 


En  oj^ranl  de  la  roëme  manière  »  on  tirerait  de  la  formule  (lo) 


(4»)  y  = 


S  ((  F(r)  ))  • 


l 


((  F(r)  )) 


Afin  de  montrer  une  application  des  formules  que  nous  venons  d'établir,  supposons 
que,  la  lettre  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  on  veuille  intégrer  l'équation 
différentielle 

de  manière  que ,  pour    x  =  i ,    les  fonctions 


./  ..//  -^'/i  — o 


y^      7  $       j  »  ••  j 


reçoivent  des  valeurs  respectivement  égales  à  celles  de  la  fonction    x""    et  de  ses  déri- 
vées successives,  c'est-à-dire,  des  valeurs  représentées  par  les  quantités 

(44)  1»        w»,        m{m — i) m{m — i)  {m-^n  —  a). 

Dans  ce  cas ,  on  trouvera 

F(r)=r(r —  i)  ...  {r'^n+ i) -^a'' ,        »•=!,         f(a5)=«'», 

r(r-i)...(r-n+i)-(<+m)(<+m-i),.. (^-f-m-n-f-i) 

r*f-m 

IL*  AKivÉB.  sg 


■< 


(  >>»  ) 

puu  foD  60  oMiclura ,  BU  prenant    #= o  » 

Par  conséquent  la  formule  {40  ^oanera 

—^ i — ^ ^^ — i ^«'•4-«'^  f    «""^  •'/W^ 

(^*^       ^=  <^ : ((r(r-.)...(r.«  +  .)+a-)) 

Si  >  pour  fixer  les  idées ,  ^n  pose    a  =  i  #  ti  =  a  ,  m  :?«:  4  #     l'équation  (49)  se  trou- 
vera  réduite  à 

(46)  |^  +  1F=/^*)' 

et  cette  équation ,  intégrée  de  manière  que  fou  ait ,  pear    x:ssj  ^ 

(47)  y=^*  /  =  4r 

donnera 

r(r-i)-4.3 


'{'f't'-''f[^)dz  «  +  5  ^fy-'nz)dz 


V^o;     j       c.a;  ((r«.r+t))     .  ^^"  ((r»-r+i)) 

ou  9  ce  qui  revient  au  même , 

(49)      7  =  aj*   C09 — A^  +  i^8in — J-i^-îL-J^  s-sm — -i_i.jf(,)rf8   . 

» 

Si  la  fonction  enlière    f  (a;)  ^     qui  vérifie  par  hypothèse  les  conditions  (ai)  »  ^^  <'(> 
degré     n  —  i  ,     elle  sera  nécessairement  déterminée  par  la  formule 

(5o)  f  («)  =  »o  H-  «. ^  »,    ^    .  '    T.     4- ^y,^,..t.  i  .. 

Deplus^i^Qmmfion  aura  v 


et 


\   ' 


(  a«9  ) 

il  o»t  -«Uic  quVm  flMV.P<)>^i^  »  «jprès  ll|s  €|pdf»iioaa  îediquées  par  ta  caraclérisiique     a  , 
5  =  0,    on  trouvera 

(5»)  >^»,i+^jj — ;3r"^ 

^   -^  r  1       ^  '         r-i  i.a.3...(n-i)  ^  '        r-n+i 

On  tirera  d'aiileurs  de  la  formule  (5o)  ' 

f(o)  =  ,.-,.  — +  ,.—  -. ..±«„-.    ,„.3.  („.,j  . 

(5>)  j     r(o)  =  ,.-,.-^  + =»="-.    ..a.3!'(n-a)   ' 

6iC«a*   y 

Les  équations  ,(ii).et  (&2)  fournissent  le  -moyen  de  développer  facilement  le  second 
membre  de  la^formiile  ,(40- 

No»  sterMtifaeiom ,  «o  tormbaBt  eet  article,  qu'on  pourrait  encore  transformer  les 
valeunS'de  j  'Iburaies  par  les  équations  (iB)  »  (§4)  »  (^)  t  (40  »  (4")  •  en  se  servant 
d'urne  îiotatioo  ppioédemmeNt  adoptée  [peges  16a  ettoiv.].  En  effet,  si  l'on  désigne  par 


?(«)/(«). 
l'intégrale  double 

f  f  0 

air 


hfijy""^''^'''^')f^')''^'^'' 


on  recapMlIva»  par  «xemple ,  que  les  ^équatiens  ('aS),  (a4)  deiacident  avec  les  formules 


(53)       jr:::^.l. 


POT"' 


•  /F'[i-(i— »)  +  ».)^]c<».f({)+/  e         VW"* 

W)  7=£- = PPH) ^ 


S 


/ 


»  • 


(  iiao  ) 
U  caiacU^rUÙ4uc    «    étant  relaliv«>  la  variable    U     «t  ré<{ualiôn  (4i)  avec  la  fonnulo 

•    I 

« 

la  caractéristique  «  étant  relative  à  la  varialle  ê.  Observons  en  outre  que^  si  Ton 
nomme  ?(x)  la  valeur  de  y  déterminée  par  la  formule  (53)  ou  (54)»  la  fonction 
9  (x)  aura  la  double  propriété  de  vérifier  l'équation  difFérentielle,  linéaire  et  de  Tordre  n , 

(56)  ,  *         F{D)f{x)  =  o, 

OU,  ce  qui  revient  au  même»  l'équation  ;. 


(5;)  F(«i/.T)?(î)-o:  •■ 

e.t  de  satisfaire  aux  conditions 

(58)         ?(a-„)  =  f(«„);       ç'(*.)  =  r(x.),        ,fV.)=f'(*„),....  ç(— V(a!.)=f<— >(xo). 

Lorsque  la  fonction  F(r)  cesse  d'être  entière  pour  devenir  transcendante  «  il  arrive 
assez  souvent  que  la  fonction  j  =  <{>  (ce)  »  déterminée  par  la  formule  (53)  ou  (54) ,  sa- 
tisfait  aux  conditions  (58) ,  quel  que  soit  le  nombre  n.  Alors  il  semble  naturel  de 
penser  que  les  deux  fonctions  7(âc)  »  f  (fi^)  #  dont  les  valeurs  se.confeodent,  ainsi  que 
les  valeurs  de  leurs  dérivées  successives  ,.quand  on  pose  x  =:  Xo  »  ne  diffèrent  pas  l'une 
de  l'autre ,  et  restent  toujours  égales  du  moins  entre  certaines  limites.  Toutefois  cette 
égalité  n'est  point  évidente,  attendu  que  des  fonctions  très-distinctes,  par  exemple. 


(5.9)  c  eï         e  +  e       \      •' 

peuvent  se  réduire ,  ainsi  que  leurs  dérivées  des  divers  ordres ,  à  des  quantités  données, 
pour  une  certaine  valejur  x^  attribuée  b  la  variable  œ .  Noos  montrerons  ^ïiê  un 
autre  article  les  facilités  que  présente  le  calcul  des  résidus ,  pour  l'établissement  ou/la 
discussion  des  formules  auxquelles  on  se  trouverait  conduit  par  les  considérations  que 
nous  venons  d'indiquer ,  et  en  pat'ticulier*  des  formules"  que  M.  Brisson  a  obtenues  par 
ce  moyen  dans  son  dernier  Mémoire. 


SDR  LA  CONVERGENCE  DES  SÉRIES. 


les  diiEireDta  lermes  d*aiie  série  réelle  ou  imaginaire  ;  et 

(«)  <«  =a«  4-  ««  +  «>  +  —  +  ««n-i 

la  aoiDiDe  des  n  premiert  termes  »  «  désignant  mi  mndire  entier  qoelèonfie*  Si , 
pour  d^  valeors  de  n  toujours  croissantes ,  la  aonune  j»  s'approche  indéfiniment 
d'une  certaine  limite  s,  la  série  sera  dite  eanvergenUt  et  la  limite  en  question  sera 
ce  qu'on  appelle  la  ê^rnnu  de  la  série.  Au  contraire  »  si ,  tandis  que  n  crpH  indéfini** 
ment,  la  somme  ê»  ne  s'approche  d'aucune  limite  fixe»  la  série  sera  divergenu  et 
n'aara'plni  dénomme.  D'après  ces  princfpes,  pour  que  la  série  (i)  isoit  conyergentcj  il 
est  nécessaire  »  et  il  suffit  que  les  valeurs  des  sommes 

correspondantes  à  de  irès-grandes  râleurs  de  fi  ^  difl%rent  trèi-peu  lès  unes  des  autres , 
en  d'autres  termes  »  il  est  nécessaire  »  et  il  suffit  que  la  différence 

(5)  *.+«  —  «.  =  tl^  4-  tt^+,  4-  ...  4-  Un^m^t 

devienne  infiniment  petite»  quand  on  attribue  au  nombre  n  une  valeur  infiniment 
grande  «  quel  que  soit  d'ailleurs  Te  nombre  entier  représenté  par    m .     Cela  posé ,  soient 

(4)  *•.,      '*•« ,        n\        rj,        etc..        U., 

les  modules  des  dîfférenU  termes  de  la  série  (i)  »  en  sorte  qa*^0n  ait  généraleibent 

(5)  u„=n(Cosf»4-|/n'tînfi„) 

p»  dés^fnt  un  arc  réeU  U  «it  dair. que,  si  la  i4m  (4^  jast-eonÉergalo »  ha  séries 
réelles  ^   -»' 


(   999   ) 

r»cospo  »    t*»  cosp, ,    r,  coifi» ,     ri  coêpi ,    etc.  • . , 

(6) 

r.sînpo  ,     fiSinpi  »    r^sinf!.  »     rssinpf  »     etc.. , 

le  seront  à  plus  foHe  raison ,  d*ob  Ton  est  en  droit  de  conclure  que  la  série  (  i  )  »  oo 
(7)     ^o(cosp.  4-  j/TT «în/ï») ,    r.(cosp,  +  i/H'sîn/ï,) ,    r.(cosp,  +  V^  wnpt^)  9     etc., 

sera  elte-méme  convergente.  Ajootons  i.*  que  les  séries  (4)  et  (7)  seront  évidemment 
divergentes ,  si  le  module  ir»  obtient  des  valeurs  très^-considérables  pour  des  valeurs 
infiniment  grandes  4le  l'indice  n  ;  9.^  qu'en  vertu  d'un  théorème  établi  dan(  TAnalyse 
algébrique  [page  i45}  la  série  (4)  sera  convergente»  si  la  limite  vers  laquelle  eouTer- 

gent ,  tandis  que  n  croit  indéfiniment  ^  les  plus  grandes  valeurs  de  (r»)*  ,  «st  in- 
férieure à  Tunité.  U  ne  pourra  donc  7  avoir  incertitude  sur  la  convei^ence  dea  séries  (4) 

cl  (7]  que  dans  le  cas  où  »  la  quantité     r»    décroissant  indéfiniment  avec     —  ,      la 

limite  des  plus  grandes  valeurs  de  (r^)"  deviendrait  précisément  égale  à  Tunité.  Or, 
dans  ce  même  cas  »  on  pourra  souvent  décider  si  la  série  (4)  est  conveii^onte  ou  diver- 
gente ,  en  recourant  k  Tune  des  propositions  que  nous  allons  énoncer. 

i.**  THioB&MB*  Soit  /(se)  «ne  fmetian  qui  demeure  caneiamment  pœiiwe  pour 
des  valeurs  positivée  de  la  variable  œ;  et  admettons  1/  que  ta  fonction  f{x)  dé- 
croisse indéfinimesu  avee     —  /     9.*  fue  le  rapport  ^ 


(8) 


A") 


reste,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  x,  et  pour  des  valeurs  de  0  qui  no 
surpassent  pus  Cuniti,  compris  entre  deux  limites  A  g  B\,  finies  ^  mais  diffirentes 
de^zérà.  La  série 

(9)  /(o).        /(•>,        /(»).        /(S),.        etc«.. 

I  * 

sera  convergente  t^  si  (intégrale 

.«•fin 


(10)  J         f(fl)dx 


s'évanouit  pouT'  des  valeurs  in finimont  grandes  du  nombre  entier    n^    quetque  soit 
(CailUurs  U  nombre  entier    m;    et  divergente  dans  U  cas  contraire^ 


s 


(  a*3  ) 

Dimmuiratîm.  Désignons  paf    «•    la  somme  des    «    premiers  termes  de  la  série 
(9) ,  en  soric  qu'on  ait 

Pour  M¥oir  si  celte  série  est  convei^nte  ou  divergente  »  il  suffira  d'examiner  si  la  semine 

(i«)  ^«+«  — ««  =  /(n)4- /(»-+- «)+  —  +  /(« +  wi  —  i) 

•    .  •  .  •  ■  ".  •  •       . 

s'éTanouit  00  mmi  »  ipiand  on  attribue  &     ti  .  dea  valeurs  .iniiniea  »  quel  que  «oit  d'ail- 
leurs le  nombre  entier    m  •     D'ailleurs  on  aura  évidenÉment  ... 

»       • 

05)    J         f{x)dx=r      f ix) dm -^J  ^    f{x)dx '{....'{. J  f{x)dx 


=  /*[/(«4-») +/(«  +  »+ «)+...4-/(»  +  «  +  m  —  i)] 


dx 


d'où  Ton  conclura ,  en  représentant  par.    f    un  nombre  compris  entre  les  limites    o,  \, 


f  I 

Or,  en  vertu  de  rbypothèse  admise ,  les  rapports  °    -     '  '  . 

/,rx  /(n+»)  /(«■H+»)  /(n-mi-i+fl) 

^^  "7ôô~'       /(«+•) /(»+«-i)  • 

étant  tous  compris  »  pour  de  très*grandes  valeurs  de    n ,    entre  les  limites    A  ei  B  , 
on  pourra  en  dire  autant  de  la  fraction 

/(n+Ô)+/(n+i+«)+.,,+/<îi+m-i+«)  /       ^  f{x)dk 

^     '  /(n)+/Cn+i)+...+/(«+m.i)  <..+m-*» 

Donc  la  différence 

aiiifm"""^ 

•era  renfermée ,  pour  de  très-gratides  valeurs  de    n  «    entre  les  deux  produits  * 


f  »a4  ) 

Donc,  si  l^inlégrrle  (lo)  s'éranouit^  quand  ob  attribue  h  n  dei  Yaleurs- infinies,  quel 
que  soit  d'ailleurs  le  nombre  entier  m ,  on  pourra  en  dire  autant  de  la  quantité 
Sii^M  —  in  ,  *  et  la  série  (9)  sera  convergente.  Mais  si  Tintégrale  (10)  difi^re  sensiblement 
de  séro,  pour  des  valeurs  très-considérables  de  n«  et  pour  des  valeurs  finies  ou  in- 
finies de  m,  alors  la  quantité  s«^m<— «»  ne,  sera  pas  nécessairement  nulle  pou» 
n  =  oo,  et  |a  série  (g)  sdra  divergente*  Dans  ce  deeniericas,  la  somme  ««  cessera 
de  cuuverger,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  une  limite  finie  j.  Cette 
somme  deviendra.dono  infinie  en  même  temps^eie  nombre  n  ;  Par  la  même  raison , 
la  somme  $n^m  et  la  dtfTérenee  Sn^MM-^^»  deviendront  infini^  avec  le  nombre  nt, 
si,  après  avojr  .aUribné  à  n  nae  valeur  trèsH^msIdérabio',  niais,délennkiée,  on,  bit 
croître  le  nombre    m    au-deià  de  toute  limite. 

Corollaire»  Lorsque  le  rapport 
demeure- constamment  renfermé  entre  lea  deux  quantités  ' 

(.9)  ».    ■^^''*'^ 


f{x)      ' 

et  que  la  teconde  de  cet  deux  quantités  croit  saiu  cesse  pour  des  valeurs  tiès-considé^ 
râbles  et  croissantes  de  la  variable    0;    on  peut  érideounent  supposer 

et  pat  suite  la  somme 


se  trouve ,  pour  des  valeurs  considéraUes  de    « ,    con^cise  entre  les  deux  limî 
ExtmpU. .  Supposons ,  pour  fixer  les  idées , .. 


("»»)  /(«)  ^ 


I 


(i+«)'»  * 


f.  désignant  om  quantité.  eoutive..La  série  (9)  deriendra 


(  «»«  ) 

r  I  1 


(«5)  ».        57.        5;:.        4?'       •»«••••• 


s'évanouira  oa  ne  s'éyamouira  pâs^.  poor  .des  Taleors  ininiea  de     n  »     auivant  que  le 

•  •      •  •       Aa      •      >  «        tt  •.    •         VX  1  f  '  •  y       t9\. 


si  Ton  a    fA  >  I  ^    el  diyetgeitte. 
renée 


f 


(.5)  ,ft^.-^*,a».|j-^  4"-^-^  +.-+'J 


t 


»+lll)/' 


sera  le  produit  de  llatégrale  (s4)  poor  un  ftcteor  coiapri»  entM  les  limite» 


—il-     • 

•  ••  . 


Dana  le  oaa> particulier  tiile  aoiake.  p^  ^^^wl^kTusù^^lé^UmfïitS^ 

[%^)  •    i^r        ^^        yr        j.        etc..., 

et  nntégrale  (a4)  doit  être  remplacée  par  la  tuifante 


(«8) 


Or  fespression 

'(■+7=r)- 


qui  derient  aentiblement  nulle  aTec;    —  »    quand  on  attrihaatan^  nombre  jni'    une  va*- 


leor  finie,  cesse  de  s*é?anooir,  quand   -fir  défient  comparable  k    n ,    par  exemple, 
quand  on  suppose    m  :='n ,  m  =  a  fs  »  •...    Donc  la  série  (37)  est  divergente.  Ajoutons^ 
que ,  pour  -cette  même  série,  la  dii 


(«9>  '•*«-•••=  T7r+ tir +"•+ 


(  M6  ) 

* 

sera  le  produit  d«  Ilotégrale 

♦  •  f  , 

par  un  faotow  eraipris  e&lre  lee  liraitea     > 

« 

(3i)  1         e|  '  ,     > 

>2.^  TB^ORfiMB.  Sait  f{oe)  une  fonction  ijui  dt^'ea¥e  eon$tamiMht  pàittivt  pour  du 
valeurs poêitives  de  la  variable    x,     et  qui»  pour  dfi  trie-grandes  valeurs  de  cette  va- 

rîable ,  décroisse  sans  cesse  évec    ' — t    La  eérfe  (9)  eerm  em^rgemesi  C intégrale  (lo) 

s^ évanouit  »  pour  des  valeurs  infinies  de    n  »    qupl  que  soit    m  ;    et  divergente  dan» 
le  cas  cQntratw^  .>M 

Démonstration.  Djp|DS  Thypotb^e  adinjse^  i'iniégrale  (10),  qui  forme  le  premier 
membre  de  Féquatioa  (i4]|'e^ni^c>t^^^^.^'- grandes  yaleora  de  n  »  iuférieure  au  po; 
lynome 

et  supérieure  à  1  1  *  ^ 


4«  f  »  • 


*  é 

En  d'aatre»  .tonnes ,  rintégrale 

sera ,  pour  de  tri^-çrandes  valeurs  de    n ,    .comprise  entre  les  deux  difiSSrences 
(Sa)  -  Sn^«  — **,     :ilii4^^/|— S| 


1 


et,  comme  celte  proposition  restera  yraie,  tandis  que    n    et    m    varieroot ,  l'on  doit 

•  •  «         . 

ei|.iCQOoIurevqu0iIfi;dii!&nnt6ii>      ir  ^  :.    'i*  .  .  »     «  u. 


,v     .î  "iJ  •  .'■...'>  î.  "A»j#»»TiS»  !'.■ 


sera  comprise  entre  les  deux  intégrales 


.(55)  /;^^.:../Ij5)rf«.-^-.  /;-     /M«'«, 


(  "7  ) 
c'esWà-dire ,  inii&rioure  h  la  première^  el  sapérieureà la  seconde.  Gela  poaé  »  concevoir 
d  abord  que  l'intégrale  (to)  t^éTanùaiBse  pout'  n=:«  »  quel  que  soit  m.  La  pre- 
mière des  intégrales  (  55) ,  et  par  suite  la  différence  Sn  +m  —  s„  »  s'évanooiront  pareil- 
lementr  Donc  alors  la  série  (g)  sera  convergente.  Au  contraire,  si  Tintégrale  (lo)  diffère 
sensiblement  de  zéro ,  pour  des  Valeurs  très-considérables  dé  n  ,  et  pour  des  valeurs 
finies  ou  infinies  de  m»  la  différence  Sn^.»^-— '«  ne  sera  pas  pécessairement  nulle 
pour    n  =  00  9    et  la  série  (9)  sera  divei^ente.  -  - 


on  s  as- 


Exemptes.  Si  Ton  applique  le  tbéorème  qui  précède  à  l.a  fonction    -j —^ 

sorera  de  nouveau  que  la  série  (as)  est  convergente  pour  '  ff  >  >  ».    et  divergente  pour 
{t=  ou  <C  1*    De  plus,»  on  neodnÉftra  qttoh  dîifiirttBM^  ;  ;  :  . 


u 


(«S> 


est  comprise  entre  les  deux  limites 


(54)                   ^"*'"^ 

■-/*.n«-^                   (rt+m+i)«-/»-(n+i)«-/» 

et  la  différance^ 

(*9):  . 

entre  les  limites 

(55) 

■f'+v).    '(■+^)- 

Supposons  encore 

r 

• 

(56). 

La  térie  (9)  deviendra 

• 

(37Ï                         0 , 

IW        r(5)        r<4) 

* 

et  »  c<»nme  llntégralé 

1 

•  r 

06)             r         ^^'"^"^  dm--  "*  rKfs4^m4.  m-       *  rlY^O., 

J 


=-î-[l(«+»  +  i)+i(«+0]-l(«+-;~-| 


(  ;tt8  ) 

,conMPT«ra  «m  yabur  fiai»  poor  nie YilÎBar  nfinra  de    n«    «  l'on  prend    m:s=n,  oa 
m  =  an ,  etc... ,    on  peot affirmer ^e jh série  ($7)  wra -dirergeate.  De ptos ;!«  MiniiK 

(59)  *-*--*-=-ir;7~  +  "7:;r"T"'+-;r;:ïr" 

aéra  comprise  entre  les  deax  limites 


(4o) 


l(n«fm)-^l(i»)   |/    ^m\  ^         l(n-mi+i)4.1(iH>i)    ^/     ^      m   \ 


c'est4i-dire ,  inférieure  à  h  preoMère  ci  ittpérieiire  à  la  aeooMle. 

Les  théorèmes  i  pt  %  continaeraien^  évidemment  de  subsister  si ,  dans  la  série  (9)  ; 
quelques-uns  des  premiershermes  étaient  rédints  ir^éro,  ouMmpi»a6s  par  de  nouvelles 
quantités.  Concevons ,  par  exemple ,  que  Ton  considère  la  séritf 


*  •  - 


CtCeea  9 


I  t 


à  laquelle  se  réduit  la  série  (9) .  lorsqu*après  avoir  supposé 

on  remplace  le  premier  tenj^e  .  /(o)  t=  — =«  ,    par  «éro.  Comme  l'iot^ale 


(45) 


y**'''*'  dm  _.(l(»-H«+i)> 

J  (i+«)l(i+«)  ~"  (     l(n  +  i)     S 


conaerrera  Tune  de«  yalears  finies 


u») .  .  j(3) ,    m  ' 


•••  9 


9 

lorsqu'on  attribuant  au  nombre    n    des  valeurs  très-considérables ,  qn  délerminera  le 
nombre    m    par  Tune  des  équations 


on  pourra  conclure  du  théorème  1  ou  s  que  la  série  (4i)  est  difergente.  De  picii  od 
reconnaîtra  que  la  sommé 


'  »  -  . 


(  a«9  ) 

(44)         *»+«  —  Sn=^  '  '       +-- —; r +  •••  +-; m r 

est  renfermée  entre  les  deux  limites 

c'est-à-dire  supérieure  h  la  première  et  inférieure  &  la  seconde. 
Considérons  enfin  la  série 

^^^^         *»'  -  iIîTï)F'      5ïîM^'     'ïïîM^'     """" 

dans  laquelle  fx  désigne  une  quantité  réelle  :  on  reconnaîtra  sans  peine,  à  Taide  du 
2.*  théorème,  i.*  qua  celte. série  est  convergente  ou  divergente,  suivant  que  Ton  sup<- 
pose    fi  >  1 ,     ou    p  <  1  ;     3.*  que,  pour  cette  môme  série,  la  différence 

est  comprise  entre  les  deux  limites 


(47) 


mfim^^^m^im 


1-^  l-fx 


U  est  facile  de  9'assurer  que  la  différence 


Sn^m  — "  ^1 


m 


r 

croit  indéfiniment  avec  m  ,  suivant  la  remarque  générale  précédemment  faite ,  quand 
on  remplace  la  série  (9)  par  la  série  (23) ,  en  supposant  f^  <  1 ,  ou  par  l'une  des 
sériçs.  (,27)4  (37)»  (4.1  )•  En  effet,  d'après  les  calculs  que  Ton  vient  d'effectuer,  les  va- 
leurs de  cette  différence  correspondantes  aux  qiïatre  séries  dont  il  s'agit ,  sont  respec* 
iiveO^ent  supérieures  aux  quatre  expressions 

{n+fn+i)«-/«-(n+i)'-''     ,/     ,       m    \      l(n+m+i)+l(n+i)     /  m\     ,/l(n+in+i)\ 

—^ '  ^'-^TTr}'  -^ — r H'+irrrj-  H  i(n+.)  j- 

Or,  si,  dans  ces  expressions,  on  attribue  au  nombre    n    une  valeur  très-considérable , 
II."*  Année,  3i 


N 


(  aSs  ) 
Exemptes.  Si  l'on  applique  le  3.*  théorème  aux  deux  série» 


(53) 


o. 


M. 


1(3) 


4/«   ' 


6IG««*  f 


(54) 


0, 


a/*l(a)   •      3A«i(3)  '    .4^1(4) 


7^~  f  dC»»»  t 


on  reconnaîtra  que  ces  deux  séries  sont  Tune  et  I^autre   convergentes ,  lorsqu'on  a 
/x  >  1  «     Tune  et  Tatitre  divergentes ,  lorsqu'on  a    f^  <  i  • 


>a    >    M>  I  1 1    •  I     -f  m     -lu    -1--'-» 


'i  •- 


SUR  LA  VALEUR  DE  L'INTÉGRALE  DÉFINIE 


y*i-(a*-^^^4îc)^^^ 


a,    b,   e      DisiGZfAKT   des   CORSTAUTBS   nélSLLBS   ou   IMAGlNAIftBS. 


L'intégrale 


s  "   I 


que  ron  réduit  »  en  posant    e  =  a?  ' ,    à  la  forme 


(') 


»    .i 


est  équivalente^  comme  Ton  sait ,  à  la  racine  carrée  du  nombre    it ,     en  sorte  qu'on  a 


Si  Ton  prend  maintenant 

(3) 


,  I         * 

I 


a,  b     désignant  deux  constantes  réelles  dout  Itf 'première  soit  positive,  on  tirera  de 
l'équation  (s) 


;     s 


*        « . 


(4) 


t    ' 


n 


»» 


..  \ 


I  • 


ot  par  sutte 


(5) 


■/. 


*       —  (ajj^.-f  i»  +  cj 


(/ce 


fr)"- 


-^    *— C4-  — 


(  9S6  ) 


00 

('7) 

00 


•/    —00 


Si ,  dans  l'équation  (  1 7) ,  on  remplace  le  rapport  constant 


a* 


par  la  lettre    6 ,    on  reproduira  la  formule  (4)  ;  puis»  en  multipliant  les  deux  membres 
par  l'exponentielle 


on  retrouvera  l'équation 


-(a«,»  +  i*+cj^^_^^^;^-.c  +  ^ 


■  • 


(5)  /         e-^"*-^'**^^rfa:=(-=-) 


dans  laquelle     a ,  ^ ,  0     pourront  être  des  icpnstantes  imaginaires  »  dont  la  première 
seulement  devra  offrit*  une  partie  réelle  positive. 

Si  la  partie  réelle  do  la  constante  a  devenait  négative ,  l'intégrale  comprise  dan» 
le  premier  membre  de  Téqualion  [5)  jurait  généralement  une  valeur  infinie  ou  indé* 
terminée.  ' 

Si ,  dans  l'équation  (4)  »  on  pose»  pour  plus  de  commodité ,  * 

(18)      fl  =  p(co8T  +  ^/ri8ÎnT)  9      6»ap,(oosr,  +  ^/IisinT,)  ,       t  =  p,(cosT,+^risiiiT,) , 

p»  Pi  »  Pt    désignant  les  modules  des  constantes    a,  b.^  c,    ti    t     un  arc  renieraié 
entre  les  limites ,    —  ,     on  en  tirera 

P*    -(pa?»cosTf 2p,»coST,+p.cosTa)    -(pfl;" sinT+ apia?sîflT, +pa8lnTa)^/ri 
pt  par  suite 


(BO) 


(«0 


(    «57    ) 

/      «  ^"^               '^              "^  'cot(pas**ia«+*p>a;sinr, 4'P>>>Qt*)<*^ 

^         p>'cos(T-aT,) 
=  (— 1  fi  P  C08( 1- -!-i 5 i.4-p.8inTJ. 

^         p,»cos(T-aT,) 
:^  (— j  0  °  wn  ( 1-  -i- i ^  +  p.SlIlT,  I  . 

Si  l'on  posait  au  contraire 

A    désignant  une  quantité  positive ,  ^t    B,  Ç ,  D,  B ,  F    des  quantité;  positives  ou 
négatives;  on  trouverait 


1C 


et  par  suite 

(,4)  J"  c'  ^"^'^  ^^'* ^^  cos  (Da>«  +  iB*  +  i^) .  rf»  = 

— — r*  '^'r  ^ — 4M'+i)-)      ^  SI  '"'*'°«  ^  ^  ' 

(95)  /_"  ."^^*****+^^in(Oa5'4-^«  +  i=').d»^ 


II.*  AHHÉB.  Sa 


(t58) 

Les  équations  (20),  (21)  «  (a4)  et  (sS)  comprennent»  comme  cas  particuliers  j  les  for 
mules  connues 


(«6). 


(87) 


1    ' 

I      t^  cos(px^8tnT)«fl(a$  =  l  —  1  cos — , 

/      t^  sm (paî* smT). aoî  t=:  ( — j  sm — \ 

6         Cosmos,  ace  =  (  — }  c   ^"  , 
6         sin8x,ax^:^o  f 


dont  les  dernières  subsistent  pour  des  Valents  qaetconqaes  des  constantes    a    e%    s 
pourvu  que  la  partie  réelle  de  la  constante    a    reste  j^ositive* 

Lorsque ,  dans  la  formule  (5) ,  on  prend  successivement 

et  jque  Ton  suppose  en  outre    a  =  1 ,  c  =  o  «    on  en  conclut 
120)  e     =1  — j     /      e       c       dXf 


et 


(.,)  •-"=(t)X 


Les  deux  équations  précédentes  «ubsistent,  non-seulement  pour  des  valeurs  réelles  »  maië 
encore  pour  des  valeurs  imaginaires  de  la  constante  ê ,  et  peuvent  être  employées 
utilement  dans  la  solution  de  plusieurs  problèmes. 

Lorsqu'on  pose,  dans  la  première  des  formules  (a 7)  «    azm —  1     et  qœ  Ton  réduit 
chaque  membre  à  la  moitié  de  sa  valeur^  on  en  conclut 


[Zo) 


e      *        cog«g<fflB  =  f— -1*  ■  > 


(  J«9) 
0    pouvant  être  une  quantité  positive  »  ou  une  expression  imaginaire  dont  la  partie  réçlle 
soit  positive,  Pe  plus ,  comme  »  en  vertu  de  la  formule  (So)  » 


et 


"V"*^ 


e* 


sont  évidemment  deux  fonctions  réciproques  de  première  espèce ,  on  tirera  de  l'équation 
(71)  delà  page  (i53) 


I  s» 


4P' 


(5i)       cf')  — +  •  +«  '^•••)~ie)  It"*"^        "^^         +•-(• 


atp  p    désignant  deux  nombrea  choisis  de  manière  que  Ton  ait 


(Sa) 

En  d'autres  termes ,  on  aura 


«P— îiw, 


(55) 


9 


6«  ,  A» 


é> 


a*J  — +  tf       +a        +«       4..,.|-=:|_j    i-  + 


a,  6    désignant  deux  nombres  assujettis  k  la  condition 


(54) 


abzrsn» 


Si,  dans  l'équation  (35),  on  réduit  la  constante    9    h  limité,  on  retrouvera  la  formule 


(55) 


'i  »    I     *^'  I     -4fl'  ,     -9«*  ,       )      J(  »    I    •^  I 


•4^       -9^' 


e        4-^  ^^  +  •[ 


déjà  obtenue  précédemment  [page  166].  Si  Ton  fait,  au  contraire, 


(36) 


9  =  cosr  4-  V^^  bIut  , 


T    désignant  un  arc  réel,  compris  entre  les  limites ,  4 1      l'équation  (35) 

%  2  ^  ^     ' 

pourra  être  réduite  à 


\ 


(  «4o) 


-a»(co9T+\/rîsInT)        -4a*(co$t+V^"siilr} 


(87) 


A*(co8^-l/:rsinl)[-i 


.    T\r*       '-6*(cost-v^9Înt)        -4^'(cost-i/ri8iof) 


-+-« 


+  c 


+ 


â«.    |y 


et^l'on  en  conclara 


(58) 


[1  t 

-  C08  7-  -^  « 
2        4 


a^cost 


cos 


-  cos  7- 
I2        â 


•hé 


-6«C08f 


COft 


(^-a-sior) 


-hc 


-4tf 


4-fi 


*COSf  /t         ,     .    .       \  1 

00s  I  y  —  4^^int  j  -H...J=S 

cosf-r  — 4**"n^]  -!*•••]# 


-4^*co«f 


(59) 


["    I     .      t     .      -a*C08t    .    /f  ,  .      \    .      -4<»*C08t    .     /*        /     .  .      \  1 

-6    -sin^  +  e  sinl-  — 6*sinrj4*«  ^  8in|-7--46*»iafj  4-—J* 


Si  maintenant  on  pose 


<«  =  6  =  \/T  f 


Téquatlon  (38)  deriendra  identique,  mais  Téquation  (3g)  donnera 

(4o)  — 8in-y-  +  e  8in(-j--^ïf**ûTl  +  e  sini— —  4''s»nrj  4..*.  :?= 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

.,  .  T  e  sinfîTSintj.+tf  8mf4iPS»nT)+etc«.« 

(40  tang-r=  s    ■  .^  ■    ■       ■    ■ 

^      '  ®  4  »        -îr0O8t        ,     .      ^       -4îtC08t 


7+e 


cos(it8Înr)+«"  co8(4^8inT}+^tc«.. 


Prenons ,  pour  fixer  les  idées ,    t  =  -^  •     Alors  on  aura 


sinT  =  —  » 

a 


cos 


.=  -5^. 


(  «4«  ) 

et  Ton  tirera  de  la  formnle  (4i) 

^  '^>4  -4.21^^        ^lÔ^lS^       -56^^i^ 

—  ^ê  *^$  4"*  +.1. 

a 


CoDceTons  à  présent  que  l*oû  pose 


tang —  =sa: 


Où  trouyera 


,    t  «  f  1 

ftin  —  =  ■■  j  #  cos  —  =  ■■  /    ■  z»  I 

2  l/i+x*  a  \/i+œ« 


fld?  ao» 


s 


a  *  ' 


1-COS 

^  6IÛ  — 

a 


pois 9  en  désignant  par    n    un  nombre  entier  quelconque» 

n'irfi-cosT+l/Tishir) .    n'irfi-cosr-i/^isinir) 
0  eos(n*irsuiT)  =  6 


m^-i'ammmmmmumtmmikti^^m^mmmmi^^mm^^ii^mmmm^mtÊmmmmmMU^m 


^       ^afi»ira?|/!î(l+tfjj/ri)-»      -aîi*îrfl?V/ri(i-a?y/:;)-» 


0  H^MaaAMMMMM^hlrihMMWMrift 


^haifc 


J 


^.        n"îr(i«cost+i/.i8inT)     n>7r(t-cost-i/.i8iQt] 
a  sin(n*irsmT)  =  «  '    ■ 


a\/-i 

t=:a  ■  »  ■  I  ■    I 

aV/"i 


Cela  posé^  la  formule  (4i)  donnera 


(  *40 

|ei  eonstantes    A^,,    A^^  A^^  A%,  A^^  etc.,  étant  détermlo^  far  le»  é^uatioai 


(44) 


^,5:^^0ir(r''4.40'*^^9r^''+ 16a  "'•"'  + 


l6ir 


't4î'  \^    +4  *      -1-9  ^      +ï6  ^       H-'"'*' 


■^T^jjV^    +4  ^      +9  «      +16  0        4. 


••• 


etCi 


de  telle  aerte  qu'on  aura  généralement ,  pour    n  >  0  , 


(45) 


la  valeur  do    5»    étant 


et  le  double  lifM  xb  deTtBl  étro  réduit  au  signe  4*  ou  au  aiguë  ~  .  auivant 
que  le  nombre  entier  n  i ora  ou  ne  fera  pai  de  Tune  dea  fbrme»  4  m ,  4  m  -f  1 ,  Si, 
dam  Téquation  (45)  i  on  attribue  au  nombre    n ,    i.*  les  yaleun  impairea 


s»*  lea  yaleuri  pairei 


p 9       fit  t«t  tiîi 4*  *  » 


ttf       4  f       .6  »  ••*  am I 


on  en  tirera  aucoeiiiTemfint 


\ 


1 


(  ^Ai) 


I    vrf,  =  Si  i 


(47) 


y*,  =  54  — 454  +  65i  — 45j  +  5i, 


etc*  •!••••« 


^„^.=HO"[^««^.--r^'--^  ""rr"^  ■?«-.->-... +5;]. 


(48)     {     ^ô  =  >*-^5é4-65i— ioS4+io5j  — 5S,  +  54, 


etc. 


De  plu5  •  comme  dn  a  »  en  rertu  de  la  formule  du  binôme  »  et  en  supposant    0'  <  1  » 


(49) 


(i+aî»)ï-i         I  (  I      ,   .     1.5     4        1.5.6 


"4"  **  ^>r %P' 
^  4.6 


4.648 


5p7  -j-  ««,  I  I 


il  est  clair  que  l'équation  (4$)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 


(60) 


AtX  +  Aim^  -+•  A^x^  +  ©*c... 


1 

1 


^  — -|g^+^g^+    Î'g'g    «y  +  .o      |^o4*^,JC*4.-^4SD^  +  -rf(}a5*+... 


Lorsque ,  dans  cette  dernière ,  on  déreloppe  le  second  membre  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  œ  »  le  développement  doit  coïncider  »  quel  que  soit  x  »  arec  le  po' 
lynome  renfermé  dans  le  premier  membre;  d*où  l'on  conclut 


(fil) 


Ai  =  —  A^  # 
2 


At  —  —  Ai —p  Ao  i 

At  =  —  Al  —  — 7-  A%  +      ,  ^   ^ff  I 
a  a.  4  a.  4*^ 

etc 


^  t      a  2*4  a*4«6  ^  aj4«**(^'n+9) 


(  844  ) 

Enfin ,  si  Ton  reporte  dans  les  formules  (5i)  les  voleurs  de    A^ ,  /^a  »  ^3  •  ^4  »  

tirées  dos  équations  (44)  »  ou ,  ce  qui  revient  au  méme^  des  équations  (47)  et  (48) ,  on 
trouvera 

/  *       1        -W    I        "•4'f    I        -9«f     I        -lÔTT    , 

et  l'on  obtiendra  des  relations  dignes  de  remarque  entre  les  {lommes  désignées  par    Si , 
5,,  Si  p  etCf.     Pn  aura»  par  exemple, 

(53)  5,  =  i.(5.-|5.j. 

DU  p  en  d'autres  termes , 

-ic  3   ^4»         5    -gir  5    -l6ir 

e      +4   «         +9   «        +16   «  +*M 

(H)  I    =7-U     +4   «        +9   a    "^  +16   «         +-0 


i5  /   -ir  -4ir  -9«r  ^    -i6ir  ,  > 

—  gj^V*     +4^      +9«      +ï6«       +. ..•..•.;. 


lÊm 


SUR  QUELQUES  PROPOSITIONS  FONDAMENTALES 

DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS. 


Soit    f{z)     une  fonction  qui  s'éTanouisse ,  lorsqu'on  attribue  à  la  variable    sf    des 
valeurs  infinies ,  réelles  ou  imaginaires  »  et  supposons  que  le  produit 

m 

se  réduise  alors  à  une  constante  déterminée  ^.  D'après  ce  qu'on  a  dit  dans  le  pre- 
mier volume  des  Exercices»  page  iio»  le  résidu  intégral  de  la  fonction  f{z)  sera 
précisément  égal  à    ^  »    en  sorte  qu'on  aura 

W  <S(( /(»)))  =  /. 

Comme  cette  dernière  formule  peut  servir  à  résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes^ il 
importe  de  bien  fixer  le  sens  de  la  proposition  qu'elle  renferme.  Tel  est  l'objet  dont  nous 
allons  d'abord  noué  occuper. 

J'observerai  en  premier  lieu  que  ^  dans  le  cas  où  l'équation 

a  une  infinité  de  racines ,  l'expression  résidu  intégral  désigne  la  limite  vers  laquelle  la 
somme  des  résidus  partiels  de  la  fonction  f{z)  converge  de  plus  en  plus»  à  mesure 
que  l'on  fait  entrer  dans  cette  somme  un  plus  grand  nombre  de  termes.  Or  la  valeur  de 
cette  limite  peut  dépendre  de  l'ordre  dans  lequel  on  range  les  résidus  partiels,  pour  les 
ajouter  les  uns  aux  autres.  C'est  ce  qui  arrivera  »  par  exemple  »  si  l'on  suppose 

f[z)  = : . 

2sm7r2 

Alors  l'éqtiation  (5) ,  réduite  à 

(4)  «sintr^ss.o , 

IL*  ANRix.  35 


(546) 

aura  i.*  deux  racines  nulles  »  correspondantes  à  un  résidu  pareillement  nul  »  2.*  des  ra- 
cines positives  emprises  dans  h  sérii» 

(5)  i  p  2  »  S  »  4  >  etc..  , 

et  auxquelles  correspondront  lés  résidus  partiels 

(o)  1 ,  — ,         y ,         — ,        etc..  ?. 

9k*  des  racinos  né^tis€9è  oomprîses  dass  la  série 

(7)  — 1»       — a*       — 5,       —4»  etc..»  ^ 

et  auxquelles  correspondront  les  résidus  partiels 

III 

Or,  si  dans  Taddition  des  résidus  partiels,  on  suit  Tordre  de  grandeur  des  valeurs  nu- 
mériques des  racines ,  en  ajoutant  toujours  simultanément  les  résidus  qui  correspondent 
à  des  racines  égales  »  mais  affectées  de  signes  contraires ,  la  somme  obtenue  sera  cons- 
tamment notle ,  et  Ton  pourra  en  dire  autant  de  la  limite  vers  laquelle  coùvergera  cette 
tomme  »  à  mesure  que  Ton  y  fera  entrer  un  pins  grand  nombre  de  termes.  Donc ,  sU'oa 
considère  la  notation 

comme  destinée  à  représenter  la  limite  de  laquelle  le  résidu 

,      '  «po»    f  fircosnt\\ 

s'approche  indéfifiiraMt  pour  des  valeurs  croissantes  àe    n,    on  aura 

Mais  si»  dans  Taddilion  des  résidus  partiels^  on  n'a.  point  égaMi'  à-  l'ordre  dcgnaBdeor 
des  valeurs  numériques  des  racines  ;  si ,  pour  ikf^n  les  idées  ',  on  ajoute  aux    n    premiers 


(  »47) 
termes  de  la  série  (8)  les    n-{^m    prettiier^  terne»  de  la  série  (6) ,    m  et  n    étant 
deai  nembres  ealiers  qaekoDfaes ,  en  obtiendra  b  somme 


n+l    '    n+a  Ji+ffi 


qui ,  se  trouvant  toujours  comprise  entre  les  denx  ^nantîtes 

<■"  '(■  +  t)'     '{'+-^)- 

[voyez  la  page  397],  pourra  conrerger  vers  une  Umite  finie  et  positire,  ou  même  vers 
une  limite  infinie ,  tandis  que  les  nombres  tn  et  n  cr0lti<enl  indéfiaiment.  On  arri- 
verait à  des  eonclosioos  du  même  genre,  si  Ton  ajoutait  au  n  firemiers  termes  de 
la  série  (6)  les  n^^-m  premiers  tttvMs  de  la  série  (8).  fterioment  alors  la  sowms 
obtenue»  et  la  limite  vers  laquelle  cette  somme  convergerait j  deviendraient  négatives. 
Ainsi»  dans  le  cas  que  nous  considérons»  le  résidu  intégral 


i«/w»='t((.f^)) 


aura  une  valeur  générale  indéterminée»  qui  pourra  être  finie  ou  infinie»  positive  ou  né- 
gative; et  la  formule  (11)  ne  fournira  qu*une  valeur  particulière  de  ce  même  résidu. 

Revenons  au  cas  où  f{z)  désigne  une  fonction  quelconque.  Alors  l'équation  (3) 
pourra  offrir  non-seulement  des  racines  réelles  »  mais  encore  des  racines  imaginaires.  De 
plus  toute  yoriettr  imaginaire  de    z    pourra  être  présentée  sons  la  forme 

(i4)  z  =  r0PV=T, 

r  désignant  une  quantité  positive  appelée  module ^  et  p  une  variable  réelle»  com* 
prise  entre  les  dem  limites  —  ir  «  +  «r .  Enfin  Ton  pourra  concetoir  que  les  turial^le» 
réelles  r  et  p  représentent  deux  coordonnées  polaires  »  savoir  le  rajon  vecteur  d*uu 
point  mobile  »  ce  rayon  étant  compté  à  partir  d*une  origine  fixe  »  et  l'angle  que  fait  le 
même  rayon  yect'eur  avec  un  axe  fixe  passant  par  l'origine.  Gela  posé  »  imaginons  que  » 
dans  le  plan  des  coordonnées  r  et  ]p  »  on  trace  une  courbe  fermée  ou  un  contour 
fermé»  dont  la  forme  varie  sans-  cesse  et  de  manière  que  ses  différents  points  s'éloignent 
indéfiniment  de  l'origine.  Supposons  d'aiHeurs  qu^on  ajoute  les  uns  aux  autres  hes  résidas 
partiels  de  la  fonction  f{z)  correspondants  à  des  valeurs  de  r  et  de  p  qui  in- 
diquent tfes  points  situés  dans  TiAtérieur  de  la  courbe.  Le  nombre  des  termes  dont  se 
composera  la  somme  ainsi  obtenue  croîtra  sans  cesse,  et  la  limite  vers  laquelle  conver^^era 


(•^48) 

celte  somme  pourra  dépendre  dé  la  nainre  de  la  courbe  dont  nous  avons  parlé.  Dmc  k< 
résidu  intégral  de  la  fonction  f{z)  »  qui  n*est  autre  que  cette  limite,  aura  le  pk 
souvent  une  valeur  générale  indéterminée.  Mais  il  n'en  sera  plus  de  même  si  la  coori^ej 
est  réduite  à  la  circonférence  d'uir  cercle  dont  le  centre  coïncide  avec  l'origine,  et  dont 
le  rayon  R  croisse  de  plus  en*  phis.  Alors  là  somme  des  résidus  de  f{z)  corm- 
pondants  à  des  points  situés  dans  l'intérieur  du  cercle ,  c'est-à-dire  •  la  somme  des  r> 
sidus  correspondants  aux  racines  dotit  le  modulé' sera  inférieur  k  R  ^  se  trouvera  re> 
présentée  par  la  notation 


(■5) 


(o)      (-«•) 


[voyez  le  i.*'  volume  des  Exercices»  page  207]»  et  pourra  converger  vers  une  limite 
déterminée,  tandis  que  le  rayon  R  deviendra  de  plus  en  plus  grand.  Cette  dernière 
limite  sera  une  valeur  particulière  du  résidu  intégral 

U{  /(»)  )) . 

que  nous  appellerons  valeur  principale,  et  qu'il  ne  faut,  pas  confondre  avec  la  valeur 
générale  ci-dessus  mentionnée.  Dans  l'exemple  que  nous  avons  déjà  traité ,  le  résidu  in- 
tégral 


^«/'^)))=«!^((^^)) 


a  pour  valeur  gé^iérale  une  quantité  indéterminée ,  mais  sa  valeur,  principale  se  réduit 
à  zéro. 

Les  observations  que  nous  venons  de  fait*e  s'étendent  au  cas  même  oii  »  la  fonction 
f{z)    se  présentant  sôus  la  forme  d'une  fraction ,  il  s'agirait  d'évaluer  le  résidu  intégral 


relatif  aux  racines  de 


/w 


=  0  «    qui  rendraient  le  dénominateur  de  la  fraction  nul , 


ou  le  numérateur  infini.  Supposons ,  pour  fixer  les  idées  » 

m  -  M. 


Alors  les  valeurs  principale»  des  deax  expressions 


fW 


((  F(')  )) 


r 
* 


(  «4d  )  • 

'^    ne  seront  antres  qae  les  limites  vers  lesquelles  converçeront  ie^  résidus* 

« 

(fl)rW    ((  t{z)  ))  WrW     •  f(z) 

{^fy^^y-     F(*)       '  (.)<-'(.,)    ((F(«)))    ' 

,  It  -     tandis  que  le  module    R  <  deriendra  de  plus  en  plus  grande  ' 

11-  est  maintenant  fiicile  de  s'assurer  que-,  dans  la  formule  (*) ,  le  résidu  intégral  ' 

la  fi'))) 

doit  toujours  être  réduit  à  sa  valeur  principale.  Effectivement  «  pour  y  parvenir ,  il  suffit' 
^       d'observer  que  cette  formule  peut  être  déduite  de  l'équation  (64)  de  la  page  9i3  du  i.*' 
'*  *'       volume  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 


Supposons  que  la  fonction  f{z)  ne  demeure  pas  infinie  pour  9  r=  n .  Alors ,  en 
remplaçant  i  par  z,  f{t)  par  f{z)»  et  r^  par  zéro /dans  Téquation  (64)' 
de  la  page  si 9  du  premier  volume,  on  trouvera 

(o)      (-«•)  air  */  -» 

J'ajoute  que  la  formule  (16)  s*étend  au  cas  même  où  la  fonction  f{z)  devient 
infinie  avec    —  »    pourvu  que»  dans  ce  cas /on  considère  ie  résidu  de    f{z)     relatif 

z 

à     s  =  o    comme  renfermé  dans  la  somme  désignée  par  la  notation  : 

(R)  c  W 

(0)      {'ir) 

En  effet». soit    m-  ^le  nombre  des  racines  nulles  de  l'équation  (3),  et  faisons»  pour 
abréger  » 

Les  premiers  termes  du  développement  de     f{z)     suivant  les  puissances  ascendante! 
de    z    composeront  le  poIjQome 


f(o) 


^m 


1  V{0)  X  r(0)  1-  f<"-0(0)   : 

"*"  «"-i       1      ''".«—»     i.a    ■•■•""*",     1.9.3... (m-i)  •  ' 


et<la  différence 


(  *5o  ) 

^'       ''^'       (  »"•    ^  «"•—       1      ^'"^  t     i.9.3.,.(m-i) 

fera  une  nouvelle  fonction  ^e     z    qui  ne  deviendra  phis  infinie  av^e     —  .      On  aura 

z 

donc,  en  vertu  de  la  formule  (16) , 

Or ,  ai  Ton  substitue  dans  Féquation  précédente  la  valeur  de     w  {z) ,     en  observant  que 
l'on  à,  pour    n>  1 , 

>et  fiour    j^=£i  I 


on  obtiendra  la  formule 


O      (/(«))) \    /^  X— —  /     BôP^=rf{RcP^^)dp ,     /^ 


(o) 


y 


qui  pourra  être  évidemment  réduite  &  la  formule  (i€). 

Cela  posé,  désignons  par  ^  une  constante  déterminée,  et  admettons  qu*en  attribuant 
au  module  r  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes ,  on  puisse  choisir  ces  valeurs  de 
manière  que  la  différence 

(17)  À  =  «/(*)  -  ^=  r0PV=rf(r,pV=r) ^g' 

9 

4*approche  indéfiniment  de  zéro*  quel  que  soit    p>.     En  désignant  par    R    une  des  ra- 
jours  dont  il  s'agit ,  et  par    9    la  valeur  correspondante  de  Tintégrale 

on  conclura  de  Féquation  (iC) 

(R)  p  (») 

(•9)  |;j<r^^((/(.)))=^+*; 


f  i- 


(a)  f  ((  /H  ))  =  ^ 

La  démonstration  précédente  de  la  formule  (a)  subsisterait  encore ,  si  les  Taieurs  de. 
la  différence 

correspondantes  à  de  très-grandes  valeurs  de    z ,    étaient  sensiblement  nulles  pour  des 

valeurs  de    p    sensiblement  distinctes  de  certaines  quantités    P0»  Pi»  Pm»  «t 

demeuraient  finies  pour  des  valeurs  de  p  très- rapprochées  de  p^t  p%  9  p»,»  •••  d^ 
effet,  les  parties  de  l'intégrale  (i&),  correspondantes  à  ces  dernières  valeurs  de  p, 
seraient  de  la  forme 

(«o)  -î—  /  ''^   '•  A  rfp  =  --i-  /  ''*     *  (A,  4.  A^vO  dp  *. 


^*  « 


,    désignant  des  nombres  très-petits ,  et     A,. ,  A.     des  quantités  finies.  Or ,  cha- 
cune des  intégrales  réelles 

étant  égale  au  produit  de  la  somme  f ,  -|-  s>  par  une  moyenne  entre  les  diverses  va^ 
leurs  de  A.  ou  de  A. ,  resterait  fort  petite  dans  Fhypothèse  admise;  et  roapourjmt 
eq  dire  autant  non-seulement  de  l'expression  (20) ,  nnis  encore  de  l'intégrale  (18) ,  dans 
laquelle  toutes  \q^  parties  relatives  à  .des  valeurs  sensibles  de  A  seraient  sensiblement 
nulles.  Ainsi,  pour  que  notre  démonf^tratton  subsiste,  il  suffit  que  des  valeurs  de  A.^ 
correspondantes  à  de  très-grands  moduler  d&  % ,  demeurent  généralement  ou  très- 
pv^tites ,  ou  finies ,  quel  que  soit  l'angle  p,  et  ne  puissent  cesser  d'être  trèa-petites ,  en 
devenant  finies,  que  pour  certaines  valeurs  particulières  du  même  angle.  Il  7  a  plus; 
il  suffit  que  cette  condition  puisse  être  renaplle^  pour  des  modules  de  z  convena- 
blement choisis,  mais  supérieurs  à  toute  limite  assignable ,  par  exemple»  pour  des  module 


(   ^59   ) 

respectivement  égaux  aux  différents  termes  d'ane  série  donnée  et  toujours  eroîssanle. 
Il  pourrait  d'ailleurs  arriver  que  d'autres  valeurs  de  ^  »  qui  correspondraient  è  des 
modules  de  t  très-considérales »  mais  pris  hors  de  la  série  donnée,  fussent  infinies; 
et  c'est  ce  qui  arrivera  d'ordinaire ,  lorsque  l'équation  (3)  aura  une  infinité  de  racines. 

Pour  faire  mieux  saisir  ces  principes ,  appIiquonsJes  à  un  caa  particulier,  et  supposons 

Comme  on  troarera  dans  ce  cas 

(««)  -*/(*>  =  » +  77^' 

« 

il  est  clair  que  le  produit  «/(O  différera  très-peu  de  Tunité,  pour  de  très-grandes 
valeurs  attribuées  au.  module    r    de  la  variable 

z  =  reP^^^  =  r (cosp  +  \/^  sinp) , 

tant  que  l'on  n'aura  pas  sensiblement 

(95)  cosp  =  o, 

c'est-à-dire , 

(a4)  p=:  +  -^,        ou  P  =  — ■^• 

Ainsi ,  dans  le  cas  présent ,  on  tirera  de  la  formule  (aa)    ^=  i  » 

i)'ailleurs ,  en  prenant    p  =  sb  —  ,    on  trouvera    a  =  ±:  r  i/TT  , 

•^     '  cosr 

Or,  cette  dernière  valeur  de    A    deviendra  ipfinie,  si  Ton  pose 

(an+i)tr 
(97)  ^=  a  > 


(  *S3  ) 

n    étant  un  nombre  entier  aussi  grand  que  l'on  voudra  ;  mais  elle  reslera  finie  ;  et  se 
réduira  simplemenl  à  l'uoité  »  si  Tod  poae 


•  ■   y  .  i 


(        I 


t  («8)  r  =  n7r., 

c'esl-à-dire ,  si  Ton  prend  pour    r    un  tonne  4®  1a  série 

I 

■  ^ 

(ag)  o,        ir,        ^itf        3ir,    '    4^9        etc.... 

* 

II  7  a  plus  :  si  le  nombre  entier  n  devieni  infiniment  grand ,  la  valeur  de  A  cor- 
respondante à  r  =  n)r«  restera  toujours  finie,  lorsqu'elle  cessera  d'être  infiniment 
petite,  ou,  ce  qui  rerient  au  même,  lorsque  l'angle    p     diiTèrera  très -peu  de  Tune 

des  quantités    —  —  ,  +  —  •     P<>^  1^  démontrer»  nommons  '  -^     le  module  de  la 

a  9 

différence    A    et    $    un  arc  réel  choisi  de  manière  à  yérifier  Téquation 

■  • 

(3o)         cR (cosÇ  +  i/:rsin5p)  =  A  = .  .    ^_* >     ^    ^ ■  . 

On  tirera  de  cette  équation 

4 


f3i\  «■= — 

^     '  ^  e»''«-/'+acos(ar8in/?) +  <-»'-•-/'   * 

Si  maintenant  on  cherche  les  maxima  et  minivtia  de  Texpression 

(3a)  «•'"•-/'4-ai»s(arsinp)+«-*'"*«^, 

en  considérant  ^p     comme  seule  variable,  oq  reconnaîtra  qu'ils  sont  donnés  par  la 
formule 


•  ♦ 


acosp.sin  (arsin/?)  +  (^■''•••i'  —  <-■''•••/')  ainp  =.o , 

•     M.' 

I 

il  laquelle  on  ne  peut  satisfaire  qu'en  supposât 

* 

(35)  cosp  =  o ,  ou  .    (34)  mïp  =  o , 

puisqu'on  en  tirerait  dans  toute  autre  hypothèse 

4rcosp  *"       ^rsinp -  :     .  .     '. 

IL*  KmkB.  34 


(  »84  ) 

«tf  ar  luhe 

(arcosp)»     .    (arcwp)*    ,    ^ 
'+       ..a.3      +i.a.3.4.5  +"**=•••<•' 

ce  qui  serait  absarde.  Il  est  aisé  d'en  conclare  que  l*expre»sion  (Sa)  admettra  un  seul 
maximum  correspondant  à    skip  =s  o ,    satofr » 

(55)  »•'' 4- a  4- <-»'•  =  («'■4- #-'•)•, 

et  un  seul  mimmttm. correspondant  à    cosp  =  o  ,    savoir  » 

Dmc  Ja  qnnftiié    ;s^*    aéra  comprise  entre  les  limîtes 


<">  '  i-TT^Ï- 


1 


cos'  r 


et  le  module    ^    de  la  ^érence    A    ne  surpassera  jamais  la  yalenr  numérique  du 
rapport 

(58) 


CDsr 


Ce  rapport  devient  infini ,  comme  on  devait  s'y  attendre ,  quand  on  suppose 

(aw+iW 
a 

Mais»  si  Ton  prend  r  =  n7r,  la  valeur  numérique  du  même  rapport  «  ou  la  limite 
supérieure  du  module  ^ ,  se  réduira  simplement  à  l'unité.  Donc  alors ,  dans  la  dif- 
férence A  ,  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  {^  seront  renfermés  entre  les  li- 
mites —  I  »  + 1  »  ot  cette  différence  aura  toujours  une  valeur  finie ,  quand  çlle 
cessera  d'être  infiniment  petite  «  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

On  aura  douc>  en  vertu  de  la  formule  (a) , 
pourvu  que  l'on  réduise  le  résidu  .        i 


»  >    •« 


(  sS$  ) 


»"■    >  9> 


((Z(.-  +  .-))) 

à  sa  Taleur  principale.  La  formule  (Sg)^  iUi^t  d^f elcffiée  »  fournil  l'éfmlkw  COWiie 
(4o)  i___  +  ___4.eto...=_. 

De  tout  ce  qu'on  vient  de  dire  «  il  résulte  qu'on  peut  énoncer  le  théorème  suirani. 
1.**  THioaftvB.  Si,  en  aiiribuani  au  modute    r    de  ta  variable 

zz=zr  (cosp  +  |/!T  sînp) 
des  valeurs  infiniment  grandes,  an  peut  Us  choisir  de  mimiàrç  nue  le  praduU 

(0  «/w     . 

deviesme  sensible/mms  égal  à  une  amsUmUé  di$etminie  g,  ^mel  fica  seii  sFailkurs 
€  angle    p»    au  du  mmn$  de  manière  que  ta  diffétenm 

resu  toujours  finie  eu  infiniment  petite,  et  ne  cesse  if  être  infiniment  petite,  en  demeu- 
rant finie ,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  de  V angle  p  /  ^>^ 
aura 

(«)  <S(( /(*)»=/. 

pomrwt  quù,  dam  Upremien «umfaw  d»  féqvMàdii  (s)«  9» ridvà$»  le  téiiém intégral  : 

à  sa  valeur  principale» 

Corollaire  i.^  Lorsque  les  conditions  énoncées  dans  le  théofème  précédent  sont 
remplies ,  la  Taîeur  principale  du  résida  intégral 


(  a56  ) 
est  complètement  déterminée  par  la  formule  (9).  En  d'autres  termes ,  Texprcssion 

8'ap|»roche  mdéfimment  d*ane  limite  fixe ,  tandis  qtie  le  nombre    Si.    derient  de  plu» 
en  plus  grand,  et  cette  limite  fixe  est  précisément  la  constante     g.     Donc,  si  Ton 


nomme 

M  ^  S»  «•  «M 

•  •• 


(40  •'r»  ^t  f  ^9  9    •••    «•n  p 


les  divers  modales  des  racines  de  l'équation  (3)  »  rangés  par  ordre  de  grandeur ,  et    u„ 
la  somme  des  résidus  partiels  »  relatifs  aux  racines  qui  offrent  le  module    r,, ,     la  série 


•  •• 


(4s)  U^,  Ur,  tt,  ,    ...     Un, 

sera  convergente ,  et  Ton  aura 

(45)  tto  +  <*i  +  ti«  +  etc.  =  ^* 

Si ,  au  lieu  de  prolonger  la  série  (49)  à  Tinfini ,  on  l'arrêtait  après  un  certain  terme  r 
la  somme  des  termes  conservés  ne  serait  pas  rigoureusement  égale  à  g,  mais  la  diffé- 
rence entre  cette  somme  et  la  somme  de  la  série  serait  représentée  par  Tintégrale  (i8). 
Nous  montrerons  »  dans  un  autre  article ,  comment  on  peut  calculer  par  approximation 
l'intégrale  dont  il  s'agit  «  et  par  conséquent  le  reste  de  la  série  (4a)* 

Corollaire  a.  Si  le  nombre  des  valeurs  de    p,     dans  lé  voisinage  desquelles  la  diffi- 
-rence 

cesse  d'être  infiniment  petite  en  demeurant  finie  »  croissait  indéfiniment  avec  le  modale 
r  de  ht  variable  z ,  alors,  pour  que  l'on  pût  compter  sur  l'exactitude  de  l'équation 
(y),  il  deviendrait  nécessaire  que  la  somme  des  intégrales  semblables  à  l'intégrale  (ao), 
s'aprochftt  indéfiniment,   pour  des  valeurs  croissantes  de    r,     de  la  limite  zéro. 

Exemples.  Appliquons  maintenant  le  théorème    i    à  quelques  exemples;  et  posons 
successivement 

Il  1  •    •  •  • 

(44)  /(g)  =  —  ■/   ^^ ,  (45)'        /(^y— __UL! — ^. 

On  aura ,  dans  l'un  et  l'autre  cas ,  ^=  i  •  De  plus ,  les  valeurs  de  à  ,  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  précédentes  de    f{z) ,    savoir. 


(  «57  > 

resteronl  toujours  finies  ou  infinimonl  pelites ,  la  première ,  pour  toutes  les  valeurs  de 
r    comprises  dans  la  série 

i  5  5  7  ^ 

(48^  —  *r,  —  ff,  —  ff,  —  ir,  etc..  , 

^     '  a  a  9  a 

et  la  seconde  pour  toutes  les  râleurs  de    r    comprises  dans  la  série  (sg) ,  et  ne  cesseront 
d'être  in^Un^t  petites  »  en  demeurant  finies ,  que  pour  des  valeurs  de    p    trfcs*Yoisine^  / 

de    +  —     ou  de   '  —  —  .     Cela  posé ,  on  tirera  de  la  formule  (s) 
a  a 

HO)     i((T-;aîï^))=-        (^)     <!^({t7SS^))=-- 

puis^  en  développant  les  équations  (49)  et  (5o) ,  on  retrouvera  les  formules  connues 

(5.)  »  + j+.7  +  -ik-*-''*^"=T  • 

(5s)  »  +  ^+^  +  ^+etc...=^. 

Lorsque  la  série'(49)  est  divergente,  l'équation  (a)  ne  saurait  subsister,  et  par  con- 
séquent Ton  peut  être  assuré  que  les  conditions  énoncéea  dans  le  théorème  1  ne  sont  pas 
remplies.  Ainsi ,  par  exemple ,  si  Ton  suppose 


m    désignant  un  nombre  entier  quelconque  »  la  série  (4a)  deviendra 


(54)  o, —  ,        ^ —,        ^T"'      *  +  etc... . 

et  sera  divergente.  Donc  alors  il  sera  impossible  d'assigner  au  module  de  z-  une  va- 
leur telle  que  la  différence  A  reste  finie  ou  infiniment  petite ,  quel  que  soit  p  •  Cette 
conclusion  est  d^autant  plus  remarquable  qu'on  a,  dans  le  cas  présent,  ^=0  ,  et 
que  l'expression 


sm  +  7 


A  =  eflz)  =z  — ; r 


(  9&8  ) 

I 
r«'»-^*[cog(am+a)p+(/ri8iD(flm+a);>] 

^  r  »  («M  9  ^  4.  V;;=r  HD  a  f  >  .  ^— r  *  («M  A  ^  4- Vi=r  tia  a  ^) 


s'éranouii  ea  général  pour  des  yaleun  infiniaê  da  modale    r    de  la  tariable    s  •    Mau, 

si  l'on  attribae  à  Tangle    p    Tune  des  valeurs »    +  —  ,    la  même  expression 

réduite  à 

^aiii4-9 

8m*r    '^ 

deviendra  infinie,  quelle  que  soit  la  valeur  infinimeui  grande  attribuée  au  module    r« 
ce  qui  s'accorde  avec  la  conclusion  à  laquelle  nous  étions  partenus. 

Lorsque ,  dans  la  formule  (s) ,  on  suppose  la  constante    ^    réduite  à  zéro ,  on  obtient, 
au  lieu  du  i.*  tbéorëmo,  Celui  que  nous  aUons  énoncer. 

9.*  TaioBâiiB*  Si,  en  attribuatU  au  moduU    r    delà  variabtc 

z  =  r  (cos/>  -t-  I/hT  sinp) 
du  valeurs  infiniment  grandes,  en  peui  Us  elioisir  dé  manière  que  le  produis 


(1) 


^/(O 


devienne  sensibltment  égal  à  zéro,  quel  que  soit  d^ailleurs  Cangle  p,  ou  du  meim 
de  manière  que  es  produit  reste  toujours  fini  ou  infiniment  petit,  et  ne  cesse  d^iUe  in- 
finiment petit,  en  demeurant  fini,  que  d(tns  le  voisinage  de  certaines  valeurs  parti- 
culières de    p  ;    on  aura 


(55) 


i((/(*)))  =  o. 


pourvu  que ,  dans  le  second  membre  de  C équation  (55) ,  on  réduise  le  résidu  intégral 


liiA'))) 


à  sa  valeur  principale. 
Exemples.  Posons  successivement 


(56) 


1     «•+«— 

fie)  zsz  —        ■  ■    ■ 
•^^•^        %\    «»-s-* 


(S?) 


(  »59  ) 
Alors  »  si  l'on  aUrtbOfe  au  module  de    t    une  valeur  infiniment  grande  prise  dans  la  série 
(48)  »  le  produit    zf[z)    deTÎendra  infiniment  |)etift«  quel  que  soit  l'angle    p.     Par 
suite  la  formule  (55)  entraînera  les  4eax  équations^ 

('»)      H[i^^^)h-       ^^     ({■^})=»' 

qui  coïncident  Tune  et  Faotre  arec  la  formule  (5i)..  Il  est  d'ailleurs  &cile  de  s'assurer 
^e  ces  deux  équations  s'accordent  ei^tre  «lies ,  ai^onda  que»  powyaaser  de 
à  la  seconde ,  il  suflit  de  remplacer    t    par    z^TT,- 

Prenons  encoror 


'  (60)  /(s)  = 


(«v-e-")coa*s 


a  et  6    désignant  deux  quantités  positives.  L'équation  (3)  sera  Térifiée  non-seulement 
par  la  valeur    s  =  o,    mais  ^coro  par  les  valeur»  de    z    comprises  dans  les  deux  séries 

(61)  ± — \Ai  p     ± — i/T»     db — L/tr,       etc., 

(6«)  i:-r»  i—r»  ïfc'-r»  etc.... 

ôr^  si  l'on  attribue  au  module  de    z    une  valeur  infiniment  grande,  tellement  choisie 
que  la  différence  entre  cette  valeur  et  le  terme  le  plus  voisin  de  chacune  des  suites 

(od)  —,  —,  -^ ,  elc».. , 

(64)  rr»  TT'  rr»  ^%c... ,     . 


2b  '  2b'  2b  ' 


♦ 


soit  une  quantité  finie,  le  produit     'zf^)     deviendra  infiniment  pçtit,  quel  f ue  soit^ 
Fangle    p .     On  aura  donc ,  ea  veria  de  la  formule  (55) , 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


=  0, 


(  s6o  ) 


1 

a 


(66) 


I 
4" 


fr 
a 


r+ 


2irb  %irb 


5^6 

<    •    +6 


5y6 

a 


^f"  •  •• 


I 


ira  9a 


-« 


3«a 


Sirg 


+  .* 


PareiUemeiik ,  si  l'on  désigne  par    î(t)    el    F(^)    deoz  fonctions  entitoes 
trouvera  successivement 


z,    on 


(67) 


(68) 


(69) 


Hf(«)  («"-«-")««»*« J)^°' 


Si  Ton  suppose,  pour  plus  de  commodité,  que   »  ^  ^ 
et  que  les  racines  de  l'équation 


soit  une  fonction  paire  de    s 


(70) 


F(*)  =  o 


r 

soient  inégales  entre  elles  ;  en  désignant  par    9i  f  z^^*..     ces  mêmes  racines,  ou  tirera 
de  la  formule  (67) 


a  14    fJÔJ 


f(f^.) 


T  + 


f  (x  «^0 


_/5r      ^«  \       «rA  wb     '     «/a**      ^\        a»*  air 


(70        -J. 


'(S) 


M—! 

(sr  \         «^  wa  i?/5sr\        2««  3«« 


1 


f(*0 


F(..)    {/'•.s-"0co86,. 


Si  Ton  suppose  j  au  contraire  »  que    -^pr   soit  une  fonction  impaire  de    z ,    choisie  de 
manière  à  s*évanouir  pour    2;  =  0  9    on  tirera  de  la  formule  (68) 


(  «61  ) 


,(vc.f(^V/.-;)    .    *  iAf(^t/.l) 


e   "   ~e 


(7.)  (  _  .  Wt)    _^  '(x)  ■  ^ 


r(o)        1  f  f(s,)  ■  f(sO  t 

CouceTons  en  pariicolier  que  Ton  pose  dans  l'équation  (7 1  ) 

f(0 î_ 

•F(z)   ~    «»  +  c'   • 
et  dans  Téquation  (7  a) 


Alors  on  trouvera 


•  I4-   - (f)'  /t./"  ^  -Wr '.^.r^  "*"""*  I 


(73)  {=1 


'  j       ' Jl î »  .  i 


+   ' 


2c    («**  +  «-**)9inac   * 
et 


/ 


(74) 

,     •        ^ 

■^ 

a                  13                  I 

ami          a^Yi     '                               ^û          3wa 

-      • 

I 

\          ^nabc*          2n     (e**- 

-e' 

"^')8in«r 

II.*  kmiE. 

35 

Si,  après  avoir  multiplié  par  c'  les  deux  membres  de  Téquation  (73),  on  prend 
tf  =  00  ,  on  retrouvera  la  formule  (66).  Ajoutons  qte ,  si ,  après  avoir  nmltiplié  par  la 
constante  a ,  les  deux  membres  de  cbacuno  des  formules  (7?}  et  (74)  »  on  rédait 
cette  constante  à  zéro,  on  obtiendra  les  équations 


(,6)  — i^ L^+        • 


c 


*n-)     '•+(-)     *'+{-) 


qui  étaient  déjà  connues  «  et  pénvent  s'écrire  ainsi  qu'il  suit 


^77)  ^((»(c'H..')co.6,))  =  *^' 

^7^)  <^(((c.J).lnt.  ))  =  *>- 


Lorsqu'on  pose ,  dans  T^uation  (67) , 


et  dans  l'équation  (68)  ou  (6g} , 


F(*) 


m    désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  on  obtient  les  formules 


(-i)»«+»    f  i  a««i  3» 


(79) 


a         r  1  5""         ^^         5""' 

/      sra  ira  S«i  Sirg      "^      S^na  5^a 

(a*)*         l  u^-«"â*         ,"^.1,"»*"         «»*-tf"** 


(»65) 


(80) 


(81) 


(-i)»t+i 


rSJP-f  K 


•  m«f  S 


vb  wb 


27rb 
e  •   -• 


<       «rfl 
•  l   d   ^  -fl 


•  m4<s 


9ira  smi 


«    "    -« 


4  «   -e 


Sira 


(-0- 


^*m-f  s 


sffi4-a 


a 


^6 


^b         3jr6 


gsMi4>  I 


SIII4-9 


ira 


3^m 


5SIII  +  I  j 

^~ "••"! 

5««+i 

5»^  ~ J 

aa  I 


5^6 


a6 


«-'•é-tf 


Si  l'oo  poMÎt ,  aa  contraire  «  dans  l'éqaation  (67) , 


et  dans  réqaatioB  (68)  ou  (69) 


fW  _       » 


*w 


9m4>i     • 


on  trouverait 


(_i)"«+«^. 


1  %•** 


(r) 


1    \  ^'"^ 


(t) 


9*6  ^6  a^r^  a^r^ 


«  «  +« 


«   •  +« 


5t5         5t6 


(8a) 


1  %• 


-,-^im^am  — ; 


(t) 


•  /  1  \  •"• 


(t) 


9ra 


ira 
2b 


Vira'         %va 


---i.,r'-<î:. 


i 


•— •    ^;f/n  '  .  '  J'^  p 


(«"-«-«■)  008*2       ((«"")) 


L 


(  m  ) 


(1  \  ain^'i  /  1  \  am  +  i  = 

,      ,„  .„  . t)  .     (-) 

««.*"«         ««-«"«  «•-«"« 


I  V  ftuv-fi  /  1  \aiii4'X 


(«"  ...(      '  (t)         .    (t) 


=A»*  ; ::l^ h 


;ra  «"a  %fra  ami  3mi  Sira 


»« 


«"-«*'  «*'-«'  «*'-«" 


—  — »•'*+'£' 


(A«»-«-**)siD^«        ((^»'«^i  )) 


». 


m, 


ej^+Z"       ^^^/Tï      ^7ïr^^"iï" 


I  \  am^'i  /  1  \  sm-fi 


« 


'«'  ...(      ■  (t)         .    (i) 


«-a  ^a  .    5^a  3ira      '         S^ra  5«a 


«36^/11     e^+r  »*     0  »*+r  ^^ 


Il  est  bon  d'observer  qoe  les  équations  (79) ,  (80)  deviennent  inexactes  dan&  le  cas  où 
Ton  suppose    m  =  o ,     et  doivent  alors  être  remplacées  par  la  formule  (66)  et  la  suivante 


(85) 


1(_J t + 1 

a*  î       frb  wb  aTrb-  %irb  Tyxb  5^4  ■ 


■4..  f 


^a  <       Tra  ira  2ira  2ira     *"       3^a  Swà  *"  >      .     à^xib 


Lorsque,  dans  les  formules  (82)»  (83)^  (84),     on  pose  successivement     m  =  o 
m=  1  ,  m=  2  ,  elc...  ,     on  en  tire  i.*  la  formule  (66) ,  «.•  celles  qui  suivent: 


(86) 


(8?) 


(  365  ) 


»       1  » 

1 

a«r6           ^irb      *      5 

3^6          5^^ 

a/}   a  vb        vb         3 


ir     fl  1  I  I  l  1 


I 

I               I 

+ 

1 

5 

1 

T 

1 

vb          7rb 

1 

3        3iri           3«-& 
1      *'              * 

5»A          5wA 
1 

ira           ira 

'     3,      5»«          5»a 

Sira          bura 

/ 


•  •  • 


8 


T  •••  9 


irb  irb  A        a«r6  ay6 


(88)         46 


+i 

1 

3^6          5:r6 

+B 

1 

5^a          S^a 

•  »*-*■»* 

•••} 


a4.         A 


1  1    ^ 


•••j: 


î     if        !![f         8      **^* 


1  I 


(89)        =6»! L _L L— -u-i         ._ 


-e   ^-        ..  ^  -,.  ^         »• 


1440  A^ 


»♦ 


«  I 


(  a66  ) 


(90)  =* 


{     21*      __        ^7     5î[*        3»*     '^  laS     5«o  • 


^6 

1 

5ira 
.a6 

5«a 
a6 

•  •• 


ir' 


+  ë^(«--*-)» 


etc. 


Lorsque ,  dans  ces  dermkres  formales ,  oit  pose    6  =:  o ,    on  retrouve  les  équations 
connues 

(90  {  ,«  »  +  »      » +etc...  =  2:^. 

a*    •    34        4*  7*0 


3    '    6         7  4 


etc*  • • • • 
Si  l'on  prend ,  ai|  contraire    6  =  a  •    les  formules  (85) ,  (87) ,  (8g)  donneront 

1  a  ■  S  i_ 

1  11.11  ir' 


•  ••  —      -— -  p 


»        1  1 i  1  i5y^ 

^  etc.....> 
et  . 


(«67) 

\ 


11,11  ir 


1  1  ff5 


•  •  • 


«*  +  «     »  S*   «  •  +.'  »  5*   «  »  +«"  »      . 


etc.*»** 


En  général ,  si  Ton  pose    a  =  b=i ,    on  tirera  de  la  formale  (83) ,  en  y  remplaçant 
m     par     s  m  —  i ,     et  de  la  formule  (84) ,  en  y  remplaçant    m    par     2  m  , 

,,.  ■  (^)""   ,   (t)'-         _. .  ,..■■  r  (((t)'-)) 


21        -^  3^       .^  iî        -^         "  4U/  («*  +  «— )C08« 


(96) 


Les  seconds  membres  des  denx  équations  qui  précèdelit  peuvent  être  facilement  exprimés 
par  le  moyen  des  nombres  de  Bernoulli»  comme  nous  le  montrerons  dans  un  autre 
article.  Ces  éf  oalioBs  oom|ir(s»M»t  d'aiUeors  ooMHie  «m  p«riietttiim  les  fonttifles  {gS) 
et(g4)*  Si  Ton  y  change    m    en    — m  ,     elles  donneront 

^  34'n  +  i  54"«+« 


1  34"«-«  Si«i— I 

é^+r^    «^+/'^    6.~+«"~ 

; 

pourvu  que  le  nombre  enfier    m    ne  se  réduise  pas  à  zéro.  Les  formules  (^7)  et  (98) 
pourraient  eaeere  Se  déduire  des  ^<|uaiions  (80}  et  (81). 

Si  Ton  pose  dans  la  formule  (68) 


• 


et  dans  la  formule  (6g) 


.  (  a68  ) 
f{z*)    déiigaant  uoe  foDCtion  rationnelle  de    t^,    on  tirera  de  ces  formules 


3 


Wao-  ..,  '-..  n»')+  .»._.-,>  f(5*)--... 


(99) 


A0--^M5rA3*)4--J^A5*)-..- 


«• 


(ioo) 


V«        +«  /,C08  — 


9 

Prenons ,  pour  fixer  les  idées  » 

S    désignant  une  quantité  réelle  ou  une  expression  imaginaire.  Alors  les  formules  (99) 
et  (100)  donneront 

I  5 1^ 


e^-tf— «•    1  +  ^4        *tf*9r-^— «îr    ^44.44    e'^-e""^    54+*4 

(101) 

■        •  (t)        ■     .     (t) 


<"0») 


Jusqu'ici  nous  a?ons  supposé  que  les  constantes ,  désignées  par    a  et   fr    dans  les 


(  269  ) 

formules  (67) ,  (68) ,  (69) ,  etc. ,  étaient  dés  quantités  positives.  Mais  il  serait  facile  de 
prouver ,  à  Taide  du  théorème  2 ,  que  ces  formules  peuvent  être  étendues  à  des  valeurs 
négatives  ou  imaginaires  des  mêmes  constantes.  Cette  observation  fournit  encore  divers 
résultats  dignes  de  remarque.  Si ,  pour  fixer  les  idées ,  on  pose ,  dans  la  formule  (68) , 

a  =  Jcos-4- V^sm  -j  t/.,  ,      ^  =  ^os-  +  V/-i"û  -,      ^  =  -;^;j^  , 


m    désignant  un  nombre  ratier ,  et    6    un  arc  réel,  on  trouvera 

(io3)       c(( p7 5 r— p- 5 — -" 

Il  j«m+i     sinl  fc08-+v/ri8in-jn.sinl  (cos     -V/risin-J^ 


=  0, 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


(io4) 


TTsinÔ  .    ,         ^       ^.       -TTsinÔ  .    ,         ^       «x 
e  sin(Trcos0-mO)  +  e  8iD(7rcosô+m8) 

airsînô  -  ^.       -a^rsinO 

e  -cos(a7rCosd)-f-e 

airsinô  .    ,  ^       ^x      -aTrsinS  .   ,  «       «n 

I €  sin(a7rcosG-m9)+«  8in(a7rcos0  +  m0) 


1IH4-I 


>A^ 


*^M>M<*«a 


+ 


4TrsinO  ,^  ^.       -4'^sî'*® 

^^  -aco8(4frCO80}+« 


SfTsiDd   .    ,-       „        ^.       -5frsin6  .    ^-         a  .     m 
1         0  8m(37rcos0-m6)+«  sinfOTrcosO+mô) 


am4-i 


5 
■•^  etc.  • . 


6ir8iDÔ  ,^         ^.      -ÔTTsinô 

e  -acos(oTrcosO)+« 


n 


a  m  4-1 


iî: 


8  8in[(co8  J  +  t/r,8in  |) ^] •  sin [ (cos |  -  {Tism  ^)z]    ((^^-t')) 


La  formule  (io4)  subsiste  dans  le  cas  même  où  Ton  y  remplace  m  par  —m. 
Seulement  le  second  membre  s'évanouît  alors ,  dès  que  le  nombre  m  devient  supé- 
rieur à  l'unité.  , 

Lorsque  ,  dans  la  formule  (io4) ,  on  prend     0  =t  — ,    oii  est  ramené  à  Téquation  (gS). 


Si  l'on  prenait ,  au  contraire ,     0  =  —  ,    cette  formule  donnerait 

IL*  ANNÉE. 
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(  «70  ) 


■■"  J-  "      '■'    '  >^ 


am-f  I 


StVî 


1  I  i  ''^'f 


5  e  +# 


(io5)  _ 


9in<fi  ^%/b  -ît^Î 


1   •     ""^ 


0  -tf 


8  «•-acos.z^/J+tf-»      ((  a«'«+»  ))  * 


puis  on  en  çonclarail^  i.*^  en  remplaçant    m  ;  par    —  t , 


ft^l  n^î  SîT^Ï  3^v^5       *^  Sir^9  SlTy/î 


(io6) 


3  3  a  a 


«        *        +.  ^ 


1         /  1 a 

""  4ïr      \  tf^Vî  -  d-*Vî       TS^vîTp 


»^/i   "*■    g3irVî.,-3;rVF  —  •••j^l/T»' 


3/ en  remplaçant    m    par    — mj    «i^uppoaant  le  nombre    m    sapérieur  k  Tunité» 


Jaai  — 


mir 


^^3  ft^l 


(107) 


«    "    +« 


€08 


0. 


Ajoutons  que,  si  Ton  remplace    m    par    3m  ^    on  tirera  des  formules  (io5)  et  (107) 


«*^5  ^^3 


(108) 


a  a 


6ift«fi        -• 


3»/s  ÎTv^î 


+  elc. 


e  +« 


(-1)  V 


X  \\^m4-i 


•t 


(  «7»  ) 


(log) 


^6j»— I 


v^l 


tt^l 


3w^5 


Sjtv'j 


r  + 


56m  —  i 


Stry/z 


—  —  etc.  =  o , 


0  +4 


+  « 


u 


+  tf 


On  conclura ,  en  particulier  »  de  la  formule  (loS)  »  en  prenant    m  =  o  g 


(1.0) 


(t) 


«'v'j 


w^ï 


Sîry's 


Swv'î 


r-  + 


(t) 


TTTi 


- — -^  -  etc.  =  7- . 


a  a 


+  e 


+  e 


Parmi  les  diverses  formules  que  nous  venons  d'établir  «  les  unes  fournissent  immé- 
diatement les  sommes  de  certaines  séries»  Telles  sont  les  formules  (g3) ,  (94)  »  (gS)  et 
suivantes.  D'autres  «ervent  seulement  à  transformer  les  sommes  des  séries  que  renferment 
leurs  premiers  membres.  Or ,  ces  transformations  seront  souvent  fort  utiles  pour  le  calcul 
numérique  des  sommes  dont  il  s'agit.  Ainsi ,  en  particulier ',  concevons  que  Ton  propose 
d'évaluer  la  somme 


X a?» a^ x^ r 


^^"  ... 


09 


»' 


pour  une  valeur  de    x    très-peu  différente  de  l'unité  »  par  exemple ,  pour    a?  =  1  ^ooo  1 . 
Comme ,  dans  la  série 


1,0001 

'  1,0001 


(1,0001)»— ( — î — y      (1,0001)3 —( — î — ) 

^  \  1.0001/  ^  '        \  1*0001  / 


I     .3    >    ^elc... , 


le  terme  dont  le  rang  est  indiqué  par  le  nombre     i4oooo ,     savoir 


140000 


(.,oooO-'""-(-^) 


140000      ' 


surpasse  un  dixième,  il  est  clair  que,  pour  obtenir  à  un  dixième  près  et  par  un  calcul 
direct  la  somme  demandée,  il  faudra  évaluer  environ  cent  quarante  mille  termes».  Par 
conséquent  le  calcul  direct  de  la  somme  demandée  sera  impraticable.  Mais  il  est  nisé 
de  transformer  cette  somme  à  l'aide  de  la  formule  (85).  En  effet,  si  l'on  pose  dans 
celte  formule 


=  a?  =  1 ,000 1  j 


(  «7»  ) 
et  si  l'on  fait  d'ailleurs ,  poar  abréger , 

ir'  _   9,8696045    _^o ^^^ 

la?  1  (1,0001)  ^   ^       ^'' 

on  en  conclura 


/ 


(,n)  j _-+■  ^    „...  =  ■-■         ^  ^^^^+^^^^_^^ 


a;  05*  »' 


Or,  dans  le  second  membre  de  Fëquation  (m)  »  on  pourra  négliger  sans  erreur  sen 
sible  les  termes  qui  renferment    X ,    et  dont  le  premier ,  savoir» 


'X 


i-n-jc 


d*-« 


a  une  valeu»  numérique  plus  petite  que  l'expression 


1 

3 

X" 

1 
œ 

1 

«* 

/  I  \41S60 

On  aura  donc  »  avec  une  approximation  extrêmement  considérable  > 

4- ...  =  T\ — =  aSoo,  124997...  • 

Xi 

Les  applications  que  nous  venons  de  faire  de  la  formule  (55)  suffisent  pour  en  montrer 
l'importance.  '  On  pourrait,  au  reste,  multiplier  indéfiniment  ces  applications.  Parmi  les 
équations  remarquables  auxquelles  on  parviendrait  de  cette  manière,  nous  citerons 
encore  les  trois  formules 


V 


(„3)  r(f         ■  ___iIîl\V=o 

\\  (cosaw^-cosaica) («*'*'»+«-» '«'•-acosaxrâ)       *     //  ' 


(■i« 


(  »75  ) 
dans  lâi^elles     a  •  s    désignent  des  quantités  réelles  ou  des  expressions  imaginaires , 
et     f{z^)     une  fonction  rationnelle  de    z^ ,     qui  peut  être  quelconque  dans  la  formule 


(i  i3) ,  mais  qui  doit  s'évanouir  avec     —     dans  la  formule  (lis).  Si  Ton  développe  ces 
trois  formules,  on  en  tirera 


,^.,->  r(0+  ^,^.,-.^  ^f{i*)+  ,ï,.^-3>  5A5*)  +  .- 


(ii5) 


A 

n    C      s»(g*''«fg-^*)cosirz     1 1  f{^^)\\ 

""""4"  («^».e-''»)sin7r2;       \\     i     //  ' 

a     tf*^«-aC08aira+tf~"^*  a+i     a»^<*+0-aco5aira+d"'^<*-^«>    -|-»'* 


=  —  8m2ira 

a 


(oosaw2-cosaffa)(«»**+«""»^»-ac08a7ra)    \\     z     ]}  * 


1+^»    ^^'•.tf""^'' 


1 

UJ           ■ 

It; 

4.f 

5         -  3 
e       ^e 

l>>7) 


ir 


e  +6  ycos(ir4/57) 


4-4^  «  +e  Jcos(7rj/»i)+tf  +aco8(a7r^/5ï)  +  e 

Lorsqu'on  pose     «  =  ô,     la  formule  (117)  reproduit  la  première  des  équations  (91). 
Ajoutons  que  ^  si  l'on  prend 


54  +  ^:4    ' 

les  formules  (11 5)  et  (116)  donneront 

«'^-e""^   T+74"  "»     e'^-tf-*^    T^+TT  "^  «3^.^-3^    54+^4    +••- 
(118) 


4«*  I  «^^^» -aco8Jc*|/î+tf-«^'v^ï  ff»*»  I  ' 


(  'li  ) 

■  (t)  ,  ■  (.-ir) 

(119)       {  "^  ^iJr(A-0.aC08afra+e-*^(*-0  (a-i)4+54  "^  " 

frsindfra  1 


*4           4(l-C06aira)* 
9r8fna9r«  ^ 1 

Si ,  dam  ces  dernières  fomroies ,  on  fait  énmoair    s ,    on  en  tirera 


^***^    I  "**  («-1)^   d»^<*-0-acosaira+tf-»^(*-0  +"• 

it*      a+cosaira 


5    '(l-cb6aîra)4 


Sinaira« 


On  peut  encore  déduire  da  théorème  i.**  deux  propositions  qui  méritent  d'être  men- 
tionnées ,  et  que  nous  allons  faire  connaître. 

5.*  TnioRÎiiis.  Si  p  en  attribuant  au  module    r    de  la  variable 

.  ^  =  r  (cosp  +  |/rr  sînp) 
des  valeurs  infiniment  grandes,  on  peut  Us  choisir  de  manière  que  le  produit 

(12a)    ,  z 

'  a 

devienne  sensiblement  égal  à  une  consta^nte  d/Uerminée     g ,     quel  que  soit  tCaUksn 
l'angle    p  ,    ou  du  moins  de  manière  que  la  différence 

» 

reste  toujours  finie  ou  infiniment  petite,  et  ne  cesse  d'être  infiniment  petite,  en  et 


(  1175  )  ' 
mcurant  finit ,  que  dans  U  voUinage  de  urtaines  valeun  par$iculUft$  de     p;     on 


aura 


('«4)  U{f{z)))=g. 

« 

pourvu  que,  dam  U  premier  membre d»  Céquation  (i  a4) ,  on  réduite  te  riMa  intégral 

à  sa  valeur  prineipate. 
Démonstration.  Soit    «  =  «,    oDe  racine  quelconque  de  Téquation  (3).  Si  l'on  pose 

^  =  — I,        «t  =  — e.  , 
on  aura 

dz 

m 

et  la  formule  (4i)  de  la  page  17S  da  premier  volume  donnera 

De  pins ,  comme  le  module  de  la  variable    t    sera  constamment  égal  au  module  de  la 
yariable    z,    il  est  clair  que  l'équation  (is5)  entraînera  la  suivante 

Si  maintenant  on  fait  converger  le  module    R    vers' la  limite     oo  ,     en  trouvera,  en 
passant  aux  limites,  et  supposant  les  résidus 

réduits  à  leurs  valeurs  principales  , 

et  par  suite 

("8)'  ^((/(^)))=3^((/C-V/(-')))-. 

Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'hypothèse  admise  et  du  théorème  i.«';, 


(  »7C  )        . 
on  trouvera  défuutivemeot 

£((/(=)»=> 

ce  qu'il  s'agissait  de  démoatrer. 

DaDS  le  ca«  particulier  oii  la  coDslante    ^    deTÏent  nulle ,  on  obtieut ,  !i  la  place  du 
5.'  ihéorëme,  celui  que  nous  allons  énoncer. 

4>'  TnÈoBBiiB.  Si,  en  atlribuani  au  module    r    de  la  variable 

z  =  r  {cosp  -\-  j/TT  sinp) 

du  valeur»  infiniment  grande»,  on  peut  les  choisir-  de  manière  que  le  produit  (laz) 
devienne  tentiblement  égal  à  zéro ,  quel  que  toit  tf  ailleurs  Cangle  p,  ou  du  tnoitu 
de  manière  que  ce  produit  rette  toujourt  fini  ou  infiniment  petit,  et  ne  cette  d'être  in- 
finiment petit,  en  demeurant  fini,  que  dant  le  voitinage  de  certainet  valeuri  parù- 
eulièret  de    p  ;     on  aura 

(l3o)  .  i((/W))  =  », 

pourvu  que,  dant  le  second  membre  de  Céquation  (l3o]  ,  on  réduite  le  rétidu  intégrai 

à  ta  valeur  principale. 

Corollaire.  Lorsque  la  fonction    f(s)  est  paire ,  c'est-b-dire ,  lorsqu'elle  ne  cbao^e 

pas  de  valeur ,  tandis  que  la  variable  s  change  de  signe ,  on  a  identiquement ,  quel 
que  soit     z , 

Donc  alors  la  valeur  principale  du  résidu  intégral 

s'évanouit. 
Exemple.  Si  l'on  prend 

-  jrcosiri 

■^  ^  '~   zsinffi  ' 
on  obtiendra  la  formule 


tt\a 


n- 


qui  subsiste  effectivement  dans  le  cas  où  l'on  réduit  le  résidu  qu'elle  renferme  à  sa  rtleur 
principale,  mais  peut  devenir  inexacte  dans  ie  cas  contraire,  ainsi  que  nous  l'aron^ 
montré  ci-dessus. 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT 


DES  FONCTIONS  D'UNE  SEULE  VARIABLE 


EN  FONCTIONS  RATIONNELLES. 


Soil  f{x)  une  fonction  qui  deTÎenne  infinie  pour  certaines  valeurs  de  la  variable  . 
œ.  On  pourra  y  dans  beaucoup  de  cas,  développer  celte  fonction  en  une  série  de 
fractions  rationnelles»  par  le  moyen  des  formules  (Sg)»  (60)  »  etc. ,  de  la  page  112  du 
premier  volume.  Maïs  »  pour  n'avoir  pas  d'erreurs  à  craindre  dans  l'application  des  for^ 
mules  de  ce  genre  »  il  importe  de  fixer  d'une  manière  précise  le  sens  des  notations  qu'elles 
renferment  «  et  les  conditions  sous  lesquelles  elles  subsistent.  On  y  parviendra  sans  peine 
à  l'aide  des  principes  exposés  dans  l'article  précédent ,  et  l'on  établira  ainsi  les  diverses 
propositions  que  nous  allons  énoncer. 

I.*'  Théobême.  Si,  en  aUribuant  au  module    r     de  la  variable 

z=:r  (co»/>  4"  V/^  sinp) 

tlcê  valeurs  infiniment  grandes,  an  peut  les  choisir  de  manière  que  la  fonction  f[z) 
devienne  sensible/ment  égale  à  une  constante  déterminée  ^ ,  ou  du  moins  de  manière 
que  la  différence 

f^este  toujours  finie  ou  infiniment  petite,  et  ne  cesse  (Cétre  infiniment  petite,  en  de- 
meurant  finie,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  de  Cangle  p; 
on  aura 


(.)  /w  =  £^^^+/. 


a?-2 


pourvu  que,  dans  le  second  membre  de  C équation  {2),  on  réduUe  le  résidu  intégral 


L 


•  ((  /w  )) 


II.'  Année.  67 


(  »78  ) 
à  sa  valeur  princtpaUé 

Démonstration.  Pour  déduire  celte  prepoeition  du  premier  théorème  de  l'article  pré- 
cédent, il  suffit  de  substituer  à  la  fonction  f{^)»  dans  la  formule  (s)  de  la  page  sSS, 
le  rapport 


«-a?    ' 


et  d'observer  que ,  dans  l'hypothèse  admise  »  le  produit 

t 

deviendra  généralement  égal  à     ^,     pour  des  râleurs  Infinies  de    s.     Gela  posé»  la 
formule  citée  se  trouvera  remplacée  par  la  suivante 

qui  coïncide  évidemment  arec  l'équation  (s). 
Exemple»  Si  Ton  prend 

la  fonction 

/(-)  =  /[»•  (cosp  + 1/7  sînp)] 

conservera  une  valeur  finie,  quand  le  module    r    sera  un  nombre  infiniment  grand  pris 
dans  la  série 

— —   ,  TT  •  •  8  If  •  — —  »  d  ir  ,  elC«  •  .  ff 

a  a  a 

et  celte  valeur  différera  Irès-peu  de  l'unité»  à  moins  que  l'angle    p    ne  defienne  seosi- 
blement  égal  à     db  —  .     Pur  suite  on  trouvera     ^==1 ,     et  l'équation  (a)  donnera 


=  l  +  -2-—     / • V^^ST*! 3l? 5^ 1 


tang 


3ïr  I 

-7-  ^...l  « 


(  «79  ) 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


W)         ,,x  +  ,-.x     =*""4"|      .      /^\. /3^X.     +  /5^N.     -®1<5-1- 


Dans  le  cas  particulier  où  la  constante    g    devient  nulle  »  on  obtient ,  à  la  place  du 
théorème  premier  »  la  proposition  suivante. 

s.*  THioBÊMB.  SI,  en  attribuant  au  moduU    r    de  la  variable 

z  =  r  {coup  -f-  |/rr  sinp) 

des  valeurs  infiniment  grandes ,  on  peut  les  choisir  de  manière  que  la  fonction  f{z) 
devienne  sensiblement  égale  à  zéro,  quel  que  soit  d*ailleurs  CangU  />  »  ou  du  m4>ins 
de  manière  que  cette  fonction  restô  toujours  finie  ou  infiniment  petite ,  et  ne  cesse  d^étre 
infiniment  petite,  en  demeurant  finie,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  par- 
ticulières de    p ,'     on  aura 

pourvu  que,  dan»  te  second  membre  de  fiquation  (5) ,  on  réduise  te  résidu  intégral 

l    ((/(»))) 

à  sa  valeur  principale. 
Exemples.  Si  Ton  prend  successivement  pour    f{x)     les  quatre  fonctions 

i  1  I  1 


9\nx   *  cosa?  '  e'-«— '    '  «'+«—'  ' 


on  tirera  de  la  formule  (5) 


-  .  *  éar  é^       m  m 


C09^ 


î =  /^ L_\_/_J_ i__\ 

(«-«)  ((cosz))       \*+7       *"r/      1*+-"        «-— / 


+ 


(8)       ^      —/,  ^  _  V     '  ^      '  »      \     1  /      t  I       \ 


to)rrî7^ 


-=lr 


OU ,  ce  qui  rcvieut  au  même , 


(  «8») 


\ti^ixy/Tx       v-xyTij     \3ir+M\/ri      5)r-airi/.~,/ 


(10) 
(■0 
(■«) 

(.5) 


3 


9jr'-43!» 


4)r'  +  a:' 


9t'+4* 


a5jr*+4«' 


Ces  diverses  équalions  s'accordeDt  avec  celles  qu'EuIer  a  données ,  dans  Y  Introduction  à 
C Analyse  des  inftnîmtnt  petits.  Si^  après  avoir  développé  les  deux  membres  de  chacune 
d'elles  suivant  les  puissances  ascendantes  de  œ,  oo  égale  entre  eux  les  coefllcienU 
des  puissances  semblables ,  on  retrouvera  les  formules  connues 

1,1  I  ,  B'  I       ,  K         ^' 


(i4) 


3o34o         4^ 


i.a.5.4  ' 


(.5) 


^ 


(    28l    ) 

i 

Les  équations  (i4)  >  ^^^^  lesquelles  les  fonctions    —,     —,    —  >  •••    sont  précisément 

les  nombres  de  Bernouilli»  pourraient  être  immédiatement  déduites  des  formules  (71) 
de  la  page  549  ^"  premier  volume. 

3.*  Théorème.  Si,  en  attribuant  au  module    r    de  la  vœriabU 

zzmr  (cosp  +  V^^  sinp) 
des  valeurs  infiniment  grandes,  an  peut  Us  choisir  de  manière  que  les  deux  fondions 

(.6)  A±tft±,  .  (.7)  /«-/(-) 


deviennent  sensiblement  égales,  la  première  à  une  constante  déterminée  jf,  la  se- 
conde à  une  autre  constante     ^, ,     ou  du  moins  de  manier^  que  chacune  des  différences 

reste  toujours  finie  ou  infiniment  petite,  et  ne  cesse  dHétre  infiniment  petite,  en  de- 
meurant finie ,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  de  Cangle  p  ; 
on  aura 


\ 


(20)  A^)  =  l  ^^{^V^  +3?4-î8^.. 

pourvu  que,  dans  le  second  membre  de  Inéquation  (ao) ,  on  réduise  le  résidu  intégral. 

£  ((  /(^)  )) 

à  sa  valeur  principale. 

Démonstration.  Pour  déduire  cette  proposition  du  théorème  5  dé  l'article  précédent, 
il  suffit  de  substituer  à  la  fonction  f{z)  ,.*  dan» la  fbroNile  (itj4)  de  la  page  275,  le 
rapport 

'  f 

Z'X 

et  d'observer  que,  dans  Thypothèse  admise,  le  produit 


Ml 


(  «8»  ) 


2> 


se  réduira  généralement  à 

pour  des  valeurs  infinies  du  module  de     s. ,    Cela  posé,  la  formule  citée  se  trouvera 
remplacée  par  la  suivante 

qui  coïncide  évidemment  avec  l'équation  (2o)« 
Epccmpks.  Si  l'on  prend 


on  trouvera 

/(*)+/(-»)                              A') -fi")          co»T 

• 

et  par  suite 

Gela  posé ,  la  formule  (so)  donnera 

(21)  col  — =  aî4.<l^ . 


X 


=  35—205  (    ■  -     +     ,  +    ■  -4-  elc- 

■    ff>fl?»-l  ^K^X^-K  9«»fl»»-l 


Soit  encore 


ba 
sm 


(")  /(a!)  = *■" 


ca* 


sm 


f  285  ) 
a«  6  ,  c    désignant  trois  coDAtanteii  réelles  ou  imQgijiaires;  et  sup^o^oos  le  module  du 

rapport  —  égal  ou  inférieur  à  —  ,  afin  que  la  fonclion  f{z)  conserve  une  va- 
leur finie  quand  on  attribue  à  z  —  a  une  valeur  tr^is-peu  différente  de  zéro.  On  aura 
sensiblement ,  pour  de  très-grandes  valeurs  du  module  de     z  , 

a  c'a*  ae  ' 


et  Ton  en  conclura 


^=-' 


b  b 


^•~^ 


Cela  posé,  la  formule  (20)  donnera 


ùa                                                                  .      ba 
»ui ^  sîn 


(23^  «-«  «'  /     .    «\    .     r       1  «-a 


ca 
sm 


a?'-a» 


-  =  T(-H-|)  +  i^ 


((-T^))  • 


OU,  ce  qui  revient  au  même. 


sin 

ha 

siu' 

ca^ 

COS  —  Sm  —^ Cax  COS Sin      K  ^^^a^r-^rj 

c  c  .  ^  c 


cax 


®T       ^^ —  ^^®  ^^ »in -îiiliil-ii  ca;» 

+ 


•  •  •  • 


ce  .  .  c  c 


« 

sîn  — cosilî^SEIi  .^»  •    ^^^  l^V^^-^^'c) 

sm  —  COS ca'  sin— —  cos— ^î- ^ i  ca* 

^  ^  .  c  c 


ca*-7r(a"'X')  air  ca'-27r(a»-aî') 


k 


(  .84) 
Si ,  poor  fixer  les  idées ,  oo  prend    6  =  i  ,  c  =:=  >  ,    oa  tirera  de  l'éqaalion  («4] 


M  .    ...   =T  '  +  -; 


oo.y'i'+"' 

»a' 

,„,  l/.(.-.) 

aa 

" 

r  + 

r  + 

.in  V"<"-> 

»<,•-«(,.■-;..) 

«b  v-'i-'+'i 

aax 

t/a*Ciir  +  a) 

afl" 

V^aîr(j*..) 

ao'-a,r{fl*-«') 

co,  l"'(S.+.) 

c„.  !"'(>-■) 

aa' 

'                3, 

aux 

3lT 

i...-3,(..-.-) 

j : 

sl„   f*-».-.) 

V/4«-(4^  +  »J         3a"+4T(a'-«')  V'4x(4«-î)  aa'-4îr(a"-iF'} 


Si  l'on  prenait     6  =;  i  ,    c  =  i  ,     l'équqtion  (94)  se  réduirait  è  la  formule  (3o]  de  la 

page  1 59  du  premier  volume.  Hais ,  comme  on  aurait  alors    —  =  i  >  — ,     on  ne  foat- 

rait  plus  compter  sur  l'exactitude  de  l'équation  (a4)<  Nous  avons  effectivement  recoDDu 
par  un  calcul  numérique  que  la  formule  (3o]  de  la  page  i3g  du  premier  volume  esl 
inexacte. 

Si ,  après  avoir  développé  les  deux  membres  de  l'équation  (a^)  suivant  les  puissaucn 
ascendantes  de  x,  on  égale  entre  eux  les  coefficients  des  puissances  semblables,  on 
obtiendra  de  nouvelles  formules,  savoir. 


-  / 


(  «86  ) 

.      estait  cosii2E±2.     <5sia-î:!lco8i22EE±± 

sinfr  9  e e  I  g ^_^c ,    ^^^ 

^8in  —  C08    ^    ^ — ^         C81D— -C08— s: i -1, 

_i f g  .  ^ ^  X 

^^  ir(ir-r)  air(air-r) 

-       ,  -  cco»  —  81D —31 — i--LJ-         CC03 sm    "^     .^         ' 

bCOBO  0  C  ^  I  ^  ^1 

■  ..         ï=  —  —        ,       > — y  ""-"*r     ■    ,      .  T-  /  '"     +  ••• 

CCO0 SID-  ^  CCOB 61D — I ^  ' 

C  c  C  ,       e 

(tr-c)t/»'(^-c)  («w-u)4/a»-(a».c)  ^^'"' 

etc 

puis ,  en  po»iDl    6  =^  ,   c  =  a  « ,     on  en  conclura 

C08    t^^(^+'*)  C08    V^^^(^^-*-^«)- 

C08    V^^^^-''^)  C08    ^^^(^^-'*> 

4-4x1 ; î-r .■     ^ — r h  etc. .,  , 

,  g.  I  '  _    '  8ifHAp+^  8in»^,ir(a>+x)  p^^ 

t 

,  8int/^(ir-jr)  8in^/air(«fl'.jc)  , 

■4»  '         ■  — —  ■  -p  etc«i*»««*i«*t«** 

Si  Ton  remplace ,  dans  ces  dernières    x    par    ^rx»    elles  donneront 

IL'  AimiB.  38 


i 


(    2^-) 


(29)  =  I 

COSTra? 

cos.-(i-aaî)  I    C08.  — ^i-yxj  1    co8.  — Ji--x] 

'^   *"  Tf  ,  ,i  5:r/  a     U  6ir/  a     \\ 

COS.  —(14-205)  1     COS. —  114--^»  I  1      COS. —  fi^— a;j 


rt*M 


a  ^.  a  ^ 


(5o) 


1 


siDfTâ;         TTâ; 


8În.7r(l-a3)'      ,  1         SÎD.tirfl J'  1  sîn.SîH  1  -  —  j.' 

"i  _ ,  •  + ... 


\ 


1 


sin.7r(i4-x)'  1      sin«27rf  1  Hr  —  j'  i      sin.3w|i  4- -j^-j  * 

Enfin  »  si  après  avoir  développé' les*  deux  niemKres  âsTéquatiotn  (29)  ou  (3o)  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  as,  on  égale  entre  eux  les  coeiOeients.des  puissances  sem- 
blables, on  obtiendra  des  ibrinuleiï  cfui  pourront  elfe*  induites  aux  équations  connues 


»-*»3r+  57  +  ^  + g-  — 


(3.)' 


1.1.1.  îr4 

7-  9^ 


^  +  â4  +  54'  +  ^+-  =  ;;fi; 

.6 


*  "1     "lîTr  "T"  TK  "T  T«"  "+"•••  — 


r 

a»-i 
a 

ir» 

n 

6 

i.a    ' 

1 

a4-i 

r4 

• 

• 

3o 

a 

i.a.3.4 

1 

I      a«- 

1 

,r6 

36  ^  56  ^  ^6  ^' 9(io    ~  4a       2      ,  1.2.3.4.5.6 

etc. 


(«87) 

1  4.  ^  4- -L  4. -1. -L.       _ll__L_^!li_  ^ 

,,  .         ,         ^  a4  T^  34  T  44  ^ 90  ~  3o     1.9.S.4  ' 

(oa) 

*  "*■  â«"  "*"  36  "*"  46  "*  "^45         4^"    i.a.3.4.5.6    ' 

etc.... 

II  serait  facile  de  vérifier  numériquement,  dans  des  cas  particuliers,  les  formules 
(t4)  •  (s5)  >  (36) ,  (97)  et  (s8).  Ainsi ,  par  exemple ,  si  l'on  prend  œ=  —  ,  >U  for- 
mule  (27)  deviendra  i^eotique,  et  la  formule  (28)  donnera 

r 

(33)  ^  _-^=  0,896... 

sin  ^*^^  sîn^Î!^         sîn^î^i^         iin-îli^         ^in I^^EL 

^  a 1_4.__L ^      I  ^        eic 

i-V/iTT  5Vn"  5.|/6.5  7*V^W  9-l/>o.9 

sinli^         sinilî^         rin^::!^         sm-^lî^         sin-Hi^^ 

^         1  1 5^+ ^, L-  +  etc 

5.i/iT  5.^/4.5  7-V'6-7  9-l/j^  ii.|/io.ii 

\ 

=  0,56363....  +  0,07176....  +0,02672.....  +o,oi384..-  +o,oo845 +elc 

+  0,08829....  +o,û3oao....  +o,ai5Lo*.^.  +i},Q09D4<«*-  +û*do6oi  ,•...  +etc..-. 

Afin  d'évaluer  plu*  Aisément  la  iomme  dei  ainus  que  renfernae  l'équation  précédente,  nous 
observerons  que  l'on  a  sensiblement ,  pour  de  très-grandes  valeurs  du  nombre  entier    n , 

sm — sin •  (  ^  ^         -y- 

On  trouvera  d'ailleurs 


(  aS8  ) 


• 


Sin  — —  61D  — ' .. 

■ ^ — =o,56265.,.4-o,o8829.,,  =  -î^  +  o,a975,..«  , 

sin  — ï--^ —         sin  — 

^,  , .— 1 ■_      =0,071760.  4.o,o5osM)...  =—^4-0,0155 ^ 

8m  — î- —         sin  — ^^ — 

— g-     ._ — — rn —  =  0^08672...  4-o,oi5io...  == -^^4- o,ooa5 ^ 

■  "  ,/— H  — rT7= —  =  o*oi384.,.  +  o,ooao4.«»  =  -^  +  0,0007 , 


.:..  ''V^ïo-9  aCw*  ^^  *••" 

Bin  — i — i-  gin— — 

,  .-^ .  =o,oo845«**  4" 0,00601...  =-î— -  -4-o,ooo3.^..».| 

O-V^icj  lH/io,u  xoo 

QIC*  •  • •  , 

et  par  conséquenl 

6in— î^ giD     ^  8111—2^^ 8m     *^   ^  8m     *^  ^ 

i'Y»,i  ^•Vk.s  5.\/6.«  7'K«.7  9»K>*.9 

8ia — sm — 8in — ^  8m — =^— ^         sin— =- 

a         .  a  a         ,  a  a  . 

5.V/rr  5.v/iT  7*v^ê7  9-i/«7  ii-v/iirr  ~ 


4 


f  H-  —  H h...)  +0,2973. .4-o,oi55.. 4-0,002^5. .+0,0007. .4-o,ooo5..+.. . 


=  -.  '■  -7;-  +  o,5i5..»  =  o,S8i...  +  o,3i5...  =o,8û6...  , 
4     6 

ainsi  que  l'on  devait  s*y  attendre. 

Lorsqu'on  attribue  au  rapport    — ,     ou  au  produit     2Xs     dans  les  formules  (s4]i 


(*89) 
(a6) .  (ag) ,  ou  bien  à  la  Tûriable    x  ^  dans  la  formule  (5o) ,  une  valeur  réelle  supé- 
rieure  à     ir,     les  sinus  renfermés  dans  un  ou  plusieurs  termes  de  ces  formules  se 
changent  en  exponentielles.  Ainsi,  par  exemple,  on  tirera  de  la  formule  (3o),  i.*  en 
supposant  la  variable    x    comprise  entre  les  limites    a>  =  i  ,  œ  =  a  , 


(54) 


SlDir^  ifX 


6  -C 


1 


«(«-)•  (-t)  (-t) 

sin .  ir  (  i  -4-  a?)  '  sîn .  a  ïT  f  H j  '  sîn .  5  ir  f  i  +  -^  J  ' 


s/  en  supposant  la  variable    x    comprise  entre  les  limites    ce  =  a  ,   sp  =  5  , 


•  • 


(35) 


I 


sinfro;         icx 


+  "77  7^         rr         ^"ST 


1 

+  -7 


W 


sîn.ir(i4-a5)'  ^    8in.a»r^i4-— j'  ^    sin.Sirf i-F  —  j' 


(.+«)•  (»4--)-  (i-f-3-)- 

etc 

Dans  le  cas  où  les  constantes   tf  et  ^^  s'évanouissent ,  le  troisième  théorème  coïncide 
avec  la  proposition  que  nous  allons  énoncer. 

4«*  TeipRÊVE.  Si,  en  attribuant  au  module    r    de  la  variable 

ê 

z  =  r  {cosp  +  \/rrsinp) 
des  valeurs  infiniment  grandes,  on  peut  les  choisir  de  taaniàre  que  Us  deux  fonctions 


(  »90  ) 


(16) 


(»7) 


/(«)-/(-*) 


as 


deviennent  sen^iklement  milies,  qufil  que  »aU  d*^iUwrê  ÇanuLgU  p  ,  cil  4^  moins  de 
manière  que  chacune  de  ces  fonctions  reste  toujours  finie  ou  infiniment  petite,  et  ne 
cesse  d^étre  infiniment  petite,  en  demeurant  finie,  que  dans  le  voisinage  de  certaines 
valeurs  particulières  de    p  ,     on  aura 


(56) 


pourvu  que,  dans  le  second  membre  de  CAquation  (56) ,  on  riduifô  U  résidu  intégrai 


l 


((  /(')  )) 


x-z 


à  sa  valeur  principale» 
EosempU.  Suppoeons 


/(»)= 


e**  -acosbx +€"'''' 


a  et  b  désignani  deux  congtantes  réelles  ou  imaginaires.  Les  expressions  (16)  et  (17) 
deviendront  infiniment  petites ,  quand  on  attribuera  au  module  de  la  variable  z  des 
valeurs  infiniment  grandes»  mais  sensiblement  distinctes  de  celles  que  fournit  l'équatioa 

et  Ton  tirera  de  la  formule  ,(^) 


««'-  a  cos^fl? +«""•' 


air 


(5?) 


sin 

iirb 

b^a^Z 

6ir 

sin 

6^6 

b-a^Z 

air 

sîn 

2irb 

b+a^Tx 

61T 

sin 

6^b 

a*^»-(^-fli/^i)»aî' 


6»i»»-(^-«Jl/^0*«" 


a»îr»-(^+av/a)*x» 


6+a/ 


s-    6»ir«-(H«|/ri)*«' 


I 

(a' +  *»)»' 

•    4« 

nin    ♦'* 

Sin  '  j        '  ■ 
b'QY'^ 

4' 

4»* 

S'"      L     .             /- 

b-^a^-i 

4"ir»-(A-<lV^i)'«» 


-     4»ir»-(^+aV/'i)'^* 


{   29«    ) 

Si ,  pour  plus  de  simplicité ,  on  prend     b  =  a ,    on  troiirera 


(38) 


«*'-  aoDêiiay+e— «'  atf'«* 


"rra*X* 


\ 


**-«-'  ir4+>4«4       «»«--e-»T    (a^r)«+la4a;4  •'•T^^r;'^^' ('5'„)4;ia4;'4  "-     ' 

Si  l'on  prenait,  au  contraire    6  = -^ViîrfîV^    od  en  oenduralt    fr=±~. 


(39) 


<f*'- 


A» 


I/éq„ation  (58)  8-'aceorde-«r«chrfennafe  (.0,)  de  Irpngrrtft  Dffptùs,  sî.  après  avoir 
développé  .«.rant  les  pu.s«,nces  ascendantes  de  .  le,  deux.membres  de  TéquaUen 
(38)  ou  39),  on  compare  entre  eux  le.  coefficient,  de,  puissance^.semblables .  on  sera 
Immédiatement  ramené ate ftrrt^ule.  m,  (gS) ,  (,tr5) ,  (io8)  e<  (,  .0)  dé  l'àrncië  pré 

élT  '•"%^'"'''«"«;  •!"«  '•«P;^''-"  ('6)  e«^  toujours  nulle,  dans  le  cas  où  /(«,) 
désigne  «ne  fond.on  impaire  de  la  variable  «.  o'est^^lire  une  fonction  oui  change 
de  signe  quand  on  y  remplace  œ  p«  ^^.  Alors .  la  formule  (36)  subsiste  « 
..,  pour  de.  valeurs  du  module  de  .  inGniment  grandes  et  convenabLintch:^  ' 
expre«ion  (17  reste  toujour,  finie  ou  infiniment  petite-.,  ^  flote  .efate^^e.l.J/ 
voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  de  Tan-^le    0 

£x«npfo,.  Si  l'on  prond-successivement  liouH    /(^.  le^daiix  fooptions-impaiW. 

ef-e-'    '■         < 
on  tirefa  de  la  formule  (36) 

(4o)  ^,^-£    ((cotQ)^ 


X'Z 


i 


{  «9«  ) 


XJ.M'^» 


#*+« 


«"  -irrrr  =  l 


((v^T^)) 


œ^z 


ou  9  ce  qni  revient  au  mémej 


1 

{4«)  COt»  = 903 


ir--fl;>    "^   4«*-^    "^'9ir*.««    **"'*M  ' 


Ce$  dernières  équations  étaient  déjà  connues ,  ainsi  que  plusieurs  autres  du  même  genre 
que  l'on  pourrait  aisément  déduire  de  la  formule  (56). 

Supposons  encore  que  Ton  prenne  successivement  »  pour    f{x) ,    les  deux  foDCtions 
impaires 


^ 


(,a-,..^-« .*ij3in^^     '  (s-"*+e-«*")$in6â?     ' 


a,  b  désignant  deux  constantes  réelles  et  positives.  L'expression  (17)  deviendra natle 
à  très-peu  près ,  quand  on  attribuera  au  module  de  z  des  valeurs  très-considérabb, 
vnais  sensiblement  distinctes  de  celles  qui  vérifient  Téquation 


1 

o 


et  Pon  tirera  de  la  formule  (56) 

,,,,.      \ /  '     j 

^^'               (««*»•-•— "•)8ln*»    ~"^  «-«  (((««••'-«-••••)8iD6«))   • 

....                       I               r  1  t 


op ,  ce  qui  revient  aa  mAme , 


(  293  ) 


(46) 


b       1 


1       1 


(tf'»'''-<î-«"'')8iD6a? 


— 1 


+2605 


\'b')  .^"V  b  ) 


7r»-^»iC* 


4jr»-6»a;' 


+ 


ia     .        aa     1 .,_  -K  »^^(^^,^,^  |  ^    —   .^     -      ,C08 


2a 


aa 


A^/a* 


^v" 


a» 


e  —  2C0S — ^ he 

a  ^ 


(tt»  -\-a^x^){/7îr 


-2(1X1 


b{^ 


aa 


(a7r-+-a*aj'){e  4-c 


aa    i  .  ^V/f^ 


5v/4^       ^V/4y 
aa 


aa 


81D- 


aa 


■4-(2Tr-a'a5')(e  -e 


CÛS- 


b{/^ 


aa 


^^^i*«»"W^«^ 


e 


a                       b\^'^  a 

—  2C08 ht 


(47r»-f-a4aj4)^/47 


4- etc. 


(47) 


(«'*''•+«- ''•'•)sin^a?  aZ^a? 


+260; 


«•a\a 


+ 


-A«a?»  c 


5y/J         ^V/î  j 


(7r+2a'aî")|  e   ^**  -c    ^"^    Jcos-^-(^-2a»a;*)  (  c         +« 


aa      .      aa    I^.     ^j/^     \ 


SIQ 


aa 


aa 


^mmmmmmmm^a 


b\/^ 


b\/\ 


a 


^V/3^  ^V/3?r 


Av/Sa-  b\/'hfr 


(37r+2a'a5')(« 


»«   .,     >-    <cosl^-(5.-«a'a>')r*   ""   "« 


aa 


.    b\/l7t 

8in-i — 


^  <•■•*■*■ 


aa 


aa 


6\/3 


^ 


b\/lir 


,     «     _acos-^^^+e        "     j(9«'+4a«««)v/3~ 


+  elc 

IL*  ANNÉE. 


39' 


(    204    ) 

Si,  pour  fitcr  les  idées  »  on  prend     a:s=zi^    b  =  ^'^,     les   formules  (46)  et  (47) 
donneront 

(«"-«-")sin.iria;  »*    (  6   "^   tra;'  I 

aas   I        i  1  I  11  1 


«    a     +«"    a  /8in-î^+(ir-aj')\e    ■•'    -«"     =»   jcosJlLi 


(tf^V«-acos.7H/ï  +  e"*v'«)(»«+a74)y/i 
ao?   I 


a 


(««•v^  -  acDS.^V'î  +«""*^*)  (4ff  •+a;^)  vT 
•^f"  eiCi  «  I  •  •  « 
et 


I 


(49) 


(^'*+,j-'')sm.«Va.  aa?v/î 


ax  i  1  1  i  .  i i 


(îT-f-  acc 


*)\«» — ^    î^ycos (ir — aa;»)\e»+e    « /sm  — 


»flWMi^MaMMBm»«Wi^>iMa>»tfiMÉB*i«M«MMiai«^«.iaaaiiw.Wi«i.«MawaMaaiM*i«rf»i 


(tf^-aC0S7r+^-"*}(jr*  +  4i>4)4/i 

4^  y  H 

^"^  \     (57r+aaî«)l«    ^    ^c"    ^   )cosJli^-(5ir-a»*)\c""^.«""^jsîn-^ 


+  etc / 

Si»  dans  chacune  des  formules  qui  précèdent  «  on  développait  les  deux  membres 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  la  comparaison  des  coefficients  des  puis- 
sances semblables  fournirait  une  infinité  d*équations  nouvelles.  Ainsi  f  par  exemple,  on 
tirerait  des  formules  (46)  et  (47) ,  en  supposant    b  =  v/ST  , 


(  «95  ) 


ira*  a        U  a«  x,"'^jsialili-+l«   =""    -«      »«  ^eo»Jlil 

+ 


aa  aa 


+  elc. 


€l 


1  I  .1  1 


tr»  a«        \tf    aa    ,^"    aa    i  COS  ^*^*    *  \g    3«    +tf       »«   /  fî»  JIÎLL 


a4  l'i/î*  *    *     -aco8— ^^ —  +  «       « 

aa 


aa  aa 


^V'*  ,-.  ^v^î 


» 


3.1/5  «     *     -aco8-i— S- — +e       « 

a 


Jiv^+. 


+  elc. 


Il  est  important  de  se  rappekar  qv^<ui  û*a  le  -droit  de  corapCer  suc  Fexactitude  des 
formules  obtenues  dans  cet  arlicle  et  dans  Tarlicle  précédent  qu'autant  que  l'on  sup- 
pose les  résidus  qu'elles  comprennent  réduits  à  leurs  valeurs  prinoipatesb  AiMÎ^  en  par- 
ticulier» on  doit ,  dans  la  formule  (4o) ,  considérer  le  résidu 


(5a)  L 


(Ccoiz  )) 


X'-Z 


comme  désignant  la  limite  ?ers  laquelle  coniverge  l'expression 


N 


V 


(53) 


(  096) 

m  cl')  ((cou)) 


tuodis  que  le  lOtidule    B    devient  iDlÎQÏmeDt  grand.  Déplus,  comme  toutes  les  racioet 
de  l'équatioD 

(54)      ,  -T-=« 


«ont  réelles ,   il  est  clair  que  ht  lîmile   dont  il  s'agit  coïncide  avec  celle  vers  laquelle 
converge  le  résidu 


[55) 


+  Kfo>    ((coli)) 


tandis  que  le  nombre    y    croit  de  plus  eu  plus.  Si  à-  ce  dernier  résidu  on  substilualt 
le  suivant 


(56) 


((co'O) 


alors ,  en  faisant  croître  indéCniment  les  nombres  M  et  ^ ,  on  obtiendrait  eocore 
pour  limite  l'une  des  râleurs  qui  conviennent  au  résidu  intégral.  Mais  cette  valeur  pour- 
rait différer  de  cotât.  Goocevoni ,  pour  fixer  les  idées,  que,  n  désignant  un 
nombre  entier  aussi  grand  que  l'on  voudra ,  on  suppose  M  compris  entre  les  deux 
nombres  nir ,  (n+O"'  ®'  ^  entre  les  deux  nombres  2n«,  (sn-t-i)"'  *^ 
trouvera ,  dans  celte  hypothèse , 

/  flf  J.W      ((cott))    _    I 

u*--  -  — ::rz    '  —  t 


(5?) 


-  +  ..., 


-  +  ...+- 


ou,  ce  qui  revient  au  infime, 

(58)      ^  Y"  ■"""•".  ^-^-.» 


I  C"+0- 


^  (  «97  ) 

Or ,  si  l'on  observe  que  la  somme 


+  T-rzK — -+••••  + 


{w+i)ir-âj  (n  +  a)7r-a?  anir-a? 


H z — !"•••  + 


n  I  n+1- —  n  +  a an 


toujours  comprise  entre  les  deux  quantités 


±l(.+^L,)  ±lL  + 


7} 


n i  n+i 


doit  se  réduire  avec  elles  ^  pour  une  valeur  infinie  de    n  ,     au  rapport 

l(a) 


on  reconnaîtra  immédiatement  que  le  second  membre  de  Téquation  (58)  a  pour  limite  , 
non  plus  la  fonction    cotx  ,    mais  la  différence 

(ôg)  cotoî— i^. 


USAGE  DU  CALCUL   DES   RÉSIDUS 


POUR  LA  SOMMATION  OU  LA  TRANSFORMATION  DES  SÉRIES 

DONT  L£  TBRME  G^llillAL  EST  UNB  FONCTION  PAIRE  DU  NOMBBE  QUI  RBFBéSBXTE 

LE  BANG  DE  CE  TBBIB, 


Dans  le  bel  ourr^ge  qfii  a  pour  liirQ  IntraiwtiQtk  à  CAn4itjf$c  dui  infiniment  peu'l« , 
et  dans  le  tome  II  do  ses  Opuscules  analytiques ,  Euler  est  parvenu,  en  développant 
certaines  fonctions  exponentielles  ou  circulaires  »  à  dos  séries  dignes  de  remarque ,  des- 
quelles on  déduit  aisément  d'autres  séries  du  même  genre  que  j'ai  considérées  dans  un 
Mémoire  présenté  à  l'Institut  en  i8i4  [voyez  le  tome  I.**  des  Mémoires  des  Savants 
étesngers ,  pages  763  et  fSS] ,  et  qnî  depuis  ont  été  peproduitea  dans  dtrera  ouvrages. 
Or  il  importe  ^'observer  qu'à  l'aide  du  calcul  dea  résidua  on  peat»noihi6ulement  parvcnlri 
plus  directement  qu'on  ne  l'avait  encore  fait  ^  à  la  sommation  des  séries  ci-dessus  men- 
tionnées, mais  encore  sommer  ou  transformer  un  grand  nombre  d'autres  séries.  C'est 
ce  que  je  vais  montrer  dans  cet  article. 

Lorsque ,  dans  une  série ,  le  terme  général  est  exprimé  à  l'aide  du  nombre  n  ,  qui 
indique  son  rang ,  cette  série  est  nécessairement  de  la  forme 

(1)  /(O ,        /(«)  .         /(3)  ,  ...'/(n)  ,         etc...  . 

t 

f{z)  désignant  une  fonction  donnée  de  z.  De  plus,  si  la  fonction  f{z)  est  paire, 
c'est-à-dire,  si  eiio  conserve  la  même  valeur,  tandis  que  la  variable  z  change  de 
signe ,  on  aura  identiquement 

et  par  conséquent  la  série  (1)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

Aihj:t±,   m±ft±,  lEiim.,    etc...' 

\  /  2  a  a         • 

Enfin ,  comme  les  quantités 


/ 


(  299) 
o  ,         i  ,        a  »         3  »        4  •  ••• 

—  1,     —2,      — 0,     —4»   ••• 

comprennent  toutes  les  racines  de  l'équaiion 

(5)  sinnz  =  o^ 

et  qiie  la  fonction    sinir:;    a  pour  dérivée    ^rcos^r^,     on  trourera,  en  admettant  que 
la  série  (5)  soit  convergente , 


••  • 


nCOSnz 


'"       j     +/(-.)+/(-.)+/(-3)+-  r -^^'"«s^r 

ou  da  moins  i, 

J     /(>)  +  /(>) 4-/(3)  + 1  _  r /W. f / j:!f2!ILU 

"^  ( +/(-)+/(-»)+/(-3)+ î~     ~^^^   """*   ^'* 

Les  deux  équations  qoi  précèdent  peuvent  servir  l'une  et  Tantre  à  la  sommation  ou  à  la 
transformation  de  la  série  (i)  ou  (3).  Mais  la  première  éup^le  que  f{t)  conserve 
une  valeur  flnie  pour    z  =  o.  ^ 

Si  Ton  désignait  par    f{z)  ,     non  plus  une  fonction  paire ,  mais  une  fonction  quel- 
conque de    z ,     le  binôme 

(8)  /(»)+/(-■*) 

serait  une  foncliou  paire  de  la. même  variable,  et  la  somme  de  la  série  qui  aurait  pour 
terme  général 

(9)  /(«)+/(-«). 
OU  bien 

(10)  /M-^/c-") 


se  déduirait  encore  de  la  formule  (6)  ou  (7). 

Supposons  maintenant  la  fonction  f{z)  telle  que  ,  pour  des  valeurs  infiniment 
grandes ,  mais  conveoablemoQt  ohoisiea  »  du  moduh)  1*  d«  in  variffbltf  9 ,  Tun  ^s 
produits 


(il)  */{«).  (>«) 


(  3oo  ) 

'  /W+/(-0 


z 


reste  toujours  fini  ou  infiniment  petit ,  et  fini  seulement  dans  le  voisinage  de  certaines 

valeurs  particulières  du  quotient     —  .     Concevons  d'ailleurs  que,  pour  satisfaire  à  ces 

conditions  »  il  suffise  d^attribuer  au  module     r     des  valeurs  infiniment  grandes ,  qui  dif- 
fèrent sensiblement  des  termes  d'une  certaine  série.  On  pourra  remplir  encore  ces  con- 

ditions,  après  avoir  multiplié  le  produit  (ii)  ou  (I2)  par  le  facteur 

cosyzz 

(i3)  -: — ; 

et  le  théorème  2  de  la  page  a58^  ou  le  théorème  4  de  la  page  276  donnera 

En  combinant  l'équation  (i4)  avec  les  formules  (6)  et  (7) ,  on  obtiendra  les  suivantes 

f  ,s         f  /(o)  +  /(0+/(»)  +  /(5)  +  ...  )  p  .COS..  ,,  ^,^,, 

i  +/(-i)+/(->)+/(-3)+-  J 


l+/(-i)+y(-a)+/(-3)4- I  """'     Il     '     //' 


dont  la  première  suppose  que    f[z)     conserve  une  valeur  finie  pour     z=^o.     Obser- 
vous  enfin  que^  daâs  les  formules  (iS)  et  (16) ,  on  peut  à  l'expression 


(»7) 


substituer  l'expression  équivalente 

^Isiair^ 


(18) 


dz 


Il  s'agit  k  préseiit  de  constater  l'utilité  de  ces  formules  pour  la  sommation  ou  la  traos- 
formation  des  séries. 


(Soi.) 

Concerons  d*abord  que  la  fonction  f{z)  se  réduise  à  une  fraction  rationnelle^  Si , 
dans  cette  fraction ,  le  degré  du  dépoipinatcur  surpasse  lo  degré  du  numérateur,  le 
produit  (n),  ou  du  moins  le  produit  (12)  remplira  les  conditions  prescrites ,  et  par 
conséquent  la  somme  de  la  série  (1)  ou  (3)  sera  déterminée  par  Tune  des  formules  (lâ) , 
(16).  Ainsi ,  par  exemple,  si  Ton  p^nd 


('9) 


/(')  = 


%m 


m    désignant  un  nombre  entier  quefconque»  la  formule  (16)  donnera 


(»0) 


T^ 


44sînirs 


dz  ((«•"'))    ' 


puis  on  en  conclura ,  en  posant    irc  =  l 


(21) 


1  -4-  — —  -4» «4*         ■  «4^»  • 


%tn 


4 


•  • 


=  •*-  —  TT»*"  <C 


tffISÎDf 


rfr       ((/-))  • 


Cûdsme  on  aura  d'ainèurs 


I  •  ■ 


(") 


i.a.3  1.2.J.4-5  / 


'^^>"Itt5:  i.2.3.4.5"*""J"t\  1.2.5*  1.2.3.4.5 ■*'•';  *  sItts*  1,2.3.4.5 +-j  ' 


on  tirera  de  la  formule  (21) 


!    1 


(«3) 


* + "jTT''^  "Pï"+*^4Tr'+ ••• 


•       (    ■ 


mir 


mm 


\  p^q^r-k-..  {i.^Jù.,p){\.^A\\qY^\.^ji..r)..  \r3'5/    \*'  1.2.3.4.5/    Vi. 2.3.4-5.6. 7/  "  ) 


le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  à  celui  qui  est  renfermé  entre 
les  parentl^èses »  et  devant  s'étendre  à  tous  les  systèmes. de  valeurs  entières  nulles  ou 
ptsHîves  de^  f  9  9  «  f*  »  •••  '  qni  vériftqjt  ta  feonditiotn 


Ifë'tJiiSinë'slrbtipfehd 

IL*  ANNiE. 


j  i  I.       I 


ê 


.     -j 


ii 


40 


{5o«) 


i%m    » 


la  formale  (i5)  donnera 


puU ,  on  en  conclura,  en  posant    4^  +  ^  =  —  ^  t 

111  i  /wX»"  r  «ri(i-8înr)         1 

Gomme  on  aura  d'ailleurs 

(27)  1(1— sinl)=lfi— —  ^ ^- t7-r  +  -) 


on  tirera  de  la  formule  (a6) 

(«8)  ,-i-_I_  + _!_ +_L-4.... 


iSM  ■  lv*OT  *         m*M 


m 


/M  ''"si         ' i.a.5,.,(p-fy-fr+...)  /j_\  /»  /       I     \  ^  /        I       y 

\a/        (p+^+r+...  (i.a.5.«p)(i.a.5...y)(i.a.5...r)...  \i  y    V    i*û.3/    \i.a.3.4.5/" 


le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  k  celui  qui  est  renfermé  entre 
les  accolades,  et  devant  s'étendre. -à  toutes  les  valeurs  entières,  nulles  ou  positives,  de 
p  ,  f  ,  r ,  •••     qui  vérifient  la  condition 

(«9)  >  +  8?  +  5r  4*  «,..=;:  am. 

De  plus ,  comme  on  a  évidemment 

(5«)  »  +  5ï^+iTr+-psr+-"=(»--ir)(«  +  i7r+3ir+4ir+ 

on  peut  affirmer  que  les  sommes  indiquées  par  le  s^ne  S  dans  les  équations  (aS)  t\ 
(a8)  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  a""  —  i  k  l'unité.  C'est  ce  que  Ton  vériÇera 
aisément  dans  les  cas  particuliers.  On  trouvera,  par  exemple > 


(3oS) 


4-  =  (*'-0 


a        ^  i.a.5    ' 

(5i) 


-i ■      -fa*      i)f'f     '     ]•  '         ) 

4  ï-a.5         ^  '\a\i.».5)  i.a.3.4.5  )  ' 


Q  vC*  •  •  • 


Si  Ton  prenait  pour  ?alear  de    f{t)  ,    non  plus  le  rapport  -tt — ^;;7-  ,    mab  le  rap- 
port 


(4*+0 


ftiii-f» 


alors ,  à  la  place  de  Téquation  (a8) ,  on  obtiendrait  la  formule 

4 

^^')  • — 5.-.+.  '♦•■57=+; prHr-l--  = 

»       Va/  (T+f+r+Tir  (i.a.3...p)(i.a.3...f)(i.i.3...r)...    Vi/   \     i.».3  /  U-a-^i-^J   "'j» 

le  signe    S    devant  s'étondre  i^  tontes  les  ralenrs  entitees ,  nulles  eu  positives ,  de    p  § 
g  »  «*,...     qui  Térifient  la  condition 

(33)  p-4*37  +  5*'  +  -t  =  sm-|- !• 

i 

Les  formules  (93)  et  (5s) ,  dont  la  première  était  déjà  connue  [voyez  le  i.**  volume, 
page  349],  comprennent»  comme  cas  parlicuUers,  les- équations  (71)  [ibidem],  et  les 
équations  (i5)  de  la  page  aSo. 

Supposons  encore  que  l^A  pff<eaBe-    .  '     '  \'  'T  , 


(H»f)~:  ' 


s    désignant  une  quantité  réelle  ou  une  expression  imaginaire.  La  formol^  (i5)  donnera 

(^4)     ^+    ^^^^y,    +    ^^_,j^    +    ^^^^    +    ^^,  j^J«    +  ...  —  O  ^^  ^^  (*  +  î)'-))    ' 

puis  on  en  conclura ,  en  posant    «  =  — ^  — -  s  ,    . 


\ 


(M) 


**"       (^+1)'"  ^  (*-i)"*    '    (i+a)'»    •    t*-a)'«    •  ^  di  ({f")) 


r    rfl(c08<-COtir<.SÎnf) 


1 


dt  {{t")) 

Comme  on  aura  d'ailleurs  »  pour  des  yaleurs  de     t    peu  différentes  de  zéro , 
(36)  l(eotl  —  eotiir^.sinO=^ 

ft  P  <5  \  1      (t  t*  t^  \» 

•—    —  C0lirj+ —  _— --cotir#«— .,.    —  —  l -r  COtir#+ — ^  — ^COini  —  ...      — ..., 

\i  i.a         1.9.3  J       a  \i  i.a        i.a.3  J 

on  tirera  de  la  formule  (55) 

^o  j  i '      i.a.3...(p+y+r-f...)  /cotir<\/»/  i    \^/        cotir«\''     | 

(p+^+r+.-.  (i.a.5...p)(i.a.3...^}(i.a.5..j')...  \     i     y    u-^y   V        i.a.3  ]  **  )  ' 

ie  signe  S  devant  être  étendu  à  toutes  les  valeurs  entières»  nulles  ou  positi?es»  de 
P  t  9  >  r,...  qui  fiérifient  l'éf  uaiten  (a4).  Si ,  pour  8x6^  les  idées ,  on  réduit  le  nombre 
m    à  l'unité ,  la  formule  (Sjj  donnera  ^ 

(58)  _  4.__4._i_.4.__^4.___4....==,cotw#. 

4         *-i         *+!         J— a  *+a 

Si«  dans  odid  défère,  ^ouraupUce    •    fïït,ê^Tt ,    -ontroiifeni 

(^9^      T  +  Tn^  +  TIFT  +  Ti^^  +  Tn^-^"'"'  >'*-,-»  • 

-  ♦ 

Les  formules  (38)  et  (Sg)  coïncident  ^veo les  équations  connues 

'    il  .1»!  .■•  :i  ;ci.    ...  V        I»'       ^iJii  »!''  ... 

i  1  I  '  1  ir 

i-,«      *     4-*«     "     g-, a     •  a**  a« 

(4o)      {  •        '  ^ 

1+*"  4+*»  9+*'    •+■•••         3,     #«r*-tf-«-'        a«*  * 

» 

Concevons  k  présent  que ,     f{z)     désignant  iine  fraction  rationneUe  dans  laquelle  le 


i 


(  So5  ) 

degré  da  dâiiominateur  surpasse  le  degré  du  numérateur ,  el  a,  b  deux  coDstantes 
positives  dont  la  première  sott  la  plus  petite,  ou  prenne  successivement  pour  f{z) 
les  fonctions 

■ 

Alors  les  équations  (i5)  et  (16)  serviront  à  transformer  les  séries  comprises  dans  leurs 
premiers  roeoabres.  Ainsi  »  par  exemple ,  si  Ton  prend 


on  tirera  de  la  formule  (16) 


i^)       777^  CAO  -/(-  03  +  ^'*.7Z,  [AO-A-«)]  + 


••• 


r    <«co»ir»     ê<'+e—   ({f{.*)\\ 
Si  l'on  «appose  en  particulier    f{t)  =  — ,    on  trooTera 

»•  »•  a»»     .    •«*  SiH         5*» 

d  *  +•      •  air         1     •   ^  +«      *  aair     ,     1    «  ^  +#      ^  3fljf    .        . 

-~r— — T«a-r— • ;; ^oos-   #:    +  »     ^^ — ^"Tïrr^îo*  — r^-f'-V 


«  « 

Si  les  produits  (11)  et  (la)  ne  remplissent,  ni  l'un  ni  Vautre ,  les  conditions  que  nous 
avons  indiquées,  on  ne  pourra  plua  se  servir  des  formules  (i5)  et  (16)  pour  sommer 
ou  transformer  la  série  (i)  ou  (3);  mais  on  parviendra  souvent  au  même  but  à  l'aide 
des  nouvelles  formules  que  nous  allons  établir. 

Si,  dans  la  formule  (7) ,  on  remplace  successivemenl    f(z)    par  les  deux  produits 


I 

l 


(5o6) 
/(«)  e(}êaz ,        f{z)  ixnaz , 
a    détignant  une  quantité  positire  »  on  obtiendra  les  équations 

(45)      [/(0-/(-0]«in«  +  C/(«)-/(-»)]»iD.a  +  ...  =<!:/{*)  ((  '""1^"  ))  ' 

Soit  d'ailleurs  a  kn  celui  des  multiples  de  la  circonférence  air  »  qui  diffbre  le  moins 
de  la  somme    a  +  ^  »    ^^  *orte  qu'on  ait 

(46)  a-4-ir  =  aAir-t»fl[, 

k  désignant  un  nombre  entier  »  et  a  une  quantité  positive  ou  négatire ,  mais  com- 
prise entre  les  limites  —  n ,  ^^n.  On  aura  éridemment ,  pour  toutes  les  valeurs  en- 
tières j  positives  ou  négatives,  de  la  variable    z  , 

Icosascosir^  =  cos  (a  -4*  ^)^  =  co^  {^kvz  -f-  >s)  =  tozaz , 
mazcoênz  =:  sin(a  -4*  ^)^  =  sin(»ibiri;  4*  *'}  ==  siû'^  • 

Par  suite,  les  formules  (44)  ^^  (4S)  pourront  s'écrire  comme  il  soit  : 

(48)  Ui^)*f{-^)^cos»  +  m^)*/M}cos*a^...=>.l'^([^^^^'j). 

(49)  C/(0-/(-0]«in«*C/(«)-/(-«)]«n««  +  ...  =  <!^/(*)((~^))- 

Supposons  maintenant  que  Tun  des  produits  (11),  (19)  remplisse  les  conditions  pré- 
cédemment indiquées.  Il  en  sera  de  même  »  k  plus  forte  raison ,  de  l'on  des  produits 

(50)  »/(»)-?^.  (5.)  z  f^')*f^"^  ^*^ 


sinir^ 


et  le  théorème  a  de  la  page  2  58  ou  le  théorème  4  d®  I^  p^go  276  donnera 


\ 


(  8o7  )  i 

Eo  combinant  cette  dernière  formule  avec  l'équation  (48) ,  on  en  tirera 


(55)      [/(!)  +  /(- i)lco,«  +  [/(«)  +  /(-«)lco.aa+...==.<C-^î^^((-^)). 

II  est  lion  d'obsenrer  que  les  formule»  (Sa)  el  (53)  subsistent  dans  le  cas  mAme  eii 
aucun  des  produits  (n)»  (la)  ne  salbfait  aux  conditions  énoncées,  pourru  que  ces 
conditions  soient  remplies  par  Tune  des  expressions  (5o)  et  (5i). 

Si  Ton  supposait  la  fonction    /(s)     telle  que ,  pour  des  yateurs  infiniment  grandes , 
mais  convenablement  choisies ,  du  module    r    de  la  Tariable    z  ,    Fun  des  produîta 


(II) 


«/(=)  * 


(54) 


9 


/(»)-/(-') 


restât  toujours  fini  ou  infiniment  petit ,  et  fini  seulement  dans  le  Toisioage  de  certaine* 

valeurs  particulières  du  quotient    —  »    on  pourrait  en  général  aiErmer  que  les  mêmes 

f"       - 

conditions  seraient  remplies  par  Tun  des  produits 


(55) 


^        bina? 


(56) 


t 


/(?)./(-«)     Binai 


sia«s 


et  le  Ibéorême  a  de  la  page  aSS  ou  le  théorème  4  de  la  page  976  donnerait 


(5?) 


i((/t'>^)=- 


En  combinant  cette  dernière  formule  avec  l'équation  (49) ,  on  en  tirer» 


(58)  [/(») -/(— i)]sin»+t/(»)— /(— 9)]sihaa  +  ...  =  -i 


irSinas 
sinirs 


((/(»)  ))• 


Les  formules  (67)  et  (58)  continuent  de  substituer  »  dans  te  cas  méine  où  aucun  des 
produits  (1 1)  *  (54)  n®  satisfait  aux  conditions  énoncées  »  pourvu  que  ces  conditions  soient 
remplies  par  Tune  des  expressions  (55),  (56). 

Lorsqu'on  substitue,  dans  les  formules  (53);  et  (58)  «  la  valeur  de    m    tirée  de  Té- 
qqation  (46)  »  on  en  conclut 

(59)    t/(0+/(-Olc<»«-[/C«)-t-/(-»)lco««-hi.-=<î^^^^^((^))  r 


(6o)     [/(,)-/(-,)],in.-[/(a)-/(-5i)]Mn.«4-.=  <i^4Fr^  ((/(»)))• 


siDirf 


Pour  moatrer  ratilité  de  ces  diverses  formules ,  concevons  d'abord  que  /{z)  dé- 
signe une  fraction  rationnelle.  Si»  dans  cette  fraction,  la  différence  entre  le  degré  du 
dénominatear  el  le  degré  du  numérateur  surpasse  l'unilé,  oo  bien  enooroj  si ,  cette  dif* 
ftrence  étant  réduite  k  Funité ,  la  coDStaote  «  n'est  pas  précisément  égale  à  ?r ,  les 
expressions  (So) ,  (55)  rempliront  les  conditions  prescrites ,  et  par  suite  les  équations 
(53)  »  (58)  feront  connaître  les  sommes  des  séries  renfermées  dans  leurs  premier» 
membres.  Ces  séries  ne  dj£f<èrent  pas  de  celles  que  nous  avons  considérées .  dans  le 
Mémoire  présenté  à  l'Institut  en  i8i4  [voyez  les  Mémoires  présentés  par  divers  safants 
et  publiés  en  1897^  fH^  7^^]»  ^'  *  P^"'^  ^^^  '^  >^^  »  ^^  P^*® 


*+f   ' 


$    désignant  une  quantité  réelle  ou  une  expression  imaginaire ,  on  tirera  de  Téquation  (53) 


(61)   L-L  -|--l-]cosit-l-  ( 1 jcosaa4-  ( — =-H =r)cos5a-h..=ir-^ 


009 a«     1 


SiOir^     s 


et  de  réqulMHi  (58) 


(6a\   lJ L. ]  sina4-  f ^|  sin aa -f-  ( — r r-Isî 


,    ^  «râinzJ 

smoa4-.«  = : 

smns 


Les  formules  (61)  et  (6s)  coidcident  avec  deux  équations  données  par  Euler»  dans  le 
tome  II  des  Opuscules  analytiques ,  et  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

cosa  cosafl    ^^    cosSa  i  n     cobols 


smn 


asinaa         SsînSa    ,  ir    sina« 


Si  Ton  y  remplace    s    par    i{/^  ,     on  en  conclura 


a    smirs 


• 


*rj.^-»# 


^09*  cosaa     .     coso/t     ,  7:     «•*+• 


«»«_#-»'  a*»  ' 


-  sin<t       .    %m^*    ,    5wn8a    .        _         «^^     ***-»"" 


(  5o9  ) 

Lorsque  »  dans  les  quatre  formules  précédentes ,  on  substitue  la  valeur  de    a    tirée  de 
l'équation  (46),  on  trouve 

.^    .  COSoe  ces  a  a  COsSa  ic      COSas  1 

(«7)        T:7r-T:77-  + 


•  •• 


9-#'  %s    èinits  2s* 

/nos  ^i"^^  asinia  SsinSa  ^  n     slnas 

,^  cosa  cosaa  cOsSa  ir     ^'+«— **  i 

^  ^'  1+*»  4+j»    ^^    9  +  *>  d«    e^'-e-'^*   ^^  a*» 

.     .  siaa  asinaa         SsinSa  n     «*'-«—*' 

^^  '  i+«»  4+#*    ^    9+j«  a     ^^'-«-? 


Ces  dernièrès  supposent  que  la  constante    a    demeure  comprise  entre  les  limites     — ir , 

Lorsqu'après  avoir  développé ,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  s  ^  les  deux 
membres  de  Féquation  (67)  ou  (68) ,  on  égale  entre  eux  les  coefficients  des  puissances 
semblables»  on  en  tire 


cosaa    ,     cosSce         cos4a     .      •         ^'  1    ^ 

a»       '3»  4'  la         a    1. 


9 


(71)  /                      cosaa          COsSa  cos4a  ,                 7«*         ir*     a»     .     1        a* 

a4  '3*  4*  '              7ao          la    i.a    '    a  i.a.3.4 

etc 9 

et  . 

sinaa  .     sinSa  8in4a.  ,                 1     a 

•ma -4- J!-^4-.,,= , 

a  '        3  4                       ai 

(72)  <        .              sjpaa           5În3a  8in4a                     tr*    a 


a 


s 


a'       '       3'  4  >a    >         *     '•>•' 

etc.  •  w.  • 

Les  formules  précédentes  supposent  encore  que  la  valeor  numérique  de  la  constante  a 
est  ibférieure  à  «r.  On  peut,  au  reste,  les  déduire  immédiatement  des  équations  (Sg) 
et  (60)  •  En  effet ,  si  Ton  pose ,  dans  Téquation  (^9) , 

■ 

II.'AiiNiE.  41 


•«►. 


(  5^0  ) 


/(•)  = 


»m 


et  dans  l'équation  (60) 


/(»)  =  -^Tirr  ' 


V 


\  «      .  j 


on  troayera ,  qael  que  soit  le  nombre  entier    m , 


(73) 


C083a      ,      cosSa 


€084« 


am 


,am 


%m 


et 


(74) 


sinaa     ,.  .alagg  *!?4«      .  T    ir»!na«  //     i     \\ 


II  est  d'ailleurs  facile  de  s^assarer  qne  le  second  tiiembre  de  là  formole  (73)  ou  (74) 
équivaut  k  la  somme  qu'on  obtient  quand  on  ajoute  les  uns  aux  autres  les  m  + 1 
premiers  termes  de  la  série 


i.a  i.a.5.4 


—  etc.**  =  cosoi  • 


ou 


i.».5 


^ 


t.a3.4*5 


—  èlc...  =?:jinft , 


après  les  aroîr  respectivement  multipliés  par  les    m  -|- 1     premiers  termes  de  la  )uile 

5l7r« 


(75) 


I 

a 


la 


77rt 

7ao 


30240 


dC«  •  •  f 


pris  dans  un  ordre  inverse.  Or  j  dans  la  série  (75) ,  le  deuxième  terme  et  les  snifaoU 
sont  précisément  les  quantités  qui  forment  les  seconds  membres  des  équations  (i4)  delà 
page  980. 

Lorsque ,  f{z)  désignant  une  fraction  rationnelle ,  dans  laquelle  le  degré  de  déno- 
minateur surpasse  d'une  unité  le  degM  du  nuoiérateur ,  la  constanta  a^  défient  pré- 
cisément égale  à  ir  ^  les  produits  (la)  et  (5i)  remplissent  les  conditions  pi -dessus 
indiquées;  mais  on  ne  peut  plus  en  dire  autant  des  produits  (11)  et  (55)»  ni  même  des 
produits  (54)  et  (56) ,  qui ,  pour  des  valeurs  infinies  de  «  ,  se  réduisent  généralemeot 
à  une  constante  déterminée  "^^  Donc  alors  les  formules  (5a)  ;  (53) ,  et  par  suite 
les  équations  (61),  (63),  (65)^  (67)  ;  (69)  continneal  de  subsister t  mais  les  formules 
(57),  (58).  (6s),  (64),  (66),  (68)  ^  (70)  devienAeat  inexactes*  Toutefois.il  est  aisé  de 
voir  comment  ces  dernières  formules  doivent  être  modifiées  dans  le  cas  dont  il  s'agit. 


(  5u  ) 
Alors  en  effeifr»  j^our  détawoer  I^b  rj6tj4a  mt^^l  Cfi^qiprif  4a|i#  4e  |a;eiQi^  meinbre  de 
Féqualion  (67) ,  il  faudra  recourir ,  non  plus  au  ibéop^Q  4  de  la:  pa«re  976  »  mais  au 
théorème  5  de  la  page  974  >  et  Ton  aura  en  conséquence 


t  « 


.1', 


m/i'i^}='^m')y)-.f.:  ■ 


Q  en  résulte  qu'on  devra  au  second  membre  de  la  ijt^rmule  (5S)  ajouter  le  produit  ng^ 
et  au  second  membre  de  la  formule  (69)  le  nombre  ir  ;  ce  qui  suffira  pour  rendre  ces 
seconds  membres  égaux  aux  dem^  plumiers  »  c'es(*à-dire ,  à  zéro.  De  même  »  à  la  place 
des  formules  (68)  et  (70) ,  on  obtiendra  deux  équations  identiques.  Quant  aux  formules 
(67)  et  (69) ,  si  l'on  y  pose    amir ,    on  retrouvera  les  équations  (4o). 

Si  Ton  prenait  pour  f{z) ,  non  plus  une  fraction  rationnelle ,  mais  l'une  des  ex- 
pressions (4i)'«  les  formules  (£9)  et  (60)  servivaient  k.  la  transformation  des  séries  que 
renferment  leurs  premiers  membres.  Ainsi ,  par  exemple  »  si  Ifon  p^nd 

/(^)==l.L..r(>). 


f{z)     désignant  une  fonction  rationnelle ,  et    a  ,  b    deux  constantes  positives  doht  la 
première  soit  la  plus  petite ,  la  formule  (60)  donnera 


_  ain__^^. _ r  ■  '  ^  Sin— :— -f.. 


«■»  «•• 


1^.  ^     îîi   w—  i^'  '  * 


«  A  .r  ^  «  *.#  ^ 


Si 


i  foo  suppose  ei).  particalier    ^(«)  =  — ,    on  troarera 


(77) 


««-*-«               1   e*«-«-**    .        ,     1 

-— TT-smda  — 

^36^  ^-3A 

.  1  «*  -«■  * 

aa 

sin 

5 

air 
T 

+  ...( 

'^    3      s»»        s»* 

s 


(  dît  ) 

Dans  let  fo^muiei  (76)  et* (77)  /oll  ne  iioU  pids  hsgardek^  lés  CMistânlet    tt  «k  «    comme 
liées  entre  elles  pat  T^quatibi^  (4iB). 

Il  arrive  souvent  que  les  séries»  comprises  dans  les  équations  (16]  »  ($9)  et  (60),  soDt 
transformées  par  ces  équations  en  d'aqtres  séries,  dont  les  différents  termes  sont  équi- 
valents .  au  signe  près  »  à  ceux  des  premières.  Alors-  les  soMmes  des  séries  que  Ton  con- 
sidère peuvent  être  évidemment  déduites  des  équations  elles-mêmes.  C'est  ce  qui  arrivera 
en  particulier  si ,  dans  la  formule  (76) ,  on  pose 

f{z)    désignant  une  fonction  rationnelle  de    z  ,    qui  s'évanouisse  avec     —  •    Dans  ce 

< 
cas»  on  se  trouvera  immédiatement  ramené  à  l'équation  (11 5)  de  la  page  973.   De 

même ,  si  Ton  pose  »  dans  la  formule  (Sg) , 
et  dans  la  formule  (60)  » 


/(^)= 


^«^•-e""** 


f{z)     désignant  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  la  variable     z  »     et    a    une 
quantité  comprise  entre  les  limites    — .  ir ,  -f-  «r ,     on  en  conclura 

**Xii-*  «•*4-«^«*  «***^""** 


(78)    ' 


et 

(79)  i 

Si ,  pour  fixer  les  idées ,  on  prend 

1 


A»*)  =14; 


» 


(  3i5  ), 
f»    étant  an  nombre  entier ,  on  trourera 


(80) 


et 


(81) 


3*  r«— 3« 


C08«  — — 7T— r-— tt: rr-COSag+  »t .J.'  COSOa 


««-.«-*■ 


jr^   P     (g**'l-#-*')co<af    /  /       \       \  \ 

""4  (d''*-«-*»)sînjr«    \U*'"-"' jj  ' 


|ÏT.--3flr 


tinoc 


«*-«-* 


— — •»llI9a4- 

— air  ' 


a4«+«     ^•'«•-tf— ««^ 


34«+ 


;  3  A   .    ^  —   3  A 


sînSa  — 


Si  rôn  preod  ao  contraire 


on  aura 


^î'*)=T3^ 


(8«) 


et 


(83) 


8*+« 


<«A 


C08a 


^^.e-*"      !  +  *♦ 


e**-f^**      ftC08ftflt 


e»»-tf- 


3co85g 

34  +  ^4 


4' 


I  «*'vrî+aco8ra*l/j)+*-*'Vî 


TT»*"  <*''^'-ac09(a*^)  +  <-«"'Vî 


^*-5-*      sina 


a»*-^-»* 


fflinaa 


«■-*—*• 


«*r« 


l+#^ 


««'-e""*^      a4+ 


~+ 


g3*.,-.3*     ig|n5^ 


^55r.^^3T       54+,4 


4^4  I  w» 


Lorsque,  dans  les  formules  (80)  et  (81)»  on  pose  successivement    m  =  o  ,  fit=:i  , 
etc. t.  »  on  en  conclut 


(84) 


*J.-— * 


«•+e 


««■-#-' 


#*+«-* 
««'-•-'' 


COSa  — 


009  a 


«••+<- 

•SA 

*•*■-*- 

aW 

••*+«- 

.a«l 

8C08  9a-|- 


^3*^^-3* 
,3»^^-3îr 


^  ScosSa — •..  = 


4^ 


cosaa 


«»«■-«— »^ 


«'*+•""'*     009  5 
^ïa-^^-a^r         33 


ta* 


ir4-i5a4 
36o.7r 


ecc*  •  •  f 


et 


(  5»4  ) 


(85) 


<*.«-* 

8Îna 

a»-tf*» 

1 
> 

•*-*-• 

sioa 

e*"-*-^ 

i« 

0 vC«  • • • • 

5«*-.#-»*   sinaa 


^3»^,- Sir        5 


t«« 


et" 

4ir 


«•*"-*— »** 


râir^a-»*'       3« 


•  •  • 


3oo*ir 


Si ,  dans  les  mêmes  formules ,  oa  remplaçait    m    par    —  m  »    on  e^  tirerait ,  pour 
des  valeurs  de    m    positÎTes  et  différentes  de  téro , 


(87) 


sioa  —  a**-'  — 2-  sin  t a  4-  o*"~'--^= î=-  «na«  — ...  =  0. 


^v^g—nr 


e'^-aT»** 


a3«"-#-3w 


Les  formules  (78) ,  (7g)  et  suivantes  comprennent,  comme  cas  particuliers,  les  é<|Halîoiift 

(93)'  (94)t  (95).  (96).  (97)'  (98)t  (99)^  (>oo)»  (*oO»  (toa),(ii5).  (118),  (ug)  et 
(  I  ao)  de  ravanl-demier  article. 

Si  la  constante     a ,     que  l'on  suppose  renfermée  entre  les  limites     •*  «r ,    -(-  *  # 
devenait  précisément  égale  i  Tune  de  ces  limites ,  les  formules  (78) ,  (7g)  ne  pourraient 

^plus  subsister  qu'autant  que  la  fonction    f{z)    s*évanouirail  avec     —  ,     et  alors  la  se- 

s 

coode  de  ces  formitles  deviendrait  identique ,  tandis  que  la  presoière  co!neî4^ait  avec 
Téquation  (ii5)  de  la  page  «75. 


■aoeai 


SUR  UN  MÉMOIRE  D'EULER 

QVI  A  POVB  TITBB 
RBSOLFBNDI. 


On  trouTO/dans  les  Aeia  AeadéfnlœPeiropoUtanœ  pour  famiée  1780,  un  Mémoire 
<f  Euler  qui  a  pour  litre  Nova  Methodus  fraetioneê  (juaseumque  tatianaUs  infraeticnes 
sitnpUeeê  reêolvendû  Ce  Mémoire ,  dont  je  n'ayais  pas  connaissance  à  Tépoque  où  j'éta- 
blissais les  bases  du  calcul  des  résidus,  a  defs  rapports  assez  directs  avec  ce  même  calcul 
pour  qu'il  soit  convenable  de  les  signaler.  Le  procédé  que  Tautenr  emploie  pour  déduire 

d^une  finrction  rationnelle    f{z)  =  7^  «     dans  laquelle  P,  Q  désignent  deux  fonctions 

entières  de  la  variable  z  »  les  fractions  simples^  correspondantes  à  un  diviseor  linéaire 
s  —  a    de  la  fonction    Q  ,    consiste  à  fiiire  croître  la  valeur    a    de    z    d'une  qnan- 

P 

tilé  infiniment  petite    «1 ,    puis  à  développer  la  fraction    -^      suivant    les  puissances 

aséeddafit^  de  «  ,  en  posant  «  xz:  a  ^-  «1  »  et.  enfin  à  chercher  »  dans  le  développe* 
ment  obtenà ,  les  termes  qui  deviennent  infinis  pour  e»  =  o  ,  c'est-ik^ire  »  ceux  qui 
renfbrùienl  des  puissances  négatives  de  'z  —  a.  Il  en  résulte  que.,  dans  le  cas  parti- 
culier où  h  fonction    Q    est  une  ftenle  fois  divisible  par  le  fiicteur    z  —  a,    la  fraction 

simple  qui  se  rapporte  à  ce  facteur,  et  se  présente  sous  la  forme    ,     a   pour  nu^ 

mérateur  le  eoeificient  de  —  dans  le  déveloj^ment  de  /(a  4-^)  »  ou  ce  que 
j'ai  nommé  le  résidu  de  f{z)  relatif  à  z  =  a.  11  serait  aisé  d'en  conclure 
que  la  fraction  simple    »    c'est-à-dire»  la  partie  de     /(s)     correspondante 

au  facteur     z  —  a    est  précisément  le  résidu  de    ^  ^^      relatif  à  la  valeur    a    de  la 

variable  u^  ou  ce  qui  revient  au  même ,  le  coeflicient  de  —  dans  le  développement 
<lu  rapport 


(3i6) 

suivant  les  puissances  ascendanles  de  «»t  Mais  Euler  n*a  point  énoncé  cette  proposi- 
tion ,  comprise  dans  la  formule  (5)  de  la  page  87g ,  et  qui,  s*étendant  au  cas  même  oii 
la  fonction     Q     devient  divisible  par  une  puissance  entière  quelconque  de     2— a» 

P  .         . 

fournit,pourla  décomposition  de    —  en  fractions  simples  »  une  règle  uniforme  »  égale- 

ment  applicable  ^qoolle  que  soit  la  nature  des  racines ,  réelles  oa  imaginaiiea ,  ^es 
ou  inégales  de  Téquation    Q  =  o. 

L'illustre  géomètre  que  je  viens  de  citer  observe  encore  que  le  procédé  dont  il  a  fait 
usage  peut  être  employé  à  la  décomposition  des  fonctions  transcendantes  en  fractions 
rationnelles.  Mais  les  huit  dernières  pages  du  Mémoire,  qui  sont  relatives  à  cet  objet, 
oflrent  8eulemej:it  un  exemple  de  cette  décomposition,  et  n'indiquent  pas  les  conditions 
auxquelles  les  fonctions  transcendantes  doivent  satisfaire  pour  que  le  procédé  dont  il 
s'agit  leur  soit  applicable»  Au  reste,  on  concevra  facilement  comment  il  a  pu  arriver 
qu'Ëuler,  dans  son  Mémoire.,  n'ait  rien  dit  à  ce  sujet.  Car  la  recherche  des  conditions 
dont  nous  venons  de  parler ,  et  des  propositions  fondamentales  qui  s'7  rattachent  dans 
le  calcul  des  résidus,  exige  la  connaissance  des  relations  qui  existent  entre  les  ré- 
sidus des  fonctions  et  les  intégrales  définies.  Par  conséquent  elle  suppose  [voyez  le 
1.**  volume  des  Exercices,  pages  gS  et  suiv.]  la  détermination  de  la  différebce  ei^ 
les  deux  valeurs  que  peut  prendre  une  intégrale  double  suivant  l'ordre  dans  lequel  on 
effectue  les  intégrations.  Or  cette  différence  a  été  signalée  et  calculée  pour  la  première 
fois,  à  l'aide  de  la  théorie  des  intégrales  définies  singulières,  dans  le  Mémoire  qae  j'ai 
présenté  k  l'Institut  le  28  août  i8i4»  et  que  l'on  trouve  inséré,  avec  le  rapport  appro- 
batif  de  MM.  Lacroix  et  Legendre ,  dans  le  recueil  des  Mémoires  des  savants  étrangers 
pour  l'année  1887.. Quoiqu'il  en  soit,  la  fonction  qu'Euler  a  choisie  pour  exemple,  étant 
une  de  celles  qui  remplissent  les  conditions  énoncées  dans  le  4«*  théorème  de  la  page 
389 ,  vérifie  l'équation  (36)  de  la  page  s  go  ;  et  en  eflet  les  calculs  effectués  dans  la 
dernière  partie  du  Mémoire  que  je  viens  de  rappeler  conduisent  définitivement  Fauteur 
h  une  formule  qui  n'est  que  le  développement  de  la  suivante 


sm^ 


taogâ?  -  cos;v 


X'Z    \\tangr-co8zy/ 


/   I    '  \  r    '    co«» I       1  \  r   ' cos« 


/ 


BKeaBOBiaHnBaB^ 


■■^ 


MÉTHODE  POUR  DÉVELOPPER 


DES  FOPfGTIONS  D«NE  OU  DE  PLUSIEURS  TABIABLES 


EN  SÉRIES  COMPOSES  DB  FONCTIONS  DE  MÊME  ESPÈCE. 


Soit 
(i)  f{x,jr,...r) 

une  fonciion  qui  renferme ,  avec  les  variables  indépendantes  x,y^»»  une  autre  variable 
h  laquelle  on  attribue  successivement»  i.*  une  certaine  valeur  représentée  par  s, 
3.^  d*autres  valeurs  r.  »  r« ,  1*3 ,  etc....  respectivement  égales  aux  diverses  racines 
d'une  équation  transcendante.  On  pourra .  dans  un  grand  nombre  de  cas»  développer 
la  fonction  de    x»  j» ...     désignée  par 

en  une  série  dont  les  di£férents  termes  soient  respectivement  proportionnels  aux  fonctions 
de  même  espèce  désignées  par 

(3)  {{x»jr,...r,),        f(«,7, ...  r,) ,        f(a,y, ...  n) ,        etc.; 

c'est-à-dire  que  Ton  pourra  choisir  les  coeflicients  Ag  »  B^  ,  Ht ,  etc....  de  manière 
h  vérifier  Téquation 


(4)  H^»y»  —  «) = Af(«»j#  —  f.) + ^«f  («»y»  •••  *'t)  +etc 


«.t. 


Souvent  en  effet  Ton  7  parriendra ,  en  suivant  la  méthode  que  nous  allons  indiquer. 
Supposons  qu'aucune  des  £>ncUons  (5)  ne  devienne  infinie  •  et  soit 

(5)  F(r)=o, 

i'équation  transcendante  k  laquelle  appartiennent  les  racines    r,,»  r, ,  .«•«•.     Si  cette 

< 

I].*  ANN&X.  4* 


I 

I 


(5i8) 

équation  a*a  pas  de  racines  égalea ,  il  suffira ,  pour  déterminer  convenablement  les  coef- 
ficients A,  »  Jfs  »  <eto...  .detnmrér  une  nouTeHe  foncipon  f  (r) ,  qui  reste  finie 
quand  on  attribue  à  la  variable  r  Tune  des  valeurs  r. ,  r.  »  etc**>  >  et  qui  satisfasse 
à  la  formule 

(6)  .f(a>.:r..■.*)=<!:^^y^^f;j"^^ 

En  efièt ,  cette  feoGtioo  étant.  tr«itTée,iU.foniiala  (6)  donnera 

(7)  ^(«.y.  •••  «)  =  "^&5-^(*'/» — '»)  +  Y{rk  ^^*'^'  •"  ''^  "*■  *^"*  ' 

et  par  conséquent  on  rérifiera  l*éqaation  (5)  en  prenant 

^^'    .        '"•~'F(M"'  '""fW"'  ^'-"FÔT' 

* 

D*iMiUeurap.eamme.on  a  identiquement 

(9)  f  («.7 ) = <î^  "i^Tïr  ' 

la  formule  (6)  pourra  être  réduite  à 

.     .  r    ({a^y,...r)  _  r    v(r)f(iP,jr,.,.r) 

^     ^  ^      ((r-O)     ~^        ((F(r)))         ' 

et  l'on  tirera  de -oatte  dernière,  en  admettant  qoe  f.(r)  conserve  une  Ta|ear  finie  pour 
r  =  #. 

Posons  maintenant 

s 

(is)  FW  — (••  —  »)?(♦•)  =  z(»'); 


on  eo  conclura 


(>5)  t , . 


(,)=j:wixm. 


Or,  pour  que  la  valeur  précédente  de    f  (r)     ne  devienne  pas  infinie  en  vertu  de  la  sup- 
position   r  =  s ,    il  faudra  que  Ton  ait 


(•4)  FW  =%('>!    • 

On  trouvera  par  suite 

puis  »  en  faisant ,  pour  abréger* . 

on  <Àtieodra  la  formule 

dans  laquelle  4'(r)  désignera  one  fonction  qui  deyfa,  ainsi  que  ^(r)»  conserver 
une  valeur  finie ,  non-senleiiient  pour  r  =  #  »  mais  encore  po4r  cbacone  des  valeurs 
de    r    représentée»  par    r. ,  r,  »  etc.*. 

Concevons  à  présent  que  Ton  snhsUtne  dans  la  fermale  (  1 1  )  la  valeur  de    7  (r)    donnée 
par  Téquation  (16).  La  formule  (11)  deviendra 

ou ,  ce  qui  revient  au  même. 

^•^^  '^(•^^(((r-.)F(r)))    +<^        ((F(r)))        =«' 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  choisir  la  .fonction  ^{r)  de  manière  à  vérifier  Téquation  (17) 
ou  (18).  Qr»  dans  le  premj^r  membre  de  Féqnation  (18)»  le  second  terme  disparaîtra 
évidemment  si  Ton  suppose 

(19)  +(r)=o. 

De  plus  f  si  la  fonction  {{x,y,.^.  r)  conserve  une  valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs 
finies  de    r,    on  aura  identiquement 

^     '  '^(((r..)F(r)))   -^U(r.;)F(r)  jj-. 

Enfin ,  si  Ton  représente  par  p  le  module  de  la  variable  r,  et  »  si  Ton  suppose  que 
le  rapport 


r 


(  3«o  ) 


I  deTienoe  généraTement  nul ,  ponr  des  ralears  infinies  de    p ,    conrenabièment  choisies, 

en  pourra  en  dire  autant  ivt  produis 

(as)  ^  f(<B,y,...r)   _      1        f(<g»y»— r) 

C'--')F(r)  1--J-  P(r) 

et  l'on  conclara  du  2.*  théorème  de  la  page  aSS  que  la  valeur  pnucipale  du  rendu  in- 
tégral 

s.  «• 

ft'é?anouU.  Ajoutona  fue  celte  valeur  principale  a'évanouira  encore  eu  vertu  du  théo- 
'rême  cité ,  st ,  pour  des  valeurs  infinies  de    p  .  convenablement  choisies ,  le  rapport  (si) 

est  toujours  fini  ou  infiniment,  petit  »  qùd  que  soit  le  quotient     —  »    ai  fini  seulement 

dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  de  Tangle    r    déterminé  par  l'équa- 
tion 

(a4)  r==p(cosT-f-l/^»»taT). 

Donc,  si  ces  conditions  sont  remplies,  le  premier  terme  de  (a  formule,  (i8)  sera  égal  à 
zéro ,  et  Ton  vérifiera  l'équation  (6)  en  prenant 

(a5)  ?(«•)=        '   /     » 

D'ailleurs  la  valeur  de     r ,    désignée  par    #  ».    est  entièregient  arbitraire^  et  peut  être 
considérée  comme  une  nouvelle  variable.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

l.»THiOBBM£.  «Sot^ 

(i)  f(»,7....  r) 

WM  fonction  des  variables  indépendanUs     x,y^...r^     qui  demeure  finie  pour  toutes 
Jes  valeurs  finies  de    r,     et    s    une  autre  variable  indépendante  de    r.     Si,  pour 
des  valeurs  infiniment  grandes,,  mais  convenablement  choisies,  du  module    p    de  la 
variable    r,     le  rapport 

t»0,  f^ 


(5«.  ) 

reâU  tov^ourt  fini  M  infinimêiit  petit ,  el  fini  MmUm$nt  dam  Uvoi»nag6  de  certaines 

r 
valeur»  particulOre»  du  quotimt    —       on  aura 

(«6)  ({m,y, ...  •)  =  C  — j:^;  ((  F(r)  ))     ' 

ou ,  ee  qui  revient  au  même , 

(«7)  nx.y.'"»)  =  C-^Z7     ((F(r)))     ' 

pourvu  que  Can  réduise  te  réêidu  int^ral,  compris  dans  le  second  membre  de  C équation 
(26)  ou  (37)  »  à  «a  valeur  principaUe 

Corollaire  i."  Il  est  important  d'obserrer  qae  le  théorème  précédent  ne  doit  pas  être 
restreint  au  cas  où  les  racines  de  Téqualion  (S)  sont  inégales.  Ajoutons  que  Ton  peut 
déduire  immédiatement  Téquation  (87)  de  la  formule  (5)  de  Ift  page  279,  en  substituant , 
dans  cette  formule ,  la  lettre    s    à  la  lettre    x  9    et  posant  d'ailleurs 

/W—         F(.) 

Corollaire  s.  Souvent»  pour  que  les  conditions^  énoncées  dans  Le  théorème  i«*' puis- 
sent être  remplies»  il  est  nécessaire  de  supposer  les  variables     a?»  j» comprises 

entre  certaines  limites.  Alors  on  n'est  en  droit  de  considérer  la  formule  (s6)  comme 

exacte  f  qu'autant  que  l'on  attribue  aux  variables     x^Jf  des  valeurs  renfermées 

entre  lea  limites  dont  il  s'agit. 

Corollaire  3.  Gomme  on  a  identiquement: 

r*" s  %J  Q. 

•L  est  clair  que  l'équation  (36)  peut'  être  présentée  sous  la  forme 

(29)  f  (a?,r, ...  s)  =  <L ((V(r))) • 

Si,  dans  Téquation  (36),  on  remplace  successivement  ï{x,y,.,.r)  par  les  iroiss 
fonctions 

«f',      •  cosrsB  ,         sin  ro?, 
on  obiiendra  »  au  lien  du  premier  théorème  »  ceux  que  nous  allons  énoncer. 


(  Ssft  ) 

■2.*  THioRÎMis. ^^dienl  r,  «;  or  tt^êvariable$in4àp$ndanie$;  ei  F(r)  tmefmr^ 
tion  donnée  de  r.  Si,  pour  des  vtUeurê  infiniment  grandee^  mais  convenablement 
choisies,  du  module    p    delà  variable    r ,    4e  rapport 


irx 


reste  toujours  fini  ou  infiniment  petit  «  ,et  fini  seulement  dans  te  voisinage  de  certaines 
valeurs  particulières  du  quotient      —  »     on  aura 

m 

OU ,  et  qui  revient  ««  métne , 


(3a)  e"  =  FW  l  -î 


frjT 


.-r     ((F(r)))' 

pourvu  que  C on  réduise  le  résidu  intégral,  compris  dans  le  second  mtmbre  de  C équation 
(3i)  CKI  (3a),  à  sa  valeur  principale^ 

Cotollaire.  En  combinsmi  Vêtfastàon  (5i)  avec  la  formole  (aS),  on  en  conclut 
(33)  e''  =  t ^* 


((  F(r)  )) 
Exemples.  Supposons 

(34)  F(r)  =  «--i, 

a    désignant  une  constante  positive.  Alors,  Téquation  (5)  étant  réduite  à 

(35)  ««'•— i=.o, 
les  racines  de  cette  équation  seront  respectiveinent 

(36)  o,         ± \/^  t        ±-i— i/rr,         ± l/T  »         etc., 

^     '  a    ^  a    ^  a     ^ 

mi  elles  auront  pour  modules  les  différents  termes  de  la  série 
(5;)  0,  •—-,  .  -— ,  ---,  etc.. 


(  Sus  > 

Cela  posé»  si  Ton  attribue  au  laodute     p  >  4e  1a  irariable     r     une  valeur  infiniment 
grande ,  prise  dans  la  série 

58)  —,        — ,       — ,        -2_,        etc..., 

el  h  la  variable    a?    une  valeur  positive ,  renfermée  entre  les  limites    o  »  a  *    le  rapport 
(3o)  ,  réduit  à  la  forme 


(59) 


«" 


««'•-I   ' 


sera  toujours  fini  ou  infiniment  petit ,  et  ne  cessera  d'être  infiniment  petit ,  en  conservant 

une  valeur  finie ,  que  dans  le  cas  où  le  quotient    —     difilbrera  très-peu  de     db  (/TT  . 

On  aura  donc ,  en  vertu  de  l'équation  (5^) ,  pour  des  valeurs  de    ai    renfermées  eïilre 
les  limites    os  r=  o  »  x  =  a  , 


(4o)  a"  =  (e-*  _  I)  <D  -1.         * 


r» 


t.r    a*"--!)) 


OU ,  ce  qui  revient  aumème  »  - 

/                             air»                  avm                     •  4*'fl*      ,  4*'« 

I   t         a^cos airsm ascos ■»4^8m 

(40  e"=*(«"— i)j— 4— , — -î: 1-+ -! —+... 

L'équation  (40  pourrait  être  aisément  déduite  des  formules  (65)  et  (66)  de  la  page  3o8. 

Supposons  enclore        ' 

(4a)  .—    »  F(r)  =  a*''V-,l»oesAr+«^fr,   ' 

« ,  6     désignant  dçpx  constantes  positives  »  et^isisons  »  pour  plus  de  commodité  » 


L'équation  (5)  deviendra     .      . 


(44) 


(5a4  ) 

4»r — 9C0SAr-|-«~"'sB0, 


puis  on  en  tirera ,  en  désignant  par    n    un  nombre  entier  quelconque , 


(45) 


t.    ftniryri    , 


2  nie 


(cos  B  zf:  j/TT  «in  e)  v/H* . 


Donc  les  racines  de  TéquatioD  (44)  Auront  pour  modules  les  différenU  têriDes  de  la  série 


(46) 


o. 


ftfr 


'4îf 


6^ 


eic«  •  •  • 


Cela  posé  »  il  est  facile  de  recoonattrje  que  »  si  Ton  attribue  au  module    p     de  la  variable 
r    une  valeur  infiniment  grande  prise  dans  la  série 


(47) 


3ir 


7» 


eic*  *•  s 


et  à  la  variable    ^    une  valeur  positive  renfermée  entre  les  limites    o  ,  a  ,    le  rapport 


>rx 


,rm 


m 


F(r) 


«•'■- a  cos  Ar +«-*'■ 


restera  infiniment  petit,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  quotient    —  .     Done ,  en  vertu  de  l'é- 

P 

quation  (Sa)  $  on  aura ,  pour^es  valeurs  de    x    renfermées  entre  les  limites    œ  ==  o , 


(49)  • 

ou ,  ce  qui  revient  au  même 


=  (c**  —  acos6j  4-  «-•')  L 


e 


rx 


j-r     ((«*"•- a  cos^r+e-*"")) 


»«jr 


(5o) 


l+$X 


««'-acos^^+tf""*'  (a»+^»)5» 


—  s 


mira 
0  b^a^^ 


asm 


antr6 


+ 


aiiortB 


anir —  {b ''»' a\/Ti)i  aiiir4.(6  —  a\^)8 


nssoD 

^  s  ■ 

nsri 


asm 


anir^  (6  +  aj/n")'  anir-f- (6  +  a|/rr)s 


Je  signe    S    s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de    n 


/   (  5«6  ) 
Si  Ton  fait  maînioDant     6  =  a  ,     on  trouvera ,  pour  tootea  les  valeurs  de    x    ren 
fermées  entre  les  limites     6  ci  a  « 


tSX 


(5i) 


\'\'SX 


M  « 


«"'-acosflj+tf 


—  a« 


aa^f 


3  eS 


Mnr^ 


nTOB 

t  « 


iA 


n  =  i   («"^  — e-"^)!/^'  2'1'f'— (i  — V/^)aj  2nir— (i  +  v/^)a# 


nTdP 


a 


iT. 


,    (e«^ — e-'^)V/^  (  anir4-(i  +  j/~)atf  «nir^- (i  —  y/!:T)as 


ou ,  ce  qui  revient  au  ^lême , 


.** 


(52) 


e«'-acosa«+0 


— «* 


a«*** 


Uc.'^-(..'^).n!ï       -4  ^».S.(„y).,. 


a 


■»«M«a^ 


eT.e-'^ 


9 


a 


—  e 


TT 


+ 


—  DOS 

a  a 


-(»"-") 


fl*\   .    aw^ 

l  ftin         ■■-. 


«>«*—»«• 


sm  -—      2*" 

a 
i— e 


«D       — coS' — -|air  + — jsin^ 

-—a  a      \         a/         fl 


e^^'-e 


a«« 


^  a 


—  etc. 


Si  Ton  prenait ,  au  contraire ,     fc  =  -^  c  =  -^  V^^M^ .     on  trouverait    6  = 


1/5 


r^  » 


>** 


(55) 


a« 


««•-acos —7=- +«"■'" 


5     i  +  «â; 
4      tfU' 


S     T—z — 


asm 


"^^ip 


+ 


e      î>«      « 


V» 


tI=:OD 

S 


mrx^î      ZnTTX 


v^> 


•Drœ^s       SfiTflp 


2a      0      aa 


«# 


a  sm  ■  <     »  f     a«ir--Tr--fl5i/-i 


anîT+f-rr+a*!/-! 
V* 


II.*ÀR5iE. 


45 


(5iC) 
OU  »  ce  qui  revient  au  tufioie , 

€**  5     lasser 

(54) = 1— 


ir rr]0O5< +-SÎII If!JLL    {»+— TTrlcos +  -»io —  .!îsiî 


Ifair -Jsîn cor ^^v*    |air+^^)i 

y\  a^/  g         a  m  ^         V         ay^j/ 


^lAin ««Att-..^    «'flj^A     io.».j.i  )siD  -— C09  ZZZJ 

«        a  «     "      a 


aâ        a*ê*  ^  aê       «■«• 


e 


«rV7.,-*y»    T         a*ic*-aîr— 7T-  +  — r—  a>»r«  +  air-Tr+ 


•î  "^     3  ^        ^        v^î         3 


+  elc. 


En  développant  les  deux  membres  de  chacune  des  équations  qui  précèdent  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  ^  et  comparant  ensuite  les  coefficients  des  puissances 
semblables^  on  obtiendrait  de  nouvelles  équations  dignes  de  remarque  »  parmi  lesquelles 
se  trouvent  comprises  les  formules  (Sj) ,  (38) ,  (5g)  des  pages  990  et  991. 

Supposons  enfin 
'(55)^  F(r)=d«''"^— acosér'  +  tf-*^', 

«  y  h    désignant  toujours  deux  constantes  positives.  L'équation  (5)  deviendra 

(56)  #«'"  —  acos^r*  +  tf--'^'  a=  o  ; 

puis  l'on  en  tirera ,  en  adoptant  les  notations  (45) ,  et  désignant  par    n    un  nombrr 
entier  quelconque , 

(57)  *•'=    ,^^w-,    =±-j-(ce8<q=t/..Mn9)|/..  , 

1 

ou ,  ce  qui  revient  au  môme , 

(58)  '         .    ■    r.=.^[co.(o=f:^)q=i/::.«(aqF-^)[. 
On  trouvera  par  suite 


(  5«7  ) 
Donc  les  racines  dis  réquation  (56)  auront  pour  modules  les  différents  termes  de  la  série 


<H        ..    (■v-)^    (^)^     m^ 


elc. 


Cela  posé,  il  est  facile  de  reconnaître  que,  si  Ton  attribue  au  module    p     de  la  variable 
r    une  valeur  infiniment  grande  prise  dans  la  série 

<«•)    ay-m-  m-  m-  -• 

le  rapport 


(fiT) 


«"  «" 


F(r)  e«''*-acosAr'  +  «-*'" 


sera  toujours  iafiniment  petit,  quelles  que  soient  les  valeurs  du  quotient    —     et  delà 

P 
tariable    as.     Donc,  en  verlu  de  la  formule  (Sa),  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs 

possibles  de    a? , 


(6S)  e"=  («•"  —  8costs'4-i5— '")<£,— 


•r» 


*-r     ((•«'•'  -  acos^r'+^-«'-'  )) 


Si  maintenant  on  effectue  les  opération»  indiquées  par  le  signe  £  ,  l'équation  (63) 
offrira  le  développement  de  rexponenlidle  e'^  en  une  série  d'exponentielles  de  même 
forpae»  dans  lesquelles  la  variable  xc  aura  pour  coefficients  non  plus  la  quantité  s  , 
mais  les  diverses  racines  de  l'équation  (56)«  Si  l'on  fait  en  particulier  b  =  a ,  l'équa- 
tion (56)  se  trouvera  réduite  h 

(64)  €""  —  acof ar»  +«-•'•"  =  o  , 

puis  en  posant,  pour  abréger, 


•   « 


(6S)  N^[j^y, 


on  tirera  de  la  fierai  u  le  (63) 


(  $98  ) 


»=»       (-i)«jy 


-iVjpfsîn  y-  t/n  C08  -^)            - jYa;(»îû  -5- + V^i cos  -^) 
14.  i +1 


"«^^^-^vv/n-  âe^*^"+iv^rr 


Nof  (bIiï  y  -  V^i  cos  y)  tfw  ^è\n  ^  +  i/"i  cos  -|-) 


ir 


OU ,  ce  qui  rerient  au  même , 

l  7;  é-'*-acosa#* +#-«'"  aa»*4  V         1  >•»  i.a.3  j 

# sin  (^  +  i^Ti»  sin  -j-)  -  -ÎV sio  (zVi»sÎD  ^)      Ns  00s  -^ 
«•-a«2Ycos4-+^* 

isinfY-Na  sin-^^-iVsinfiVaJSln  y)       -iYflPCOs-^ 
^•+a#Zfcos4-+W* 

"-'  #cos(^  +  2Va?cos-J)-iYsin(2V«<M»-J-)      -'Af^^îp -- 

|-t"  ■  ■      ■  ■       ■     I  e 

#»+a*ZV»în4-  +  ^' 

o 

»cos^-^  -iY«cos-^ViVsin(j!Y«co8-^)      iYoJsîny 


*'-a«iVsin-^  +  JÎY*, 


—  e 


(3«9) 

H  Importe  d*observer  qu'il  n*e9t  pas  permis  â'dttrlbncr  aux  constanles  a  ei  b  ,  clans 
la  formule  (6S),  des  valeurs  nulles,  mais  seulement  des  valeurs  très-peliies.  Si  l'une  de 
CCS  constantes  s'évanouissait ,  si  l'on  supposait ,  par  exemple ,  6  =  0,  le  résidu  Inté- 
gral, compris  dans  la  fomiiilc  dont  il  s'agit,  aurait  une  valeur  priaeipale  indéterminée  p 
et  la  série  des  résidus  partiels  qui  le  composent  deviendrait  divergente.  Alors  aussi  les 
conditions  énoncées,  danâ  le  t.*  théorâme  ne  pourraient  plus  être  remplies;  ot  le  rapport 
(62)  deviendrait  infini  »  lorsqu'on  attribuerait  au  module  .p  do  la  variable  r  une 
valeur  infiniment  grande,  et  h  l'anglo     t  ,     déterminé  par  l'équation  (2^)  »  l'une  des 

deux  valeurs ,    H ,     ou  l'une  de»  deux  valeurs 7^  ,    -4 — —  . 

4  4  4  4 

3.*  TitÉoft&HB.  Soient  t,  $y  cb  trolt  variabUs  intUpendanUs ,  «I  F(r)  .«jm 
fonclion  donnée  de  r.  Si,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes;  mais  convenable- 
ment choisies,  du  module    p     de  la  variable    r,     te  rapport 


'♦ 


(68) 


F(r) 

reste  toujours  fini  ou  infiniment  petit,  et  fini  seulement  dans  U  voisinage  <U certaines 
valeurs  particulières  du  quotient    —  ,     an  aura 


<     ■  t  <    »  • 


(69)  co.,«=  l  IMlM      °""^      . 

OU,  ce  qui  revient  au  même» 

{70)  cossx  =  ¥[s)  C^ .    I  K        ■[,  . 

pourvu  que  l'on  réduise  le  résidu  intégral  comptais  dans  le  seèond  membre  de  Ccquation 
(69)  ou  (70)  à  sa  valeur  principale. 

Corollaire*  En  combinant  l'équation  (69)  avec  la  formule  (28) ,  on  en  conclut 


(71)  cos^x 


.ùqïrs>^^f'f'ir^\(^J'f}ïd\ 

\SX  =  c>  ».  . 

((  F(r)  )) 


».    •,         '•' 


Exemples.  Supposons  d'abord'  ' 


*  I 


(  33o  ) 

n  désignant  qne  quantité  po^itive^  Alors ,  si  l'on  attribue  au  module  p  de  la  variable 
r    une  valeur  infiniment  grande ,  prise  dans  la  série 

»   -*  iP  5:r  5ir  yn 

sa  aa  aa  aa 

et  à  la  variable  x  une  valeur  réelle  renfennée  entre  les  limites  —  a  ,  ^a,  le 
rapport  (68) ,  réduit  k  |a  forme 

(74)  '^î^  ^ 

^'  sinar 

sera  toujours  fini  ou  infiniment  petit  »  et  ne  cessera  d*étre  infiniment  petit ,  en  demeurant 
fioi#  que  dans  le  cas  où  le  quotient  —  di£[%rera  très-peu  de  dzi .  On  aura  donc , 
en  vertu  de  Téquation  (70)  »  pour  des  valeurs  de     x     renferméea  entre  les  limitei 

p      I           cosrrp 
(76)  co^a0  =  cosaa  O 77-1 rr- 1 

ou ,  ce  qui  revient  au  mtaie, 

'wm  3^0  5^0 

CCS  —  cos  — —  cos — ^— 

la-  A 


(76)  cosax  =  aaasînaa)— -— +  — - — •rrr^^'^ ^—  +  — ...  i  » 

Si  l'on  prenait-,  au  contraire , 

(77)  ,  F(r)=costfr, 

on  trouverait  »  entre  les  limites    0  =  o  ,   «  =  a , 

(78)  cosa» = cosaa  C 77-^ rr-  , 

'   '  *-r     ((cosar)) 

ou ,  ce  qui  revient  au  niéfne  » 

ww  -         5«^»  -,         5ir0 

COS  —  3cos— r-  Dcos— 

2M  "  3' 


fr--4a^ 


*•  9ir»T4«*«*  a5ir«-4fl«*»  '")* 


(79)     cossso  =  4«^cosaa 

Supposons  encore 
(4o)  P(r)=r  sinar  4- ••cosar,  v       . 

a    désignant  toujours  une  constante  positive.  Alors,  si  l'on  attribue  au  module    p    de 


(55i  ) 

la  variable    r    oae  Tàleiir  mfinimwt  grande ,  mais  sensiblement  disUncle  de  celle  que 
foornit  Téquation 

(81  )  sin  ar  4- ^cos  ai*  =t=  o , 

et  à  la  TariaMe    m     one  valeur  réelle  renfermée  entre  les  limiles    ^^a,   '\'a,     le 
rapport  (6^)  réduit  à. 

(8a) 


sln«»ff'cotar 


sera  toujours  fini  on  infiniment  petit,  et  ne  cessera  d*étre  infiniment  pelit,  en  demeu- 

r 
rant  fini ,  que  diyu  le  cas  où  le  quotient    —     différera  très-peu  de     d=  1  •     On  aura 

r 

donc  »  en  vertu  de  la  formule  (70),  pour  des  valeurs  de  »  comprises  entre  les  limites 
«  =  — -a,   0  =  a9  ^ 

r      1  cosrd? 

(85)  cos«»=  (sînas  +  «cosa«)  O ,.  .  .j   , 

^     '  \  I  /         ,.,,     ((  sm  ar^rcosar)) 

ou ,  ce  qui  revient  an  même  » 

(84)  eosM  =  {uaaê  +  soosa«) S -7 — >-.  ^  >       ■         >     -   ^ 

^  ^'  V  »  /       (s-r)[(a+r) 008 ar-aramar] 

Dans  la  formule  (84) ,  le  signe    S ,    placé  devant  le  terme 

cosrg 

(#  -  r)  lUfl'^r)  cosar  -  arsinar] 

indique  la  somme  Ae%  valeurs  que  prend  ce  terme ,  quand  on  y  substitue  successive- 
ment ,  au  lieu  de  r ,  les  diverses  racines  de  Téquation  (8i).  Il  est  bon  d'observer  que 
cette  équation  peut  s'écrire  comme  il  suit 

(85)  tangar=~*r^ 


et  qu'elle  a  toutes  ses  racines  réelles  [voyei  le  i.**  volume,  page  SoiJ. 

Supposons  enfin  ' 

F(r)  =  ««'"■  —  aces^r»  +«-«••  f 

a  et  é    désignant  deux  constantes  positives.  Alors,  si  Ton  attribue  au  module    p    de 
la  variable    r    une  valeur' infiniment  grande  prise  dans  la  série  (61)  «  le  rapport  (68) 

restera  infiniment  petit ,  quelles  que  soient  les  valeurs  du  quotient    —   et  de  la  variabla 


(  33^  ) 
œ .    Donc ,  en  veHni  de  PéqitBtioii  (70) ,  od  aiira  ;  pour  tôotos- 105  valeiirt  possibles  de  x , 


cosrx 


(86)  008505=  (e«''  —  acosfcf»  4-4Tf'')  C;--r-^  TT-^r; r rrxr  • 

Dans  cette  derDièro  formulé,  comme  tint  i'équciloÀ  (fiS) ,  les  ocostanies  a  el  (  peu- 
rent  être  aussi  petites  que  Ton  voudra;  mais  il  n'est  pas  peroiis  de  supposer  quel*une 
d'elles  s'évanouisse. 

Si  Ton  fait  en  particulier     b  =  a,    %n  iimm  de  la  formule  (86) 

A^7;  ^«'•-acoaflJ'+e-"'  aa'T^  V  *         i.a  / 


po»'|iV^cos~r4-i/M  a«~j  I       C0i<|fl^fp(cw-j-4/:rsin  jj 


"4- 
^  a5'-(anfr-a#*)yC7  W-4- (ântr-as*)^/T 


cos 


)s|  îVccf  sîd  y  -  v^  cos  -^11        cos  I  ^05  f  sîn  y  -h  V^cos^ 


L 


Qu ,  ce  qui  reviept  au  néffle , 

V 

1001  ■   '  j  ■    ■■  '  ■  '  ':=^    I         ,1  "^  '.     ' 

^     '  ««'- -acosd**-»"***'*'^  aiï**^    \  i.a    y 

—  «•(«  4-«  jcosfyVxcos— I 


«^K^TT*  <— s  nnas^  4"  ^*^^ 


iVirsIn  ^         -t  N'sy^  -s- 


+ 


Inn ^'')(*  ~*  JsinliVaîCOSjj 


4-    S    — èr— ^     ' 

nssi    '^         • 


,    iV«cos^-5-         -iVa?cos  -s- 
—  as*  I  a 


-iVa?cos— j       /  ^% 

+  «  |cosl  yVflesîn-j-i 


an*7r*  4-  anira5'  4-a'4^ 


Uir-| o»*  1    e  — e  jsml^xsioj^ 

dn*ir*-|"  uniras*  +  a*5^ 


\ 


(  5SS  ) 

la  valeur  de    N    étant  toujours  déterminée  par  Téqualion  (65).  Lorsque  •  dans  la  for- 
mule (88)  »  on  pose    a#*  =  tir ,    on  en  conclut 

(89)  cos.«=|(.^:^)*(i_if£i] 


fl  +  1  (    iV«C08~  -iy«C0S^\  - 

la  valeur  de    N    étant  déterminée  par  Téquation 

(90)    •  .    N==[~Y*y/7. 

4*  THioBÈiiB.  Soient  r,  i  ,  x>  trûit  vmrtabltê  indépendantei ,  ei  F(r)  «ne  /bue- 
lùm  <iann^  de  r.  Si,  pour  des  va^e^rê  infiniment  grandee,  mai$  eonvenablement 
choisies ,  du  module    p    delavariabU    r,     leroffport 

,     ^  sinr» 

(9O 


F(r) 

Tt9U  toujours  fini  au  infiniment  petit ,  et  fini  seulement  dans  te  voisinage  de  dertaines 

r 
valeurs  particulières  du  rapport    —  ^     on  aura 

(9»^  .  •"'*«=«i'.— TZl ((  F(r)  ))i  • 

^11 ,  ce  qui  revient  au  même , 

IL*  ANlViE.  44 


(95) 


iin$x  =  F(«)  Ct  «^ 


nnrtB 


r^Tmw' 


membre  de  CéquaiiM 


pourvu  que  Ccn  réduise  le  réàutu  ini^mlg 
(gs)  ou  (9S) ,  à  ea  v€Ueur  princîpirie. 

Corollaire.  En  combinant  l'Aqualion  (gt)  aTee  la  formule  («8)  «  on  on  conclût 


(94)  »îni«=:<S 

lEx^m/^.*  $îli|ipo»ona  d'abord 


$\nrm   rV'lr^l(ê'r)]dl 


((  F(r)  )) 


F(r)  =  5lniir 


a  !  déiffo^t  luip  constante  positirei  On  iirecd  de  la  foltaule  (gS)  #  pour  tbutef  kt  n' 
leurs  de    x    renfermées  entre  les  limita    0  =s  o  ,   0  =  «  « 


(9«) 


iQftB  =  nna«  C— — 


Morc 


#-r     ((aioar))    ' 


•  • 


ou  I  ce  qui  revient  au  même , 


(96) 


sin 


*m 


iirm 

ssm 


Sam 


sinjas  =  tirsma^ 


— i! ^, î!— + î ete>i. 


Si  Ton  prenait  au  contraire 


F(Yi)«a33Msar, 


on  trouverait  1  entre  les  limites  •  .0ssfco  ^   0^3=  a , 


(9^7) 


,  •         ri  siaf« 

sin«ce  =  smaaC ./  ■       w  , 

i-r     ((  cosflr  )) 


ou ,  ce  qoi  renenl  au  mteie , 


(98)        sinjâB=r8a#cosa« 


sin  -**  sm—  sitt  --— -"  f 


Il  est  bon  d'obserrer  qu'on  pourrait  déduire  Téquation  (96)  de  la  formule  (76)  eti'é' 
^  quition  (98)  de  la  formule  (79)^  k  l'aide  d'une  différenciation  et  d'une  inté^ation  rda^ 
tives  à  la  variable    x. 


(35S  ) 
tSuppofOQ»  encore 

F(r)  =5  siDtfr  «fi  rooiai*  • 

On  Ireofora  eiill|eib%Jioiilee    9s=^-^a^  g^:ma^ 

l 


^  V  '        i^r     ({ sinar+rcosir)) 


.»       » 


ou ,  ee  ifiiiTenMil'Éu  mtoie  ; 

^       '  ^  1^  /      (#-r)[(a+r)cof«r-«r8lnflr] 

Ja  somme  que  le  signe    S    iadique  deranlélre Rendue  k  toutes  les  valeurs  de    r    qui 
rérifienl  réquakioa  (81). 

Supposons  enfin 

F(r)  =e"^' —  «c<v6r» 4-e-^'^'.^  . 

is  et  6    désignant  deux  constantes  positives  •  qui  soieni  Tune  et  l'autre  différentes  de 
^éro.  On  trouvera  *  pe«r  losites  lee  valeurs  pesattlea  dM»  «ariablo    w  » 


<  10 1)        ^mêx  =  (••"  —  acos^s*  +  e-**'  )  ^  — 


sln4« 


*-r     ((«-"■• -acos^r»+«-^*'"))  ' 


Si  Ton  fait  en  particulier    6  =  <s ,    on  tirera  de  ta  formule  (101) 
^'"^  «•'•-aco«flj« +  *-•'*  aaV^   \  âIT"j 


4r  «r 

ê 


^«=0D(.,)«/Vfl,j/; 


HV 


sln[iV^cos  J+v/r,  sîn  J)  ]     #"*'^:  'sin[iV#(«of  J^  -t/r,  sSn  J)  ] 

r»'^"sla|-iVjr(sloJ-v^,cosI)]     ^^'^'slnfif^jsînj+t/r.coij)] 

la  valeur  de    N    étant  déternûoée  por  Téquation  (65).-Lorsque4  dans  la  Ibmnik(ioa),) 
on  pose    as^  ==  a^r ,     on  en  conclut 


(  3S6  ) 


^«|«  (-i)»ivi/; 


— -1  »»iir«(«"*-«'"'^ 


i-(ii«i)|/ri  i4'(n-i)|/ri 


n+i-t/ri  M+i-ft/Ti 


ou ,  ce  qoi  revient  aa  même , 


/  OM 


1 4-         ■  ■  -Vd  —•  fco»inxcoê~] 

I 

—  — — ; r- \a  +Ô  /«n  MToîsm  — 


+    S        ^"^ 


008  J. 


, r \ô  — e  /cosliVxMn—    , 

la  valeur  de    N    étant  déterminée  par  Téquation  (90). 

Dan«  les  applications  que  nous  venons  de  faire  de  la  fonnoie  (99),  f  (âB«7«  •••  r) 
a  été  remplacée  par  des  fonctions  des  seules  rariables.  as  et  r.  :  Mais  il  serait  fiiciie 
d^assigner  aux  expressions  ({x,jr, ...  r) ,  F(r)  une  multitude  de  valeurs  proprps  à 
remplir»  du  moins  enlre  certaines  limites»  les  conditions  énoncées  dans  le  théorème  k", 
et  tellenient  choisies  que    f(ai,  j, ...  r)    renfermât»  avec    as  et  r»     d*aulres  variables 

y ,  z Ainsi  »  par  exemple»  on  conclura  sans  peine  d»  lliéor6me  dont  il  s'agit  que 

Téquation 

(io5)  (s'"'+«-''')c08sr  — V-«c6865»^«-"")<l> 77^7? '1   .L-.rM^  - 


($5f) 

dans  laquelle  Ht .6  désignent  deux  constantes  posi(i?es,  mais  différentes  de  zéro, 
subsiste  pour  toutes  les  Taleurs  réelles  de  as  comprises  ^ntre  les  limites  x  =  —  a  » 
X  =  ^^  a  «    et  pour  des  valeurs  quelconques  de    j* 

Lorsqu'à  l'aide  de  Péqnation  (96)  ou  (97)  00  a  développé  la  fonction  f(a),  jr, ...  5) 
en  une  série  composée  de  fonctions' de  même.espèce  «  il  est  souvent  facile' de  trouver  tine 
îafioHé  d'antres  séries  sembkibles  k  la  première  »  et  que  l'oq  puisse  encore  coQsidéaer 
comme  des  dévelo|q>eaients  de  la  fonction  f  (so  ^j"  »•••«)  •  En  effet  »  pour  y  parvenir , 
il  suffira  de  substituer»  dans  la  formule  (6)  «  non  plus  la  valeur  de  v(r)  que  déter- 
termine  l'équation  (aS)»  mais  celle  que  fournit  Téquation  (16),  et  de  prendre  pour 
^  (r)    une  fonction  propre  k  vérifier  la  condition   • 

(.06)  J^,4.(r)f(4>,;r,...r) 

Or  cette  condition  sera  remplie»  si  l'on  suppose  i»*  que. la  fonction  4i(r)  conserve 
une  valeur  finie  »  pour  toutes  les  valeur!  finies  de  r  »  %^  que  »  pour  des  valeurs  infi- 
niment grandes  »  mais  convenablement  choisies ,  du  module  p  de  la  variable  r ,  le 
produit 

^    4'(r)f(«,j,...r) 


(107) 


P(r) 


reste  toujours  fini  on  infiniment  petit  1  quel  que  soll  le  quotient    —  »  -    et  fini  seule* 

ment  dans  le  voisina.ge  de  certaines  valeurs  particulières  du  même  quotient.  Alors  on 
n'altérera  pas  l'équation  (96)  ou  (97) ,  en  ajoutant  au  second  membre  le  ierme 


^*^«î  ^         ^((P(r)))         • 

On  peut  donc  énoncer  la  pro|>osittOB  siiî vaotie.  ' 

r  ♦ 

9.*  TnioBÈiiB.  Lu  mèmu  ehoêes  éiant  poêées  que  dans  U  théorème  1  .^,  si  ta  finieiion 
^P(r)«  eanservani  une  valeur  finie  pour  iouieê  les  vaUun  finies  delà  variable  r  , 
est  telle  qtu  »  pottr  des  valeurs  infiniment  grandes ,  mais  convenablement  choisies  »  du 
module    p     de  eeite  variable ,  le  produit  (107)  reste  toujours  fiai  ou  infinîtixent  petit, 

es  fini  seulement  dans  le  voisinage  de  certaines  Valeurs  particulières  du  quotient    —  ' 

P 
on  aura  -  ' 

ùUt  ce  qui  re\yient  au  mémep 


»  \ 


N. 


« 

pourvu  que  dm  réduieô  êhaqu»  réêtflià  vUép^ol  à  «a.  véUçut  jarimirifmhf 

CaroUairê.  Keo  D*einpéebe  dd  nupfoêw  ijaé  U  fenetion  '  ^(r)»  ûotifÊiÉB  iàm  l« 
formulo  (109)  bi|  (iio)»  rebfeHde  njet  la  Tirhble  t»  la  quanlllé  ai  |t  ^  rtealie 
que ,  dam  le  cas*  où  la  foniiule  (1 10}  aubiiste.  on  n'allftre  p9i  caHd'fltarmafo^'M  Jt  iw* 
plàçani    f^  (r)    par  le  produit    F(#)  ^  (i») ,    «9  aorla  ^*oq  a  eneer^ 

(.11)  t{i,.y,...,)=¥[0)l{^+m)-^^Ç^, 

EmmpUê.  Çopiaeront  d*abord  que  Ton  rMfiiae  t{m^,*..r)  h  Time  dei  fonctiaai 
coir0,  aiarvt  Alor»«  en  déaigoani  par  a  une  eonflaole  poiitiref  paf  b  oi^o 
autre  eooataBlâ  cboiate  aébiîrai wnieèt ,  ^  paaaot  de  pi^a 

on  lireni  de  la  formale  (106)  »  poup  toiptei  lea  raleun  de    x    reoferm^ei  enMre  jet  li- 
mites    «as  — a,    flBa^a» 

(lia)  c^  i.,ji     T       ■  \U^o,  (ne)         c/  Jiu      .^i  '    '\f~^f 

^       '  ^  ((•toflf+roôiar))  '  »       '  .        V  ((Waar+TCoiar))^         ^ 

et  par  eoméqiifnt  00  pourra  aux  é<|i|atiooa  (8S)  el  {99)  fubitituer  lei  itut  auifantei 
(.,4)  co»#a» r=  (rin^i  +  >ço>a^)  j^ (7-^ *)   ((.;„, r^'rL.r))   > 

ou  t  ce  qui  rÔTient  au  même ,  kt  formulisi 

(117)        sin#9  =:  (iip ai +  «oos ai) S   (——4'^)   /  '    >  — r!  * 


dans  lesquelles  lés  soaAmes  i»diquées  parle  mgae     S     détient  ê|re  étendues  k  toales 
les  racines  del^q^M^oii  (81).  Si'  l'on  posait,  au  contraire, 

f{r)  =  p*'"  -T-  a  çosar •  +  «— ^' . 


(Mg) 

éIon  »  an  détigMiit  pftr    «  »  ^    dw  con$U|Di9t  ^wlcoii^aes  «  et  prenant 
fonction  entière  dei  monômes 

r,        oosaf)         cot^r,        etc.» 

on  tirerait  de  la  formule  (106) ,  pour  dea  valeurs  quelconques  de    as , 


^{r  )Anra 


aco8ar*-f« 


•  -L*— «^* 


)) 


et  par  conséquent  pn  pourrait»  sans . altérer ^les  équations  (88)  et  (loa)»  ajouter  à  leurs 
seconds  membres  les  résidus  compris  dans  les  formules  (1 18)  et  (1 19).  Si  »  pour  fixer  les 
idées  I  on  stq^poae    f{r)  =;  ^  i    la  lormule  (118)  domsieaa 


coa|iVai(cos^+i/Taîn^j|     cos|;Va5fcos|-|/Tsîn|j  | 
1+i/tr  i-y^ 


cosî^«fsîn^-l/^cos|j  I     cos|iiriBiain^'fV^:Tcoa|\  | 

la  Taletr  de    %  '  étant  détermbée  par  Téqualion  (90)  « 
Prenons  enfin 

f(%yff-0— «■'+f^"')^»nyi       •*     .F(f3[wsrV^iacoafrf:4.«-^'r/ 

a  •  ^    désignant  deux  oonitaUtes  positÎTes;  Alorr  »  en  supposant  toujours  que    f  (r)    re^ 
présente  -une  fenetion  entière  des  monômes 

r^        cosafi      *  cos^r^        eto...  ^ 

on  tirera  de  la  formule  (106)  »  pour  toutes  les  râleurs  réelles  de    m    comprises 
'^a^  Jr^»    9^  poi>f  des  valeurs  quelconques  de    y  ^ 


lea 


(111) 


■ 

r     >Kr)(#^'^^s-"'"*)cosry 


Par  conséquent  Téquation  (loS)  pourra  être  remplacée  par  la  formule 


(IM) 


(a*''-Ha-'*'.)iùDSiy3si 


(a-'-acoséâ-  +  e--'04Î^(7~  +  +  (r))-^^ 


(•'••»+if-'-*>)cosfy 


acosAr »+•-•'•"))    ' 


En  terminaat  ost  article»  noua  letuM  ftmarqoer  que»  dans  le  cas  ob  pbsienrs  des 
sacipea:  n  f  r«  »  n , ...    de  réfvatkm  (()  deftennent  égales  entre  ellea,  le  dérelop 
pemenl  dek 


(  540  ) 

déduit  de  la  formule  (96),  (s 7)»  (10g),  ou  (110)  «  renferme  non-âeulemenl  les  foociioos 
de  même  espèce 

mais  encore  les  Taiears  que  prennent  quelques-unes  des  fonctions  dérivées 

* 

^.o3^^  <rf(iP,y,.„r)  d^t{a,y,...r) 

quand  on  y  substitue  les  valeurs  de  r  qui  représentent  des  racines  égdes  de  réqualion 
(5).  Telle  est  la  raison  pour  laquelle  les  développements  des  fonctions 

e^',        ces  SX,         sin#as» 

fournis  par  les  équations  (5o)»  (5i),  (5S),  (66),  (87),  (tes),  (loS).  renferment  non- 
seulement  des  fonctions  de  même  espèce ,  c*est-à*dire,  des  exponentielles»  des  eosiaui, 
ou  des  sinu^  de  la  forme 

"c'^'t        cosrai»        siarast 

mais  encore  des  termes  proportionnels  k  quelques-unes  des  puissances  entiènBi  A^  h  va- 
riable X .  En  eifet  »  ces  puissances  représentent ,  au  signe  près,  ce  que  deviennent  quel- 
ques-unes des  dérivées  de  e'''«  de  cosras,  ou  de  sinrce»  qnand  on  7  pose  r=:o. 
Au  reste  p  lorsque  Féquation  ($)  a  des  mcines  ^ales,  et  qa'en  vertu  de  cell6  ^litë, 
certains  termes  du  développement  dç  f(â;»jr,...s)  prennent  d^  formes  parttoulières, 
on  peut  aisément  les  ramener  à  la  forme  générale  •  en  faisant  entrer  dans  leur  composi- 
tion des  quantités  infiniment  petites.  En  effet,  les  valeurs  des  fonctions  (is3)  correspon- 
dantes à  une  valeur  donnée  r,  de  la  variable  r  peuvent  être  remplacées  par  les 
polyiiOBies> 


—  f  {«*7f  .^  r,  +  •) f  («.Jf .-.  f  ») 


— ;-f(aj,7,...r, -f-sf) ~  f(»,7,...r,  4-t)  -| ^  f(as,7,...f.)  , 

« 

dans  lesquels    i    désigne  un  nombre  infiniment  petit ,  et  chacun  des  termes  contenus 
dans  ces  polynômes  est  simplep(ient  proportionnel  k  une  certaine  valeur  de  la  fonction 

f(x,7....r). 

Dans  d'autres  articles,  nous  ferons  voir  oomoient,  à  l'aide  des  principes  ci  -  dessus 
établis  »  on  peut  développer  ui^e  fonctiot^  quelconque  en.  séries  ^expdneattclles ,  de 
sinus,  de  cosinus,  etc«.«. 


BaKB3eBsaBssaasxcsssasBSSHBMBa0aes«SB0s:93aesBMHBaaBBSBaH 


SUR  LES  RÉSIDUS  DES  FONCTIONS 


EXPRIMÉES  PAR  DES  1NTÉGRAI.ES  DÉFINIES. 


Le  résidu  ialégral  d*uue  fonctioa  f{r)  de  la  yariable  r  peut  être  facilement 
déteiminé,  doua  un. grand  iUHni>ce.de  cm^  k  l'jaide  du^béorâme  3  del)i  page  «74»  c'est- 
à-dire  à  il'aide  de  Téquatip^ 

....  .  . 

dans  laquelle    ^    désigne  la  valeur  dtt  pf oduft 


(2) 


^/(rh&i. 


correspondante  à  des  valeurs  iofimes  réeUes^  ou  in^gînairfs  de  cette  variable.  De  plus» 
comme  l'expresaion  (a)  n'est  pas  altérée  »  quand  on  y  remplace  r  par  —  r ,  les 
valeurs^  infinies  dont  il  est  ici  question  »  pourront  être  choisies  de  telle  manière  que  leurs 
parties  réelles  soient  positives.  Donc ,  si  Ton  suppose 


(3)  r«cp.(450ST  +  |/r,8illT)  , 

P  désignant  le  module  de  r,  et  r  un  arc  réel»  il  suffira»  pour  trouver  ^,  d'at- 
tribuer an  module  p  des  valeurs  infinies  »  et  à  l'arc  r  des  valeurs  comprises  entre 
les  limites    -^  —  ,    -i..  — , . 

Concevons  maintenant  que    f{r)     renferme»  avec  la  variable    r ,     d'autres  variables 
indépendantes»     âr,  -y  »...  ,    et  se  présente  sous  la  forme 

(4)  /(»•)  ~  — p^;:^— . 

011 

IL*  ANN&E.  4^ 


*        > 


(54a) 
?(r]  s  i{x^T) ,  f(âp,^,...r)     désignant  des  fonctions  qui  restent  finies  pour  toutes  tes 
yaleursfinies.de    r.    ^    ae  changera  en  une  certaine  fonction    f{i£)*  ovt  f{z^j,,..) 

des  variables    x»  jr, ...  ;     et  Téquation  (i)  donnera 

m 

ou 

Or,  parmi  les  applications  que  l'on  peut  faire  des  deui  fermules  qui  prdeèdentr  on  doit 
principalement  remarquer  celles  que  nous  allons  obtenir  »  en  remplaçant  ^BS  fonctions 
f  (îc,r)  y  f  (cD^j^^.-.r)     par  des  intégrales  définies. 

Supposons  d'abord  que  Ton  attribue  k  la  variable    as    une  valeur  réelle  qui  surpasse 
une  quantité  désignée  par    9»  »    en  aorte  qa*on  ai4 

(8)  X  >  m.i 

m 

et  prenons  d'ailleurs^ 

(9>  f (a,r)  =J%-^'-f^f{r)  d(.  . 

f  (fi)    désignant  une  fonction  qui  reste  finie  entre  les  limites  de  llhtégratîoni  On  tirera 
de  la  formule  (4) 

et  par  suite  l'expression  (a)  deviendra 

Concevons  à  présent  que;  poor  des-  vjaleura-  infii|ies  de     r     dont  la  partie  réelle  soit 
positive ,  le  produit 

se  réduise  à  léro  »  et  le  rapport 

(.5)  '^"^^ 


n-ri 


(  54»  ) 

^  la  constante  e.  Il  est  chfar  que  ces  inAmes  valeurs  réduiront  la  différence  (ii)  au 
produit 

(t4)  -\cf{x). 

Effectivement ,  pour  démontrer  cette  assertion ,  il  sofiit  d'obsenrer  que .  si»  dans  Tinté- 
grale 

(i5)  ,  f''f"^'-i^f{v^)dv^  , 

on  substitue  la  valeur  de  r  tirée  de  l'équation  (5) ,  en  attribuant  au  module  p  une 
valeur  très-considérable,  puis  k  Tare    r    une  valeur  comprise  entre  les  limites    —  —  , 

+  —  »     et  faisant  de  plus 

(l6)  X  — f&ssfr, 

on  trouvera  sensiblement 

=  (cosT4-|/:7sinT)f(sD)  /     e    ^         ^         'dp, 
ou  9  ce  qui  revient  au  même  » 

(17)  r  r%-'-C'-^>/^(^)df*  =  f(a;). 

Cela  posé ,  on  aura 

et  la  formule  (6)  donnera 

^^^^  ^  ((F(r))) =^--om.  ^       ■ 

Ajoutons  qu'en  vcrlu  du  théorème  5  de  la  page  974  •  l'équation  (19)  continuera  de  sub- 
sister, si ,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes ,  mais  convenablement  choisies ,  du  mo- 
dule p  de  la  variable  r  ^  et  pour  des  valeurs  positives  de  cosr  •  l'expression  (  1 2) 
et  la  différence 


...  a  * 

restent  toujours  finies,  on  infiniment  petites  j  mais  finies  seulement  dans  le  voisinage  de 

certaines  valeurr  parlicuHtoes  ilu  quotieilt:    ^— .    Hemafqtions  enfin  qoe ,  si  Pon  désigne 

par    Cl ,  Sa    deux  quantités  comprises  entre  les  limites    x^ ,  x  ,    on  pourra  disposer 
de  ces  quantités  de  manière  à  Térîfif r  Its  équalîons 

9^  '  COS[p(dP-dPp)smT-t]-COST    ^^, 


s*^^         ^        SiiCp(«-ap«)slOT^T]'fslpT  ^,,  . 

—  "  ■ — :: n«>)  » 

p 
et  par  conséquent  de  manière  k  vente  la  formule 


e 


p(â^«o)COST  -     ^  .    .  -  0(â9-â;«)CO«T  ,     r    /  \    .  1        . 

*^^        '        co8[p(«-«o)smT-T]-co8T --^       /— '                   8in[p(a?-«o)8inT-T]+sinT  ^.    . 
' /^««;  + V-* #({»)> 


d'où  il  est  aisé  de  conclure  que,  pour  des  valeurs  positives  de    cosr,     Texpression  (is) 
sera  finie  ou  infiniment  petite  »  lorsque  le  produit 

^     ^  F{r) 

sera  lui-même  fini  ou  infiniment  petit.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

ï  .^  TBi&BiUE.  Soièni  f(r)  a  f(fi)  de$  foneiionê  dô  r  (f$4c  f*«  gmdemêm' 
rent  finieê,  ta  premièrû  pour  touUê  teêvaUmrê  finies  de  r,  et  la  êee&nde  pour  lu  vm- 
leurs  de    p    comprises  entre  les  limites 


^545  ) 


f*  =  ^o> 


f*  =  «  >  j;o 


Soient  de  pluê     e     une  conHantt  diUrmtnie,     F(r)     une  fonction  quelconque  de  In 
variable    r,    et'  p    le  module  de  cette  variable ,  en  sorte  qu'on  ait 

r  =  p  (coST  «4- ^ri  sior) . 

5c,  pour  des  valearê  de     p     infiniment  grandes,  mais  convenabU^nent  choisies,  vt 
pour  des  valeurs  positives  de    cosr  »    Us  expressions 


(«0) 


F(-r) 


—  c. 


(««) 


restent  toujours  finies  ou  infiniment  petites  »  et  finies  Hulement  dans  le  voisinage  de 
certaines  valeurs  particulières  de    cosr ,    on  aura 


(•9) 


L 


((  'W  » 


^-^«/'H. 


pourvu  que  Con  réduise  le  résidu  intégral 


L 


ffrif'f^'-i^fMd^ 


((  F(r)  )) 
à  sa  valeur  principale. 

Nota.  Si  l'on  supposait  prâclsémenl  x=^Xo ,  le  premier  nembre  de  la  fotaittle 
(ig)  s'évaDouirait»  et  par  conséquent»  cette  formule  deviendrait  inexacte.  Ajoutons  que , 
si  les  conditions  énoncées  dans  le  i.**  théorème  sont  remplies  seulement  pour  des  valeurs 
de  X  renfermées  entre  certaines  limites,. la  formule  (19)  ne  devra  pas  être  étendue 
hors  de  ces  limites. 

Exemples*  Soient 


F(r)  =«•'•— I  , 


et 


?(0=  ï^ 


a     désignant  une  quantité  positive.  Le  rapport 


i.-#" 


•  \ 


se  réduira  généralement  à  la  quantité     —  i     pour  les  valeur»  inliuiès  de     r     dont  la 


(546) 

partie  réelle  sera  pesitive  ;  el ,  si  Ton  pose  en  conséquence    c  =  — »  i ,     les  eipressioos 
(so)  et  (s fi)  deviendront  respectivement 

(«3)  »-r-trr-=-Tïr-r.  (»4) 


Or,  il  est  facile  de  reconnaître  qae,  si  l'on  attribue  an  module  p  de  la  variable  r 
une  valeur  infiniment  grande  prise  dans  la  série 

ir  Sir  5ïf  ^ir 

(•i5)  —  »         —  »         —  »         —  »        etc.. , 

ci  ù  cost  une  valeur  positive ,  en  supposant  d'ailleurs  ta  variable  x  renfermée  entre 
les  limites  Xo  »  cDo  +  a  •  chacune  des  expressions  (s3)  «  (24)  sera  toujours  finie  ou 
infiniment  petite  »  et  finie  seulement  dans  le  voisinage  des  valeurs  de  t  déterminées 
par  la  formule  cosr  =  o.  Donc»  en  vertu  de  l'équation  (19) ,  on  aura ,  pour  toutes 
les  valeurs  de    x    comprises  entre  les  limites    œ.  »  Xo  4*  ^  » 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  » 


puis,  en  faisan),  pour  plus  de  commodité, 

a7r(4?-fi) 


^  , 


on  trouvera 


^rw=iy-7-f(._^) 


ay(g-go)  »*(x.jro) 


«         çosv.^fx— ^jrfv4-    /         p  COS«v.f/cB— — jdv  +  etc... 


(547) 
Si ,  dan*  l'équation  («7) ,  en  poM    «^  =>»  o ,  a  =  «v ,    on  aor»  simplement 


(«9)  ^n»)=^f'n'»:^-)d 


C08v./'(«-v)rfv4-  /    cosav./'(«-v)rfv4-  I    coa3v.^(a;-v)rfv-|-ctc...  5 
puis ,  en  prenant    f(x)  =  i  •     on  obtiendra  Téquation  connue 


*    ' 


»    .    .        .    i    .  .    1 


(3o)  — =  —  +  8Îna)  +  —  lînax-t- Y*"*^*"^®*^*"* 

Si  Ton  poiait»  au  contraire» 

f{x)  =  coâa? ,         ou        f{x)  =  sino; , 
on  trourerait  succeêsivemeni 


(3.) 


—  coioB  =  —  cosflB  4"  -r  •"O®  "f"  -^^  »"û  »»  +  -^  sin  3»  +  ^  sin  4a;  4-  etc. . . , 
a  a  4  ^'^  3*4  ^••' 

—  8ina;=  —  sinie  +  —  +  t'COsx r-  cosax--— T-co85aj-v^cos4£C  — .  . 

a  a  a         4  i.5  a.4  3.5 


Les  formules  (99)  «  (5o)  et  (3i),  dont  la  seconde  entrain^  [es- deux  dernières ,  exigeât 
que  la  variable  x  reste  comprise  entre  les  limites  o  et  avr.  Elles  deviendraient 
inexactes  »  si  Ton  supposait  précisément    x  =  0 . 

Soient  encore 

P(r)  =  €-^  — r,         f(r)=r, 

a  désignant  une  quantité  positive.  Si  Ton  attribue  à  la  variaUe  r  deS'  valeers  iu/inies 
qui  offrent  une  partie  réelle  positive»  et  Testent  sensiblement  distinctes  des  racines  de 
Téquation 

(3a)  «-=r,  ' 

puis  à  la  variable  x  une  valeur  réelle  cfmprise  entre  les  limètes  x«  ,.  x^^a  ;  le 
rapport 


(  54«  ) 

so  réduira  générakoMiU  à  la  consiaDte    e  =b  •-•  i  ^    umdti  que  iel  exprefcio»  (te)  el 
(ss),  savoir, 

(35)  1 j = ,  (34) 


r 

seront  toujours  finies  ou  infiniment  petites  »  et  finies  seulement  dans  le  yoisinage  des 
valeurs  de  r  qui  correspondront  aux  facines  de  l'équation  (Sa),  Donc»  en  vertu  de 
Féquation  (19),  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de    x    renfermées  entre  les  limites 

J7  ""  "^  iCo  9      ^  r^T  SB0  ^"  ^  # 


^5^)  ïïl^^rT)) =T/'f*)- 

ou ,  ce  qui  revient  au  même^    * 


(3tt) 


T/'<*)  =  T«J77r/.y'-'''/'<'')^   • 


le  signe  .  S    devant  être* étendu,  à  toutes  les  racines  de  Té^uAtioi^  (Sa). 

Si  Ton  prenait 

F(r)=^'^r,        t(r)=*  +  r, 

6  désignant  une  nouvelle  constante,  les  conditions  énoncées  dans  le  théorème  1  .**  seraient 
toujours  remplies»  et  Ton  tirerait  de  la  formule  (19) ,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
renfermées  entre  les  limites    x.^  x  -f-  ^  » 

^57)  l T^^TTô) =  T^(^)- 

Il  suit  de  FéqualîM  (87)  qse  Texpression 

•  ..  • 

;i  uue  valeur  indépendante  de  la  <WM»taote    6  ,    ce  qm  lient  A  ce  (fu'on  a  généraletneni 


(Sg)  ^ -:': r-. =  0. 


(  549  )• 
Soient  enfin 

a ,  b    désignant  deux  conitantet  poêittrcp.  Alors  le  théorème  i.**  donnera»  pour  toutes 
les  valeurs  do    x    comprises  entre  les  limites    sB  =  â;,  ,   (B  =  Xo-H^^» 

Au  contraire I  si»  en  supposant 

F(r)=rs*'-  — air  4- «-•'", 
on  prenait 

9(r)  =  s-«''  —  a*r , 
ou  plus  généralement 

ç(r)sa:«-«'-4.«-|-pr, 

a,  ^     désignant  deux  nouToUes  constantes;  Téquatlon  (19) ,  réduite  à  Tune  des  formes 


% 


[s---+a+pr]  r   s'-C'-AO/'(p)rf^ 

ne  subsisterait  plus  que  pour  des  valeurs  de    x    renfermées  entre  les  limites    x  =  Xo  > 

X  r=r  a?e  "4"  ^  • 

ConceTons  maintenant  que  Ton  attribue  è  la  variable     ai     une  valeur  particulière 
qui  soit  inférieure  à  une  certaine  quantité    X ,    en  sorte  qu'on  ait 

(43)  x<X. 

Alors  »  par  des  raisonnements  semblables  è  ceux  dont  nous  avons  fait  usage  pour  dé- 
montrer le  théorème  i.**,  on  établira  sans  difficulté  la  proposition  suivante. 

a.*  THÉoftEMB.  Sâienê     r(f*)j     et    f{ft)     des  fbnetionê  de    r    et  de    ft,    ^ui  de- 

II'  Année.  46 


mcureni  finiêi  »  6»  première  pour  touie$  lu  vateutê  finies  de    r,    et  ta  seconde  pour  la 
rateurs  de    /i    eamprites^  e^iêre  les  Umiiei 


'¥• 


», 


Sait  de  plus     C     wke  constante  déterminée ,     F(r)     une  fbnetioji  quelconque  de  la 
variable  *  r,    et    p     le  module  de  oeite  variable^  en  sorte  qu^on  ait 

r  =  p  (oos-r -^  t/^ 'io  t)  . 


Si ,  powr  du  valeur»  de    f    infiniment  grandu ,  maU  eontenaUêment  ekeitie» ,  et 
pour  de»  valeur»  potitive»  de   .coft^,.,.  ^  exprtêrien». 


m 


F(r)         ^  ' 


m 


y(.r)      r{X.m) 

e 


F(.r) 


« 

reètenS  toujours  finies  ou  infiniment  petites,  et  finies  seulement  dans  le  voisinage  de 
certaines  valeurs  particulières  dS'  ,  ùoêr,    emmura 


(46) 


l 


Hr)  fy^'-''>rMdi. 


((  FW  )) 


=  -Cf{*), 


pourvu  que  Con  réduise  le.  résidu  intégral 


^ 


.f(^)f^''"-'^M'^F 


'  ((  F(r)  )) 
à  sa  valeur  principale. 

Si  Ton  supposait  précisément  x^=:X  ,  le  premier  membre  de  la  foriwle  (4^)  te 
réduirait  à  zéro»  et  par  conséquent  cette  formule  deviendrait  inexacte.  Ajoutons  qae, 
si  les  condilion94AoBoées  dans  le  %i^  théorème  sont  remplies. seulement  pour  des  vaienr» 
de  X  renfermées  entre -oertakies  limites^,  la  Ibrauile  (46)  se  derra  pas^  dire  étendue 
hors  de  ces  limites. 


Exemples,  Si  Ton  prend 


F(r)  =  e'^^i,  f(r)  =  i', 


a    désignant  une  quantité  positive  ^  alors ,  en  attribuant  k    r    de  Irès-gvandes  yaleurt 
dont  la  partie  réelle  soit  positive ,  on  trouvera  sensiMemeal 


(  $Si  ) 


y(r)   ._»'^     -^        » 


F(r)       :    ««'■-i  I-»- 


— *•  ::=  J. 


«f 


Var  suite  on  pourra  prendre     C7  =  i ,     et  Ton  tirera  du  théorème  a  ,  pour  toutes  les 
valeurs  de    x    comprises  entre  les  limites    x=zX -^a  ,   x^=iX  , 

ou ,  ce  qai  rerieat  aumfime',  '  ' 

(48)  -^  r(af)  = 

puis ,  en  faisant ,  pour  plus  de  commodité ,' 

f 

•  atr(fi-j?) 


4W 

a 


on  trouver*» 


(49) 


7t{X'X)  ^   aw(X-») 


«       C08v.f(a54-  —  )rf»4"    I  *       costv*/'la5+ — )rfv  +  etc;... 


Soit  encore 

F(r)=««''^r, 

a     déaigaiiQl  uop  oonilante  poisitife^  Alors ,  si  Ton  pi^nd 


\   . 


y(r)=;e 


on  tirera  de  la  formule  (46) ,  pour  toutes  les  yaleurs  de     ±     renfermées  entre  les  li- 
mites   xr=zX  —  rt,   aj  =  ^, 


(  55.  ) 


Soit  eofio 
AloT»  en  tmiMDt 

on  trouren,  pour  toutes  lu  Talenrs  da    x    ranfermiu  enttv  lea  lÎButes    m:^X. —  s 
x  =  X, 


=-n')- 


f(r)     déaigoint UDO fonctioD^entière de    r,    onobtieodra.aulieudet'équetion  (5i),  le* 
deuxTormulea 

(»•)  <!^ ((.--.>...-^.))  ==T»"' 

C<"+«tM /'■^•"'-««ri"'!' 

<">      ■         <!^ — a.-.:^r..-n) — =TfW- 

doDt  cbâcone  ne  subiUtera  plu*  que  pour  dei  raleun  de     x     rcnferméeR  unlre  les  limite» 
x^X  —  a,    fE=:jr. 

On  peut  encore  déduire  de*  thâorème*  i  et  s  une  ]irapo*Hiof>  qui  mérite  4'élre  re- 
marquée, et  que  noua  allons  fiiire  connaître. 

3.*  TaioaSMi.  Soient  F(r)  et  f{x)  deux  fimctiom  de  r  et  tU  x  ^ui  de- 
meurent finies ,  la  prtmièn  pour  toute*  let  valeurs  finie»  du  modale  i>  delà  variabU 
r,     la  teconde  pour  toute»  tet  vaUurt  rielUa   de      x     renfermée»  entre  les  limita 


(5.)                               l  ■ 

((,"-.*r+.-")) 

Si  l'on  prend  au  contraire 

,W=."-.«r, 

^ 


(  555  ) 
x=zaiot  x-=tX>X9.  Cwiewom  en  'autre  que  la  fmeUan  ¥{r)  puisse  être 
partagée  en  demx  oafiw  f(^)*  x(^)«  9**^  demeurent  finies  eUes-^mémes  avec  Ut 
variable  r,  de  telle  sorte  que 9  pour  des  valeurs  de  r  infiniment  grandes,  mais 
dont  U^madutes  soient  convenablement  choisis,  et  dont  les  parties  réelles  soient  positives, 
chacun  des  rapports 

reste  toujours  fini  ou  infiniment  petit,  et  fini  seulement  dans  le  voisinage  de  cer^ 

taines  valeurs  particulières  du  quotieni    —  »     Enfin  supposons  chacune  des  quantités 

Xo,  X ,  ou  ptutât  la  différence  X^^x^  choisie  de  manière  que  les  conditiovu  ci- 
dessus  énoncées  ne  cessent  pas  d^étre  remplies,  quand  aux  rapports  (54)  et  (55)  on 
substitue  les  produits  de  ces  rapports  par  Ceœponentielle 


6 


cesi'à'dire,  les  deux  expressions 


Alors  on  trouvera,  pour  toutes  les  valeurs  de    x    comprises  entre  les  limites    Xo  »  X , 

?(r)  f^, '■<">') fMdt. 

(58)  fix)  =  /, î— :: . 

ou ,  ee  qui  revient  au  mime , 

(5q)  f(x\  r=z^L  '       •  . 

{(  ^W  )) 

pourvu  que  ton  réduise  le  résidu  intégral  renfermé  dans  Céquaiitm  (58)  ou  (5g)  à  sa 
valeur  principale. 

Démonstration.  Si  les  conditions  énoncées  dans  le  3/  théorème  se  trouvent  remplies, 
il  que  l'on  attribue  à  la  variable     r     des  valeurs  infiniment  grandes»  mais  dont  les 


i 
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modote*  soient  eottrenaMeoMiit  ehobit  »  eldoBtlatpafliM  téeUessobui  positives  «oioa- 
feulement  les  expressioin*  ^S6) ,  (67) ,  el  »  k  plus  ferle  raison  »  les^eoK  ptod.uils 

(60}  jtlLe'^'^"'^  (61)  Jç(l/(«--) 

seront  toejolrrs  finis  où  infimmeiil  petits ,  et  finis  seulement  dans  le  voisinage  de  cer- 
laines  valeurs  partrculières  du  quotient  —  ;  mais  on  pourra  encore  en  dire  autant  des 
différences 

(6,)  M^v,..  (68)  ^^-'^       ■ 


-o 


y( 


F(r)        "  '-'  F(.r)        ■' 

puiaqu'en  vertu  de  réquatioio  identique 

(64)  ?('-)  +  zW  =  F(r), 

ces  difrérencet  sont  éqoiralentes ,  au  8%ne  prè««  la  première  à  la  fraction  (55) .  la  seconde 
à  la  fraction  (S4)>  Par  suite,  le  théorème  i.*  fournira  l'équation 

.tandis  que  le  théorème  a  donnera 

(66)  /, iL!^ =z±f(x). 

^     '  ^  ((F(r)))  -,/^W 

De  plus,  comme  la  formule  (64)  permet  de  remplacer,  dan»  les  équations  (65)  et  (66) , 
x(»')  par  P(r)  —  ?(r),  ou  plus  simplement  par  — t(*').  et  <f{r)  par  F(r). —  xi"")' 
on  plus  simplement  par    —  X  (**)  <    on  trouvera  encore 

et 

^'*^  ^  ((F(.))) =-T^W-'      •     ' 


(  555  ) 

Si  maiBlenaDt  im  combine  enta^^lles  ^  par  voie  d*addittoB  ^  i.^  les  farmules  (66)  et  (67}  » 
9.*  t«9  fbfmdieii  (65)  6l  (6&)  »  on  obtiendra  préclMmenl  tes  éqoationi  (5S}  et  (Sg). 

Nota.  Il  est  bon  d*obaerrer  qu'en  égalant  à  zéro  les  rapports  (54)  et  (55)  »  on  obtiendra 
lés  denx  formules 


— -— =  0»  —— =  0, 

desquelles  on  tirera    -^^7 — 7*  =  —  ,     ou  »  ce  qui  reyient  au  même , 

9(.r)  o 

(6,,  fl  =  .. 

et 

xW       0 

De  même ,  en  égalant  à  zéro  le*  rapports  (56)  et  (67)  «  on  obtiendra  le*  équation» 


•      r(Jf-*.) 

xC-»-)         • 

que  Ton  pourra  présenter  sous  les  formes 

fC-n  O  x(»')  O 


> 


et  desquelles  on  tirera  »  en  attribuant  à     r    des  valeurs  dont  les  parties  réelles  restent' 
positives , 

f(-r)  0 


•        • 


ou  »  ce  qui  revient  au  même , 

et 

(7«)  .41,-'(*-->«:  J.  , 

xW  o 


^ 


il 


i 


(  3S6  ) 
CeU  poié ,  pour  MlUkife  «ax  coodttioiu  inonoéM  iaa»  le  3.*  ibéoréme .  3  biidn  éfi- 
dommeot  déeom|NMer    /(r)    oo  deux  foocUon*  tellM  que  le  rapport  de  b  pcenîère  ï 
la  «eccDde,  Mroir. 

y(r) 

(73)  ZW 

devienne  généralement,  penr  des  valeurt  infinie*  de  1«  variable  r.  infiniment  grand 
ou  infinipent  petit ,  auivant  que  la  partie  réelle  de  cette  variable  sera  poailive  ou  néga- 
tive .  et  choiair  enaoile  la  différence    X  —  x,,    de  manière  que  l'eiprefaion 

f(r)      -p(X-<».) 

(74)  7(0  • 

c'ett-à-dire ,  le  rapport  (73)  moltiplié  par  l'exponeniielle    e  joaisse  encore  de 

la  ïûème  propriété. 

ExempUê*  Soit  d*abord 

P(r)  =  ««'-  — i, 

a    déiigoant  une  constaote  positive.  Si  Ton  preod  »  dans  ce  cat , 

f(r)  —  e"-,         x('')  =  -->. 

le  rapport 

<f(r)  ,, 

Xir) 

« 

deviendra  »  pour  des  valeiiri  iofiDÎet  de  la  variable  r ,  inCniment  grand ,  ou  infiniment 
petit ,  suivant  que  la  partie  réelle  de  r  sera  positive  ou  négative  ;  et  »  pour  que  le 
produit 

^  (r)      -  r  iX'  «0 r(a  -  -Y+»,) 

jouisse  encore  de  la  même  propriété ,  il  sera  évidemment  nécessaire  que  la  différence 
X  —  Xo  reste  inférieure  à  la  constante  a  ,  c*est*à-dire ,  que  la  quantité  X ,  sa^ 
périeure  à  x^ ,  reste  inférieure  à  la  limite  x^  +  a.  D'ailleurs  il  est  facile  de  s*as* 
surer  que ,  si  Ton  prend  F(r)  =  c*'*  —  1  ,  y(r)  =  e*r ,  x  W  = —  >  »  X  >  Xo  et 
<  Xo  4*  ^  »  I®>  conditions  énoncées  dans  le  3.*  théorème  seront  toutes  remplies.  Alor^ 
en  effet  les  expressions  (54)  »  (55)  »  (56) ,  (Sy)  s'évanouiront  pour  des  valeurs  infioies 
de  la  variable    r  ,     ^i^t  que  la  partie  réelle  de  cette  variable  »  étant  positive ,  ne  de^ 


y 
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viendra  pas  lensiblement  égale  à  zéro;  et»  quand  cette  partie  réelle  différera  très-peu  de 
zéro  ^  il  suffira  .pour  que  lea  mêmes  expressions  conseryent  des  valeurs  finies  »  d'attribuer 
au  module  de  r  des  râleurs  infiniment  grandes  prises  dans  la  série  (ft5)«  Donc ,  en 
T'ertu  du  5.*  théorème  et  des  formules  (58)  »  (Sg)  »  on  aura ,  entre  les  limites    a;  ==:  a?o  » 

X  =  X  ^  Xo  ^  ût  j 

'  nx 

(75)  m = l      ((>.^-.))      • 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  '* 


(76)  .V- ((,....)) 

Si  Ton  développe  les  seconds  membres  dé  ces  dernières  formules ,  on  obtiendra  la  suivante 

(77)         "      /•(•)= 

puis  y  en  posant    a?o  =  o«    ^=:a  =  99r,     on  retrouvera  une  équation  que  M.  Fourîer 
a  donnée  dans  son  premier  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  chaleur ,  savoir , 

(78)  ,r/'(a5)  =  ^/^'V(,*)dp 

/*3lf  f^^9  {^%9 

Soit  encore 

F(r)  =  *-''4-i. 

Alors»  en  prenant    y(r)  rrre**",   xW  =  *  •     ^o  tirera  des  formules  (58)  et  (Sg) ,  pour 
lea  valeurs  de    x    comprises  entre  lès  limites    x  =  a?o»   a;  =  A'<cCo  +  ^» 

■  •  * 

(79)  A<»)  =  iî^-^^^h;7Tr,, =-<Î:^'" 


ou  J  ce  qui  revient  au  même . 

IL*  ANNÉE.  4? 


(  3S8  ) 

(80)  fix)  = 

puis ,  en  posant     Wo  =  o,   X^=ar=zn,    ou  bien    a?o  =  o,    A^  =  a=afr,     on  ol- 
tiendra  les  deux  équations 

(81)  ~fip)  = 

j     cos(a?-pi)./'(^)rfpi4-  /     cos3(«-p)./'(p)£^^-|- /     cos 5 (« -fx). /•(;*) rfpi  + etc. ..., 

/ 

(82)  ^f{x)  = 

f^'cosf^fM  d.+f^'co»  ^m  d,  +/;''eo.iM.^(,)  rf,  4.  etc.... 

De  même ,  si  Ton  supposait 

F(r)  =  ««'■  — ««*, 

a    désignant  une  constante  réelle ,  alors ,  en  prenant   (p(r)  =  e"',  x('')  =*'*'   on  trou- 
verait ,  pour  les  valeurs  de    x    comprises  entre  les  limites    x=ix,,  x  =  Ar<a;»-)-«, 


(83) 


/'(«)  =  <C' ^ T^^ — 


ou ,  ce  qui  revient  au  mdme  » 


(84)  -!/'(«)  =/*«*(-^/'(p)rfp 


Celte  dernière  formule  continue  de  subsister  »  dans  le  cas  oh  l'on  remplace  la  constante 
réelle  «  par  une  constante  imaginaire  9  -^  P^/T»  '  »  P  désignant  deux  quantités 
réelles ,  et  se  divise  alors  en  deux  équations  «  savoir  » 


(559) 


(85)  -If (as)  =  i.  r^e-c--/«>co8KaJ - rt -f (^ ««P  + 

3  a  tb'    «r_ 


J      «•<'-''>C08p(aJ-p).C08-îî^^f((«)rfH+  r*e«^'-''^cosp(x-p).co8^^^î^/'(^)rff.+.., 


et 


(86)  o  =  —  r^6*<*-''^8înp(x  — pi).f(p)rffi4. 

Soit  maintenant 

F(r)  =««'•— 1. 

Alors ,  si  Ton  prend    f  (f )  =  e*"" ,  x  (*•)  =  —  ^  >    'e  rapport 

xW  a 

deviendra ,  pour  des  valeurs  infinies  de  la  variable  r ,  infiniment  grand  ou  infiniment 
pelit,  suivant  que  la  partie  réelle  de  r  sera  positive  ou  négative;  et,  pour  que  le 
produit 

e  = e 


xir)  r 

jouisêe  encore  de  la  môme  propriété  »  il  sera  nécessaire  que  la  quantité  X  ,  supé- 
rieure à  œ^  »  reste  inférieare  à  Xo'^^a,  D'ailleurs  il  est  aisé  d'assurer  que ,  si  Ton 
suppose  ^  (r)  =  e  ""■ ,  ^  (^)  =  ' —  ^  »  -^  ' —  ^o  >  o  ©*  <  «  »  toutes  les  conditions 
énoncées  dans  le  3.*  théorème  seront  remplies.  Donc»  en  vertu  des  formules  (58)  et  (Sg), 
on  sura*  pour  les  valeurs  de   as    ronformées  entre  les  limites    x=Xo,  x=X<Xo  +  a, 


(87)      /' («) = o — ~7 =  ^  --^-^ , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  » 


(  56o  ) 


(88) 


f(x)  =  ~S 


v^Ly'-'''f<^)M  ' 


le  signe     S     devant  être  étendu  à  toutes  les  racines  de  Téqualion  (Sa). 
Supposons  encore 

F(r)  =  ««'•  —  a^r4-  «-«'•, 

a  et  b    désignant  deux  constantes  positives.  Alors»  en  prenant 


ç(r)  =  *•'•  — ^r. 


X{r)  =z  e-^r  —  br , 


on  tirera  de  la  formule  (58) ,  pour  des  valeurs  de  x   comprises  entre  les  limites    x  =  £r^ 

X  :=  X  ^  Xo  "4"  a  » 

X 


(89) 

et  de  la  formule  (69) 


fiix)  =  l 


((«'"■-aAr+e-"'))     ^  ' 


(90) 


/'H 


((«<"_a6r+«-'"-)) 


'Y(c)  rff* 


Si*,  dans  la  même  hypothèse ,  on  prenait 

f{r)  =  tf"-  +  «  4.  pr ,  xW  =  »"•"■  —  «  —  (P  +  «*)»•  » 

a ,  p    détignant  deux  conttaoses  arbitraires ,  la  formule  (58)  donnerait 


(9') 


f{x)  =  l 


((««'•-a^r+f'')) 


^i^i^H^MA 


la  valeur  de  x  devant  toujours  être  renfermée  entre  les  limites  x=Xo»  x=^X'>Xo+(t* 

Aux  applications  que  nous  venons  de  faire  des  formules  (58)  et  (5g) ,  on  pourrait  en 
ajouter  un 'grand  nombre  d'autres.  Ainsi*  par  exemple»  si  l'on  désigoe  par  a  une 
quantité  positive ,  par  b.  A,  B  des  constantes  quelconques ,  et  par  f(r)»  ft(r)  des 
fonctions  entières  de  r,  on  tirera  de  la  formule  (58) ,  pour  des  valeurs  de  x  com- 
prises entre  les  limites    a5  =  2Co»«  =  A"<ïDo  +  ^f 


(561  ) 


(9«) 


n») = l 


â 


ar 


((.-f(r)+f.(r))) 


et ,  poar  des  râleurs  de  ,  »    oomprises  entre  leé  limites    m=s:»,  ,   x  =  X  ■^x.'^ia. 


(95) 


fix)  =  l 


{(««'f(r)+<-<"-f.(r)))       ', 


(94) 


(95) 


f(«)=<s 


((•-'■f(r)-»«<»-'->f(A-r)))    ' 

(^+r)(l»+r)#-''  r    «'•C*-/0/(p)rfp 
((  (^+r)(B+r)««'--(^-r)(B-r)«— »•))     ' 


(96) 


(97) 


etc« 


n^ 


f(«)  =  <î^ 


((  («*»'•+«-«'') cosAr+ a  )) 


Ces  diyerses  formula  sonl  fort  utiles  dans  la  solution  des  problêmes  de  physique  ma- 
thématique, surtout  quand  elles  sont  combinées  avec,  celles  qui  se  déduisent  de  la  pro- 
position suivante. 

» 

4«*  TuioEâMB.  5(?îl  f(£C»r)  et  f{^)  deux  fonctions  de  x,r  et  f&»  qui  demeurent 
finies,  la  première  pour  toutes  les  valeurs  de  x  tt  de  r ,  la  seconde  pour  toutes 
les  valeurs  de  ^  comprises  entre  les  limites  ft  =  «o  »  f*  =  ^  >  a?«  •  Soient  de  plus 
F(r)  une  fonction  quelconque  de  la  variable  r,  et  p  le  module  de  cette  variable* 
Si,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes,  mais  convenablement  choisies,  du  module 
P  ,    oliacun  des  produits 


(98) 


6  ^ 


F(r) 


(99) 


FCr) 


reste  toujours  fini  ou  infiniment  petit ,  et  fini  êeulement  dans  te  voisinage  de  eertainu 

r 
valeurs  particulières  du  quotient     —,     on  aur<t 

(loo)  c/'"    ^"^'  t/'f?  'V'iV'"  """^  ^Ot 

pourvu  que  l'on  réduise  U  résidu  intégral 

à  sa  valeur  principale 

Démonstration.  La  valeur  géDérale  de     r     ponyani  être  exprimée  »  à  l*aide  du  mo- 
dule   p    et  d'un  arc  réel    f-,    par  une  équalioa  de  la  forme 

!•  =  p  (COST  +  l/-i  ^ÎD'f)  > 

on  trouvera  »  par  un  calcul  seoiblable  à  celui  dont  nous  nous  sommes  servis  pour  élabllr 
la  formule  (ai)  » 

,       .        .           s    ^            cos(T-fp«oSinT)-«   ^            C08(T+p^sinr)    ^.^ . 
(loi)       {    = i^-î: L-i- i_E L.^(ç,) 

•  •^''^^^'^♦m(r+p*oSÎiit)*s"^^^'%lu(r+pjrsîor)    ^,, ,      _ 

s, ,  s,    désignant  deux  quantités  comprises  entre  les  limites    œ,,X;    pais  l'on  en  coii- 
«tura 


(lOS) 


«W 


—  •î^!2^--'X[cos(T+pXdfev)+|/^i  sin(«+p;f  sinr)]  [/•(Ç,)co8(T+pJirsiiiT)-|/5  f(ÇO*i«»(T+P-ï»M] 


(  S6$  ) 

Cela  posé ,  H  est  clair  que ,  si  les  oon^tions  énoncées  dans  le  ibéoréme  4  sont  remplies , 
le  produit 

(.05)  r ^^ 

t 

restera  toujours  fini  ou  infiBÎment  petit  pour  de  très-grandes  valeurs  du  module  p  de 
la  variable    r  »     et  fini  seulement  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  du 

quotient    —  •     Par  suite»  le  théorème  a  de  la  page  258  entraînera  la  formule  (loo). 

Nota.  Si  les  conditions  énoncées  dans  le  théorème  4  so  trouvent  remplies  seulement 
pour  les  valeurs  de  m  comprises  entre  certaines  jiff»ites^  par^MempIe^r  Qntre  les  limites 
as  =  Xo  »    SB  =  A^  t    la  formule  (loo)  ne  devra  pa^  être  étendue  hors  de  ces  limites. 

Exemptes.  Soient  d'abord 

F(r)  =  s*^r(r)  —  «*C*-r)f  (5  ^r), 
et 

ç(af,r)  =^r^-r<*-»*.>  ^ 

a  désignant  une  quantité  positive  »  b  une  constante  quelconque ,  et  f  (r)  une  fonc- 
tion entière  do  r.  Alors,  si  Ton  suppose  la  variable  œ  renfermée  enlre  les  limites 
«o  »  A^  >    «t    X — flCo  <  a  f    les  expressions  • 

^'  »     f(r)-«  ^        f(*-r) 

I 


f(r).e         'f(^-r) 


'I  ' 


rempliront  évidemment  les  conditions  énoncées  dans  le  théorème  4*  Donc»  en  vertu  de 
ce  théorème ,  on  aura ,  entre  les  limite^    œ^^Xm»   «  =  -<¥<;  îp^^-a. 


(io4)  _  

Si  l'on  combine  cette  d«nu>re  ^qwlien  airee  la  f<H>Bi|ule  (94)  par  voie  d'addition  oâ  4* 
toQstraction ,  l'on  obtiendra  les  deux  sutrantes  : 


(,o5)  /•(«)  =  <£•- 

(io6i      m—L- 


(  564  ) 

((.■'r(r)-,'C-')f(4.r))) 
.'[,'<—.>.  ,-'(—J]  r(r)  f^.-"l—.>rM  if 


«.■'f(r)-,-<'-'!r(4-r))) 
Si ,  pour  fixer  les  idées ,  on  prend 

4  =  0,        f(r)  =  i, 
lei  jqoatioDS  (io5)  et  (106)  doanen>Dt 


(i»7) 


r(«)=i » -Ml • 


((<•'--')) 


(,„8)  A«)  =  i ((,., •)) 

ou,  ce  qui  revientau  mSme, 

('«9)  m=\^^nMf- 

al  a*/]r,  a  a*/X(  a 

et 

■(■'0)  ..      .  r(*)«= 

_ÎMQ_i i-  I      Bin— ii-— i-  /^{/*)</(»+8ia 1 i-J      aiD — Ai-— i-nf)<'f+- 

puis  >  CD  posaot    Xt  =  o  ,  X=s=a  ,    en  eo  déduira  lea  formules  coDouea 


(  565  ) 

dans  lesquelles  le  signe  S  s*éteDd  à  toutes  les  yaléurs  entières ,  positires ,  nulles  ou 
négatives  de  n.  Ces  dernières  formules,  qui  subsistent  pour  les  valeurs  de  x  ren- 
fermées entre  les  limites  x=so  ,  x  =  a  ,  peuvent  être  employées  avec  avantage ,  la 
première  dans  la  théorie  des  instruments  à  vent  et  dans  celle  de  la  propagation  des  ondes 
à  la  surface  d'un  fluide  que  renfermerait  un  canal  terminé  par  deux  plans  perpendicu- 
laires à  son  axe ,  la  seconde  dans  la  théorie  des  cordes  vibrantes.  Si ,  dans  les  mêmes 
formules,  on  remplace  la  constante  a  par  Tunité,  on  obtiendra  deux  équations  qui 
pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

(ii3)  A*)=   /    Art^f^^"*     *     Jcosnir»    /    cosn7rfi./*(pi)rffji>  , 

{114)  f{x)  =  %     s^    <9Ïnnwx  I    8ionirfi./'(f^)^P(  » 

et  dont  la  seconde  a  été  donnée  par  Lagrange  dans  le  tome  III  des  anciens  Mémoires  de 
Turin.  Si  Ton  suppose,  au  contraire,  a  =  if ,  on  trouvera,  pour  des  valeurs  de  x 
renfermées  entre  les  limites     Oj   k  , 

(ii5)  fef{a)=z  I    /((*)rfft4"^    ^    \co$na  I     cosnf*. /*(;«) rfpi >  , 

(116)  nf{w)zz=a    ^    )iânnm  j     sinnfi./'(|ui)^p>  . 

Les  deux  équations  précédentes  aont  contenues  dans  le  Mémoire  déjà  cité 'de  M.  Fouriér, 
pages  3o8  et  3i  i.  Mais  on  doit  observer  que  la  première  avait  été  donnée  par  Eulcr  dans 
un  Mémoire  qui  porte  la  date  du  %6  mai  1777,  et  qui  se  trouve  imprimé  dans  les  Nova 
actaAcadùmiœ  Peiropolitanœ  pour  Tannée  I7g3.  Quant  à  Téquation  (1 16) ,  on  peut  la 
déduire  immédiatement  de  la  formule  {114)  donnée  par  Lagrange,  "en  remplaçant,  dans 
cette  formule»  la /onction    f{x)     par    /(«O?) ,     et  les  variables    x,  it    par  les  rapports 

—  ,  — .  On  déduirait  de  même  les  formules  (111)  et  (112)  des  équations  (11 5)  et 
(  1 1 6) ^  en  remplaçant  la  fonction    f{x)    par    / 1'^]  ,    et  les  variables    0  ,  fi  .  par 

dX  OUL  — 

les  rapports     — »  -^.     Remarquons  enfin  i.^que,  pour  obtenir  Téquation  (116),  il 

suffit  de  substituer  la  fonction  f{x)  à  la  fonction  dérivée  f{x) ,  dans  l'équation  (1 1 5) 
di^Térenciée  par  rapporl  à  la  variable    x ,    et  combinée  avec  la  formule 

IJ.*  ANKÉK.  48 


(  366  ) 


J  C08nfi.f((x)rff«  =  f(fi)  -i^  —  ~j6mnt^.J{y)dit, 


de  laquelle  on  lire 


('•7) 


a."*  que»  si  l'on  ajoute,  membre  h  membre,  les  équatîoos  (ii5)  et  (ii6),  on  obtiendra 
une  aulrc  équation  comprise  dans  la  formule  (77)* 

Lorsque,  dans  les  équations  (1  lâ)  et  (116),  on  prend  successivement  f{x)  =  1 , 
f[x)  =x  ,  f{x)  =x* ,  etc..  ,  on  en  conclut,  pour  des  valeurs  de  x  renfermées 
entre  les  limites     o ,  ?r , 


(..8) 


cosa;  +  — 3r-  +  — 5; !--= g • 


cos5â? 


cos  5x 


*'°** + — 54- + — 54- + -  = 


ir(ir-a«)(it'+air«-adP') 


gp 


etc. 


et 


(»«9) 


«n»  +  --^ 1 5—  +  —  ==  T  ' 


etc.. 


•■• 


On  pourrait  arriver  aux  mêmes  résuftals ,  en  partant  des  formules  (76)  el  (74)  de  Iff 
page  3 10.  En  eflet,  si  Ton  pose,  dans  ces  formules,  a  =  £a-^9r ,  on  en  tirera,  pour 
des  valeurs  de    x    comprises  entre  les  limites    os  =  o  ,    a;  =  9ir , 


(120)       cosîbH h  — = 4- — ~ h-,. 

et 

,       V  •        I    siii2â;     ,     stnSâ?     .     sin4«     . 

(laji       sma5  4 -—  4--- -t-  ----, !-••, 


r  ireos(fl?-n)g  /  /  I   \ \ 


<l»m4-» 


:Mi4-t 


^%mA'tn 


(  367) 
puis  y  en  remplaçant    x    par     sa) ,    on  trouvera ,  pour  des  yaleurs  oe    x    reiiferioées 
entre  les  limites    e  ,  fr ,     • 

et 

sînaâ?  8În4«     ^  '    sInBa?     ^         . r  ^»în(^^-fr)«   / /      i      \\ 

Si  maintenant  en  combine  la  formule  (120)  arec  la  formule  (laa) ,  ou  la  formule  (tai) 
avec  la  formule  (isS),  on  obtiendra  les  suivantes  : 

,     cos5:r    ,    cosSâ?    .  r   cesfarp-ir)«-a*'"C08fa?-ir)j;  //    1    \\ 

,      -.         .         .    sînSa?    ,    sinSa?    ,  P  sîn(aa?-7r)«-a»'*+*sln(ir-.ir)«  //     1     \\ 

qui  subsistent  pour  des  valeurs  de  x  positives ,  mais  inférieures  h  n,  et  qui.  étant 
développées,  reproduisent  les  équations  (118]  et  (iig).  Il  est  bon  d'observer  que  la  pre- 
mière des  équations  (ng)  cesse  d*étre  exacte,  quand  la  variable  x  devient  précisé- 
ment équivalente  à  l'une  des  limites     o ,  n.     Mais,  si,  dans  la  même  formule,  on  attribue 

successivement  à     x    les  deux  valeurs    — ,  —,    on  retrouvera  deux  équations  données 

par  Leibnilz  et  par  Ëuler ,  savoir ,  * 

Lorsque,  dans  les  équations  (1 16)  et  (1 16),  on  prend    f{x)  =  e",     on  en  conclut , 
pour  des  valeurs  de    x    comprises  entre    o  et  ir, 

* 

(126)  e"  =  —  (e*^-i)[ —  +  — 7-+ — ^+—  -  — (^   +0Hr7~+-"Tr"  +  -'"    ' 


et 


(127)  c"  =  — (e'^+i)  + +... («    -0  -^>f  ■■  ■■■    -j, --f  ..>    . 


f  568  ) 
Sï ,  après  «voir  développé  les  deai  meuibn»  des  formules  précédentes  luirant  les  puis- 
sances asceDdanles  de     a ,     on  égalait  entre  eux  les  coelIicieDU  des  puïssBaces  sem- 
blables, OD  rotrouverait  les  équations  (ii8)  et  Ciiy)>  avec  celles  que  comprenDent  Ici 
formules  ('iss]  et  (isS). 

Lorsque,  dans  la  formule  (iiS) .  on  pose    (i=  i«,    et    f{x)  =  cos' —  ,    «   dé«- 
gnant  une  quantité  positive  quelconque,  on  en  conclut 


(laS)  — cos'— =  /    eos'*.ci>  +  9    8      cotnoi  /     eos«a*.ces'«(f«f . 

D'aillours,  j'ai  prouvé ,  dans  le  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limite) 
imaginaires  [page  4o}>  qu'on  a  généralement,  pour  des  valeurs  positives  de    s  et  de  i. 


r('-fO 


On  aura  donc  par  suite 


(i3o)  /     cossn*.cos'v.(f>  = 


r(«-n) 


^ 


.  r(.-n)         .(.-a)...(.-.»tO 

»'*■     [■■(i  +  0]"     ('+')('M)...('+")   ' 

et  l'équation  (isS)  donnera,  entre  tes  limites    fB=:=o,    x^=w  ,    on  m£me  entre  les 
limites     a;  =  —  « .    as  =  w  , 

puis,  en  remplaçant     a     par     %x ,     on  trouvera,  pour  des-  Nlears  naménques  de 
.0    plus  petites  que     —  , 


(569) 


Si»  dans  la  formula  (i5a),  on  pose  successivement  s=:sm»  ^=9m-— i^  m  dé- 
signant un  nombre  entier  quelconque ,  on  obtiendra  les  deux  équations 

V  ^^v  i.5.5...(am-i)  (  1     ,      m  ,        m(m-0  .  1 

(i33)  cos""a8=a'  ^  .  J^  ^^  T'^^^TTr^^^'^r^.i.Nr^/  ^  co*4g+»>4  , 
^   V   '  a.4.D...am      I  2        m+i  [m+ij(m+a)        -»      ■        t  » 

.  _,^         .«  4  t-A-S-^fam-a)  {  I     ^  am-i  ,  (am-i)(am-3)        ,      . 

(1.34)  cos*'""*»=-  — ^^ — ) rt ï cosaap  4-5 fj — =rCos4«+... 

^  ^^  «  1.3.5...  (am-i)  (  a»  ^   am-i-i  (am+i)(am+3)      ^^^ 

qui  fournissent  les  développements  de  cos""a:  et  de  cos'^'~''x  en  deux  séries  dont 
Tune  s'arrête  »  tandis  que  Tautre  est  composée  d'un  nombre  infinli  des  termes.  Si  Ton 
fait»  en  particulier    m  =  1  ».  m  =  a  »  etc...  ,    on  tirera  de  Téquation  (i33) 


cos*x=:  —  +  —  cosaa»=  —  (i4»cosafl9} 
a         a  a  ' 


(i35) 


cos^œrs  _  f^  4.  -|-  cosax  +  -|j~cos4«]  =  Y(3+4cosaa}+coa4a;)  » 


^  etc 


'•«••»<  »■ 


et  de  Téquation  (i34) 


4  i  1         cosadp        eos4â;    ,    cosââ?        cosSio? 

COS0=>:  —  { 5 -— h'    ,      ■ + 

ir  (  a     •      1.3  3.5  5.7  7.9       ' 


Cl  36)-      <        .         a4  (   1      ,    eosarp    .      cos4a;  cos6«     .       cosS» 

^      '      lcos*a5=  — 1 + — r-r — \r — ;ni — —  "«-r '+-^ 

*-  ir  j  a.9    '     1.3.5  1.3.5*7         3.5.7.9.         5.7.9.11 


ta. 


etc. 


Ajoutons  que ,  si  Ton  prend^   a?  =  o  »    on-  tirera  de- la  formulé  (  1 3^) 
et  des  formules  (1 36)^, 


5.5  ^  5.7       7.9^ 4       »  ' 


{'58) 


1.3.5.7  5.5.J.9  ^^  5.7.9.11 


;i4        go 


BeTflnoni  nMintenont  &  la  fonàtilfl  (109).  SI  1*911  y  snppose 

a    désignacl  toyjours  une  quantité  positive,  oo  obtiendra  l'équation 
(139)  coa'a  = 


Ki-)]     K4^-)K^-)      H^«)K^-) 


([ui  subsiste  pour  les  valeurs  de    x    comprises  entre  lea  liniites    aj  = ,  x  =  —  , 

et  pour  des  valeurs  de  a  positives,  mais  iuférieured  h  9.  Si  l'on  prenaft  pMci«éin«Dt 
a=:a,  l'équation  (iSg)  coïnciderait  avec  la  formule  (iSa).  De  plus ,  si  l'on  combiae 
l'équation  (iSg)  avec  celle  que  l'on  en  déduh,  quand  on  remplace     «     par     «a,    od 

trouvera,  entre  les  iHoites     a=;0,    a  =  i  ;     a= ,    x  =  —  , 


;i/,o)  cos;'a:=»-j7^r(s4->))— tiï: 


ï-Pr^+'  î-^+O      r 


__+,)r(--+: 


Lorsque,  dans  cette  dernière  formule,  on  pose  successivement     11=1,     puis     a^=iin    ^ 
et     a:=  %m —  i  ,     m,    dé«ig«dnt  un  nembr»  «nlier ,  oti  eq  ç^ftcinf,:  ' 


1.40 


H-*>) 


'-'b[^)V" 


cosa;  + 


(r^fjibj-""""  +  iJ'n.\%il'^)  ""'"+■■;  i  • 


(571  ) 


(>A») 


4    M 


am 


ir     5.5..,(am+i) 


coê""a5  = 


,     am-i  -       ,     (am-i)(am-5)  . 

COS«  A r-  COSOOÎ  +-3 rr-T rr-  COSOOÎ  +  ...  /   . 


(i43) 


C08*'"'"'fiC  = 


2 


i.5...(am-i)    I  .      m-i  (m-i)(m-a)    


a.  4 


am 


m+  1 


(m+i)(m+a) 


On  aura ,  par  exemple ,  cnlre  les  limiles    a;  =  —  —  ,  a?  =  — 


4  (  cos3«;    ,    cos5« 

-—  /  r.08219  —        ■    _ "f^  - 


1  =  —  {cosa? 


{>44) 


{ 


oos^as  =s=  — 


8 


COSd? 


1.3 


3        '        5 
G0s3â;         ccw5s 


.3.5         3.5.7  5.7.9 


+ 


cos7i»         coflQo; 
008  7^;         codQ^ 


•  ••  /  » 


7.9, 1 1 


•j*  •  •  • 


et ,  pour  une  valeur  quelconque  de    x  , 


C08X  =  coso;  f 


(•45) 


cos'â?=:  —  (co8«  +  -5-  co§5»)  =  -7-  (3cosa5  4-cos5a) , 
4  \  3  /       4 


etc.. 


*t 


Si  Ton  prend    x  =  <y,    les  formules  (i4i)  et  (i44)  donneront 


(146) 


.      et 


(»47) 


.-I    ,    C*-0(^-g)    I       _^,-.    *+»     fr/^'^MT 

'^1+ï^  c*+*)(*+5)  ^•••"*     r{^+o-L  l  a  yJ  ' 


s         5^7  9  ^ 


1.3.5 


T"     c  _'      T"  ••' 


3.5.7  ^'7*9 


1t 

J  • 


•tC.r... 


(  57t  ) 
Enfin ,  81 ,  dan8  la  formule  (  i  Sg)  »  on  pose    «  =  — ,    alors ,  en  ayant  égard  à  Téquatioi» 
connue 

(i48)  r(«,)  =  9»'-,r"^r(«)rf»+i-)  , 

on  trouvera ,  entre  les  limites     »  =  —  — ,    cd  =  —  , 

« 

<'^9>  (t)  T(7Tô'"'  *  = 

X      a<+i         5«       (si+Of^tf-i)         5â0       (aj  +  i)(aj- i)(a5-3)  yj; 

C08-+ --COS +  -7 =77 7-COS-^+.-7 77 —7 ^  COS  ^— + = 

a      a*+3  a    .  (aj+5)(a<+i)  a        (a<+7)(aj+3)(a*-i)  a 

«     a*+i         5«      a*-i         5x      (a«+i)(a5-5)         7»      (a«.- i)(a#-5)        9a? 

COS-  + =-cos  —  + ^cos  —  -h-) r? rfcos  — 4  ;    \_  (;     'Ji^^^—^- 

a      a*+3  a       a*+5  a       (a#«»'7){a*+3)  a       (a<+9)(a#+5)         2 


puis  on  en  conclura  »  en  prenant    j  =  m  +  —  , 

,  ,  ,  a.4...(am+a)        1  w+i 

(i5ol  — = — \   ■       ; Tzr-cos        05  = 

^     ^  i.3...(am+i)     \/à 

9     m+i         3«        m  5«       (m+i)(m-i)  7a;  m(m-a)  or 

COS-  + COS— -h  ,    COS—  +-7 ^7 rr-  COS  —  +  —7 \.,     \.      COS— +  »» 

a      m+a  a       m+3  a        {m+a)(m+4)  a  (m+3)(m4.5)  3 

On  aura  ^  par  exemple . 

/       r  X     ,      l  3«  1  ix  I  7JP,1  9^, 

/  1-^  =  COS  -  4-  ■=  COS ^  COS  —  —  -  COS  ^ f-  -  COS  E-  -J.  .„  ; 

av'a  a5  ao  a  7  a         9  a 

V*3»;    \  —=:-=-- COS- + =-C0* h"S; COS =-^^0S r-: COS  — +.., 

4t^a         5        a         1.5  a         5.7         a         5.g  a        7. 11  a 


etc. 


et 


(  «75  ) 

i      i  «     1        Ss      t  nx      iJ5  iiff        1.3.5  i5«» 

a     9  a      a^4         >      a.4«o  a         a.4.0.0  a 


••  • 


3  a     5         a      4         *       4*^         *      4«o.o  a 


etc. 


Ajoutons  qu^,  st  Ton  pcM    ai=o ,    ^aQ8  la  formule  (i4^)  »  oUe  donnera 

U»»)   >+  a,+3  ^  a#+5    '    (a#+7)(a«+5)  ^  (!i#+9)(a*+5)  ^•"      la/    r(i+0' 

♦  •  r 

Soient  maintenant ,  dans  l'équation  (100) , 

a  déaignanir  toujours  une  constante  positive*  Alors  »  si  Ton  suppose  la  variable  x  ren- 
fermée  entre  les  limites  x^^^X,  ei  X  —  Xo  <  — ,  les  ej^pr^ions  {98) ,  (99)  rem* 
piiront  les  conditions  énoncées  dans  le  théorème  4*  Donc ,  en  vertu  de  ce  théorème  »  on 
aura  »  entre  les  limites    œ  =  cr« ,   x  :=  JT  <  «^  -4 .  , 


I       -.1  ï 


r  «-''c*+/i-«o/'(pi)rfpi 


Si  Ton  combine  cette  dernière  foriaule.aycuc  Féquatlon  (79)  par  voie  d'addition  ou  4e 
soustraction,  on  en  tirera 


(>55) 


«••■[«'■f'-'.>+»-'-(*-0]  Ç   e-"^(f'-'^fly)df 

m^l TT-T^ : — ■ — 


((  ••'+i  )) 


et 


(i56) 


m^<- 77-7Z^ ■ . 


* 

ott,  ce  qui  reviél^  au  jfkèxnp  «...** 
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II.^ARllic. 


( -574  ) 
(•57)  ••  f{x)=f 


_    CO,  —^J      COS-Iit—i-f  (,)  rf^+eOS  -V-^y^    C08— 1^/'(^)  i,+  ... 


et 

(i58)  f[x)^ 


pus ,  en  prenant    a^==([),,    i!«ï=^^i;=«'^    ûk  troùvecoH^ur  dct jcalèurs  de    x  lèom- 
prises  entre  les  llmîles     o     et    — , 


et 

-  !■   1 


•t.. 


(,60)  f{x)  ^  i"  S  "j«iD(*n+  0*  r.  wn(»n+  O^./'Wrfp  j 


■  « 


iJ       ■•  :'.       '   •■  .    ., 


Les  formules  (159)  et  (160)  s'açcordest  a^ec  celles  que  M.  Poisson  a  données  danst? 
18.*  cahier  du  Journal  de  TËcoIe 'Polytechnique  [^age  425].  Xa  première  comprend 
comme  cas  particulier  Téquation  (i4c)* 


•  -  V    '  \  — 


Les  applications  que  nous  venons  de  faire  du  théorème  4*  sullbenl  pour  montrer  le 
parti  qu'on  peut  en  tirer.  11  serait  facile  d'élciidro  indéfiniment  ces  applications,  et  de 
combiner  ensuite  les  formules  obtenues  avec  celles  que  fournit  le  théorème  3.  En  opé- 
rant  dé  la  sorte,  et  dës^nant  par  '  a  une  con^atite  positive,  par  b\  A  ^%  des 
constantes  quelconques,  enfin  par  f(r)  et  f,(r)  des  fonctions  entières  de  r,  on 
trouvera,  par  exemple,  1.®  pouc^des  valeurs  de     x     comprises  entre   les  limites 


(161)      f{x)^l 


(C  r(*-»')l\(i«)«'"  -f(r)|-.(*-r)*-<*-'->  )) 


et 


(.6.)      nx)=l ■-  ^'' 


((  (^+r)(JB+r)««'--(^-r)(iï-r)i^*-y)       " 

.ii\t.f.t.  '.Il 


•      *    <     • 


(  375  ) 
S.*  p>vkf  des  tralenn  de    x    eonipriaef «entre  les  limitcto    ai:sso»   es  =  a  , 

(,65)  Aa')  =  <î-  ..     .(((^+r)(«+r).--(^.,=}|»:r).-'())        .' 

V 

(,64)  A*)  = 

'  ,  .  •  '.  .         . 

^ — ■(((.'^^.-v^)cé5.r-,)) j^-'m^i^. 

-  -  ,  -  •  .       I 

(i65)  f{x)  = 

Les  formules  (i63)«  (i64)»  (i65)  peuvept  6tre  employées  avec  succès,  la  première, 
quand  on  recherche  I^s-tots  tutrattl  lesquelles  la  chialoar,  se  propase  dans  une  barre  mé- 
tallique •  et  les  deux  dernières  quand  il  s*agit  de  déterminer  les  vibrations  d'une  lame 
élastique  très-étroite»  dont  les'  extrémités  sont  fixes»  ou  Tune  fixe  et  Pautre  mobile.  On 
peut  consulter  à  ce  sujet  le  Mémoire  que  )*ai  publié  en  février  1897  sur  Tapplication  du 
calcul  des  résidbs  aux  questions  de 'jphyslql^e.''  i  -       - 

En  terminant  cet  article ,  )}e  ferpi  .dbserver  ^  il  serait  facile  de.  généraliser  les  for- 
mules auxquelles  pous  sommes  parvenus ,  dç  manière  à. en  obtenir  d'autres  qui  serviraient 
à  transformer  non  plus  une  fonction  ffjx)  de  la  seule  variable  x  •  mais  une  fonction 
f{x,j,,^.)  (de  plusieurs  variables  cç,  jy.  Ainsi,  I^D  particulier j  si  Ton  remplace, 
dans  la  formule  (76) ,  f{x)  par  f{x»y)  9  *  on  troiiveifa ,  entre  les  limites  a;z:7cro> 
a?  =  A^  <  £Co  +  ^  >  . 


.   Mi    .   • 


/►AT"'  * 


I  i       >      '  • 


Éâ'l"  •'  »•'  »,|  ,•! 


D'ailleurs  oq  tJ70|iy|ara  dd  iki«me»  entre  les  limilef    y  =iy. >  y  ~  K  < y»  +  *  • 

6     désignant  une  quantité  positivé,  et  le  signe     C     ^^^nt  relatif  à  la  variable    s.     On 


(576  ) 
aura  donc  par  •oit» ,  entre  ht  limite*     x  ss-œ^  ,'.mjssX<do,-^Ai    y  =y, 

(  1 68)  f[x.y)  =  Il  \e^^i)){{e^^x)) 


Pour  déduire  cette  dernière  équation  de  la  formule  (7) ,  il  suffirait  de  poaer 

Poêi  Serlptum.  Lorsque,  dans  la  formule  (77),  on  pose  «=94,  Xo^=  —  A» 
X::^h^  en  obtient  une  équation  ^nnée,  par  IL  Poisson  dans  le  19.*.  cafiier  do  JoomaL 
de  l'École  Polytechnique ,  savoir , 

{•69)  /'(«)  =7âX./('')*»-*^  TnU..'^         A  'W*'''- 

ff 

Cette  équation ,  qui  subsiste  entre  iés  limites     x=— -A»   »  =  &«     se  déduit  de  la 

(ha  \ 

— —  -^ AI ,    et  les  varisbies 

X,  fi    par  les  binômes    ««t-^^-ir,  -X^-ir.     Or,  quoiqae  la  formule  (77)  paraiue 

plus  générale  que  Féquation  (169),  on  peut  néanmoins,  en  profitant  des  remarques 
faites  par  H.  Fourier  dans  le  Mémoire  que  nous  laTons  précédemment  rappelé  ,  tirer  la 
première  de  la  seconde.  Il  suffit  en  ëfTct ,  pour  '7  parvenir ,  d^admettre  que  les  quantités 
X9 ,  X  sont  comprises  enti^  Tes  Ilnîitès  -^Â=:<^ia,  4*^  —  i^»  pûis  de  subs- 
tituer k  f{x)  une  fonction  de  x  qui  soit  constamment  nulle  hors  des  limites  aB=Xo» 
,x:=iX  p  et  constamment  égale  b  f[x)  entre  ces  limites.  Ainsi ,  la  formule  (77)  est 
renfermée  implicitement  dans  t*^qnation  (78].  On  prouverait  de  même  que  les  formules 
(109)  et  (1 10]  peuvent  être  déduitestdes  équations  (1 14)  et  (1 1*5)  donné-es  par  Lagran^ 
*'^'  et  par  Euler.  Observons  enfin  qu'il  suffit  d'ajouter»  membre  à  membre,  los  formules 
(109)  et  (1 10)^  pois  de  remplacer  «  pair.  îa,  pbUr  cepl^ittf o!^  rèqUMioif  (77)^.  Seu- 
lement, lorsqu'on  opère  comme  on  vient  de  le  dire ,  la  formule  (77)  ne  se  trouve  établie 
que  pour  des  valeurs  de    x    coipprises  entre  1é^  limites    0  =  x^  >  x  =  X  <  Xo.+  ï^  • 

;>-    •..••.■  \ 


•  • 
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MÉCANIQUE. 

Mémoire  sur  le  choc  des  corps  élastiques ,  déposé  à  V  Académie  Royale  des 

Sciences  le  i^fémer  1827,  par  M.  Cauchy. 

Dans  un  Mëmoîre  présenté  à  FAcadémie  en  1811a ,  j  ai  donné  les  équations  aux  dtfierenees 
partielles  qui  déterminent  les  mouTements  vibratoires  des  corps  solides  élastiques  ou  non  élas- 
tiques. Dans  le  nouveau  Mémoire,  j^applîque  ces  équations  au  choc  des  corps  élastiques.  Je 
me  bornerai  pour  le  moment  i  Texposition  des  phénomènes  que  présente  le  cl>oc  de  deux 
cylindres  droits  et  homogènes  qui  viennent  se  frapper  par  leurs  bases  avec  des  vitesses  égales 
ou  inégales^  dirigées  suivant  des  droites  parallèles  à  leurs  généralrioes*  Alors  les  équations 
aux  di£férences  partielles  qui  déterminent  les  mouvements  Ats  deux  cylindres  renferment 
seulement  chi^cune  deux  variables  indépendantes ,  savoir ,  une  abscisse  x  et  le  temps  ;  et  9  en 
intégrant  ces  équations  de  manière  que  les  variables  principales  satisfassent  aux  conditions  du 
problème ,  on  obtient  immédiatement  les  résultats  que  je  vais  indiquer. 

Supposons  j  pour  fixer  les  idées ,  que  les  deux  cylindres  soient  fermés  de  méoie  matière , 

mais  que  leurs  longueurs  soient  différentes.  Comme  ie  centre  de  gravité  du  système  se  mouvra 

uniformément  dans  Fespace ,  on  pourra  toujours  ramener  ta  question  au  cas  où  ce  centre  a 

une  vitesse  nulle ,  en  rapportant  le  mouvement  du  système  à  c€l«i  du  centre  dont  il  s  agit.  Gela 

posé  f  soient  ^x,  A  les  longueurs  respectives  des  deux  cylindres  ^  li ,  a  leurs  vitesses  initiales 

h 
dirigées  en  sens  contraires  ;  —  k  hauteur  qu  il  ûiudrait  attribuer  au  second  cylindre  pour 

n 

qu^élant  suspendu  à  une  tranche  infiniment  mince  du  premier,  il  produisit  une  -dilatation 
mesurée  par  *— '^  el  ^  la  force  aooéléralrioe  de  la  pesanteur.  Enfin  faisons,  pour  abréger, 

A'  :=zghj  comptons  le  temps  t  à  partir  de  Tinstant  où  le  choc  commence,  et  soh 

^  A 

—  =  ^  >    I. 

Ci  a 

Depuis  le  commencement  du  choc  jusqu  à  la  fin  du  temps  qu  on  obtiendra  en  divisant ,  par 
la  constante  k ,  la  longueur  a  du  premier  cylindre ,  les  vitesses  initiales  6»  et  il  disparaîtront 
dans  deux  portions  contiguës  du  premier  et  du  second  cylindre ,  et  ces  deux  portions  offriront 

dans  chaque  tranche  une  nouvelle  vitesse  équivalente  à  la  demi-différence 9  avec  une 

compression  représentée  par  le  rapport 

Pendant  le  même  temps,  les  longueurs  des  portions  4ont  il  s'agiit  seront  égales  dans  les  deux 
cylindres ,  et  croîtront  comme  le  temps,  de  manière  à  devenir  finalement  équivalentes  à  la 
longueur  du  premier  cylindre.  Pendant  un  second  temps  égal  au  premier,  ces  longueurs  va- 
rieront encore  :  mais  celle  qui  se  rapporte  au  premier  cylindre  diminuera  proportionnelle  • 
ment  au  temps ,  de  manière  à  devenir  finalement  nulle  5  tandis  que  Tautre  longueur  relative 
au  second  cylindre  croîtra  sans  cesse ,  si  la  longueur  du  second  cylindre  surpasse  le  double 


de  celle  du  premier ,  et  crolira  pour  dîmiiiDer  cMuiie  dans  le  cas  contraire.  QiudI  bu  por- 
lions  resiaDtes  det  deoi  cylindre* ,  elles  offrirool  dans  chacune  de  lenn  tranches ,  pendanl  la 
période  dont  ïl  est  qoeslioD ,  dana  le  premier  cyliacln ,  one  vitesse  constante  ëgsle  k  la  yiitmt 
initiale  du  second  cylindre,  avec  une  compression  nulle  en  chaque  point;  et  dans  le  Mcond 
cj'liodre  la  vitesse  initiale  du  second  on  du  premier  i^Undre,  suivant  que  la  tonguenr  du 
second  cylindre  sera  infërienrc  on  supérieure  au  double  de  la  longnenr  do  premier,  A  la  fia 
de  celte  nouvelle  période ,  le  premier  cylindre  éunt  animé  dans  tous  ses  poinU  par  une  vitesse 
t^uivalente  à  la  vitesse  initiale  du  second ,  se  séparera  de  celui-ci,  et  le  choc  sera  lenniDé. 
A jonloa.s  qu'après  la  séparation  le  premier  cylindre,  offrant  parlonl  des  compressions  nulles, 
ne  changera  plus  de  Terme ,  tandis  que  le  second  cylindre ,  composé  de  deux  parties  dont  les 
vitesses  seront  dîGEfrenles  ,  et  dont  une  seule  offrira  des  compressions  nulles ,  cootinoera  de 
vibrer  dans  l'espace.  On  doit  senlemest excepter  la  cas  où  les  deux  cylindres ,  étant  de  même 
longneur ,  aunient  eu  primitivement  des  vitesses  égales  dirigées  en  sens  contraires. 

Le*  conséquences  qui  se  déduisent  des  principes  que  nous  venons  d'établir  sont  Irès^mpor- 
lantes  dans  la  théorie  de  la  dynamique.  Ainsi ,  par  exemple ,  on  enseigne ,  dans  la  mëcanlqne 
rniionnetle,  que ,  si  deux  corps  parfaitement  élastiques  vîunnent  à  se  choquer,  — une  des 
forces  rives  restera  la  même  avant  le  choc  et  après  le  choc.  Mais  il  est  clf  :  ^u  alors  oa  fait 
nhstFaction  da  mouvement  vibratoire  de  chaque  corps  après  le  choc  (i),  et  l'on  ponrnit 
être  cnricnx  de  connaître  ce  qui  arrive  dans  le  cas  conlrairc. 

Or,  si  l'on  détermine,  d'après  ce  qui  ■  été  dit  ci- dessus,  la  somme  des  forces  vives  de 
deux  cylindres  avant  et  après  le  choc,  on  reconnaîtra  i"  que  la  perte  des  forces  vir»  est 
nulle  dans  un  seul  cas ,  savoir,  lorsque  les  longueurs  des  deux  cylindres  sont  égales,  et  que  cette 
pei-te ,  bien  loin  d'fiire  nulle  dans  les  antres  cas,  comme  on  le  snppose  ordinairement,  s'aère 
à  la  moitié  de  la  somme  des  forces  vives ,  quand  la  longueur  de  l'nn  des  cylindres  devient 
infiniment  grande ,  et  qu'elle  peut  s'élever  jnsquanx  trois  quarts  de  cette  somme  qoand  les 
ilros  cylindres  offrent  des  longueurs  doubles  Tune  de  l'antre.  Lorsqu'un  cylindre  vieql  frapper 
un  plan  solide ,  il  se  trouve  k  peu  près  dans  le  même  cas  que  s'il  frappait  un  teindre  dont  la 
longueur  fbt  infinie,  et  par  conséqueni  il  y  a  perle  de  forces  vives. 

Da^  un  second  Mémoire  je  montrerai  comment  on  p^ut  étendre  les  mêmes  principes  sti 
iIjoc  de  deux  cylindres  composés  de  matières  différentes ,  ou  au  choc  des  corps  dont  k fOnne 
n  est  pas  cylindrique. 

(i)  Dam  ti  ibiorie  «dlnaire  da  cboc  de*  corp*  éUiltque* ,  oa  inppoie  qu'l  l'iaslaot  où  la  detu  oorpi  m 
••'parent,  ctucuo  d'eui  eil  reieoD  à  wm  <!l*t  oMuiel,  laadia  que,  duu  tiiéillli,  le  coomire  inivcûui  iji» 
le  (JémoDiie  ^vidrmmcnt  le  ton  produit  p*r  le  choc  de  deui  tpUm  méIdlîqM*.  7nppd  de  celM  iUt,  s»* 
M.  BiDit  iTMt  tat  de  taa  cité,  U.  Coriolii  •oupçoDotit  depuis  long  (eo pi  qu'il  j  ivtit  des  dinrenea  n»- 
quica  entre  les  riiulliii  roninii  par  la  thforie  ordinaire  du  choc  «t  ceux  que  l'on  poomit  Mdnire  de  l'eipé- 
rieooe  ou  d'une  théorie  plui  cocfornie  à  la  nature ,  et  il  m'avait  engagé ,  poor  celle  rsiioo ,  k  traiter  f»  le 
calcul  cette  queillon  délicate,  en  donaant  luite  tin  Iraraui  que  f'ivab  «nlrapri*  m  le*  monvemeat*  nbrf 
tmrMdncorptiolide*.  Ajanl  eaiTioeooBieU,  je  lui*  parveau  nos  rfaollal*  qoilbDirobfal  de«et  aciiol*,  M 
qoi  païaiMeal  devait  miriler  l'altealLoa  de*  giomUit*. 
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